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'ic  allgemeinen  Eigenschaften  der  Gleicimngen  und  die 
darauf  bezüglichen  analytischen  Fragen  sind  im  ersten  Bande  die- 
ses Werkes  behandelt;  wir  haben  uns  jetzt  noch  mit  der  alge- 
braischen Auflösung  der  Gleichungen  zu  beschäftigen. 

Ehe  wir  aber  diese  wichtige  Frage,  die  wir  hauptsächlich 
im  Auge  haben,  in  Angriff  nehmen,  müssen  wir  die  partiellen 
Theorien  entwickeln,  die  wir  später  zu  benutzen  haben.  Da  diese 
Theorien  schon  an  sich  selbst  von  grossem  Interesse  sind,  so 
werden  wir  sie  eingehend  darlegen. 
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Congr  uenzen. 


Congruente  oder  äquivalente  Zahleh. 

281.  Wenn  die  Differenz  zweier  positiven  oder  negativen 
ganzen  Zahlen  a  und  b  durch  eine  dritte  positive  Zahl  M  theil- 
bar  ist,  so  heissen  a  und  b  in  Beziehung  auf  M  congruent 
oder  äquivalent;  der  Divisor  M  wird  der  Modul  genannt; 
jede  der  beiden  Zahlen  a  und  b  ist  der  Rest  der  andern  nach 
dem  Modul  M. 

Um  auszudrücken,  dass  a  und  b  in  Beziehung  auf  den  Mo- 
dul M  congruent  sind,  genügt  es,  zu  schreiben 

a  =  &  +  ßin  Multiplum  von  M. 
Wir  werden  uns  aber  der  von   Gauss  eingeführten    bequemeren 
Bezeichnung  bedienen  und  schreiben 

a  ^Ei  b  [mod.  M); 
diese  Formel  nennen  wir  eine  Congruenz, 

Bezeichnet  r  den  Rest  der  Division  von  a  durch  M,  so  ist 
a^r  {mod.  M). 

Da  man  es  nun  stets  so  einrichten  kann,  dass  r  zwischen  0  und 

M  M 

M,   oder  auch  zwischen  —  —  und  -|-  '—  liegt,   so  hat  jede  Zahl 

einen  Rest,  dessen  absoluter  Werth  nicht  grösser  ist,  als  tlie 
Hälfte  des  Moduls.  Man  nennt  ihn  den  kleinsten  Rest.  Will 
man  aber  nur  positive  Reste  betrachten,  so  sind  die  Grenzen  für 
den    kleinsten  Rest  0  und  M,    und    derselbe    kann  grösser   sein 

als  f  • 

282.  Die  Gaussische  Darstellungsart  der  Congruenzen 
lässt  die  Analogie  klar  zu  Tage  treten,  welche  zwischen  den  Con- 
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grueilzen  und  den  Gleicliungen  besteht,  ohne  gleichwohl  zu  irgend 
einem  Missverständniss  Veranlassung  zu  geben.  Wir  wollen  jetzt 
zeigen,  dass  die  meisten  Transformationen,  die  man  mit  Glei- 
chungen vornehmen  kann,  auch  auf  Congruenzen  angewandt  wer- 
den können. 

Addition  und  Subtraction.  —  Hat  man 
rt    =EE  6    {mod.  M), 
a    ^  h'  {mod.  M), 
so  ist  auch 

a  +  "'  ^  ^  zjl  *'  {^^od.  M). 
Die  vorgelegten  Congruenzen  drücken  nämlich  aus,  dass 
a  =  h  -\-  ein  Multipluni  von  M, 
a'  =  h'  -\-  ein  Mulliplum  von  M 
ist;  folglich  ist 

a  -\-   a'  =  h  ■\2^h'  -\-  €\x\  Multiplum  von  M, 
oder 

Miütiplication.  —    Man  kann   eine  Congruenz  mit  einer  be- 
liebigen ganzen  Zahl  multipliciren;  denn  ist 

a  ^^^  b  [mod.  M), 
d.  h. 

a  =  b  -\~  ein  Multiplum  von  M, 
so  hat  man  auch  für  jeden  ganzen  Werth  von  m 

»» a  =  m  ö  -j-  ein  Multiplum  von  M , 
oder 

ma  ^  mb  [mod.  M). 
3Ian  kann  ferner  mehrere   Congruenzen,   die  sich   auf  denselben 
Modul  beziehen,  mit  einander  multipliciren.     Ist  nämlich 
a     :.:  b    [mod.  M.)  , 
rt'  E^  b'  [mod.  M.) , 
oder 

a  =^  b  -\-  ein  Multiplum  von  M, 
a  =  b'  -\-  ein  Multiplum  von  M , 
so  ergiebt  sich  durch  Multiplication 

aa'  ==  })b'  -j-  ein  Mulliplum  von  iJf , 
oder 

aa    :ei  bb'  {mod.  M). 


Congruenzen. 

Hat  man  ajigeni 

ein 

a     E^  6 

a     ^  b' 

[mod 

«<'"^=  b^'"^ 

so  ist  auch . 

aa'  .  .  . 

r/"*^  =  bb 

'  .  .  . 

b^'"'>  {mod.  M). 

Potenzirung.  —  Aus  dem,  was  wir  soeben  über  die  Multi- 
plication  gesagt  haben,  folgt  sofort,  dass  man  beide  Glieder  einer 
Congruenz  auf  dieselbe  Potenz  erheben  darf.     Hat  man  also 

a    ^  b    {mod.  M)  , 
so  ist  auch 

a"  ^E  b'"  {mod.  M). 

Die  Resultate,  die  wir  bisher  erlangt  haben,  lassen  sich  folgen- 
dermassen  ziisammenfassen: 

Ist 

f  {x)  =  Äx"*  -\-  Bx"  +  •  •  • 

eine  ganze  und  rationale  Function  von  x,  deren  Coefficienten 
A,  B,  u.  s.  w.  ganze  Zahlen  sind,  und  hat  man 

a  ^  b  {mod.  M), 
so  ist  auch 

/•(«)  =  f{b)  {mod.  M). 

Division.    —    Man   darf  eine  Congruenz   durch   irgend  eine 
ganze  Zahl  dividiren,  weiche  prim  zum  Modul  ist. 
Hat  mau  nämlich 

ma  ^  mb  {mod.  M) 
oder 

ma  =  mb  -\-  M  "X  q  , 

so  ergiebt  sich,  wenn  durch  m  dividirt  wird, 

j      ,     MXq 

a  =  b  -\-  ~  - 

Ist  nun  m  prim   zu  M,   so   muss  q  durch  m  theilbar  sein,   und 

man  erhält 

a  =  b  -\-  ein  Multiplum  von  M, 
oder 

a  ^  b  {mod.  M). 

Anders  verhält  es  sich,  wenn  die  Zahl  ?«  und  der  Modul  M  einen 
gemeinschaftlichen  Factor  haben;  denn  ist —,  der  mit  —  gleich- 
bedeutende irreductibele  Bruch,  so  hat  man 
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,      I      M'xq 

(1   =   0-+-    ,— ^  » 

'  m 

und  da  diese  Gleichung  nur  erfordert,   dass  q  durch  m'  theilhar 
sei,  so  ist 

a  ^  b  {fnod.  M'). 
Man  kann  eine  Congruenz  auch  durch  eine  andere  dividifen,  wenn 
die  GHeder  der  letzteren  prim  zum  Modul  sind.     Dies  zu  bewei- 
sen, betrachten  wir  die  Congruenzen 
(1).  aa'  ^  bh'  [mod.M], 

(2).  a    -=  b      [mod.  M). 

Bezeichnet  r  den  kleinsten  Rest  der  Differenz  «'  —  6',  so  ist 
(3).  a    EEE  b'  +  r  [mod.  M), 

und  durch  Multiplication  der  Congruenzen  (2)  und  (3)  ergiebt  sich 
(4).  aa'  EE^  bb'  +  br  [mod.  M). 

Aus  den  Congruenzen  (1)  und  (4)  folgt 

br  ^  0  [mod.  M): 
Nun  ist  der  Voraussetzung  nach  M  prim  zu  b,  mithin 

r  EEE  0  [mod.  M), 

oder,  da  r  <  i)/  ist, 

r  =  0. 
Man  hat  also 

a'  ^E  b'  [mod.  M),  w,  z.  b.  w. 

lieber    die    Zahl,     welche    ausdrückt,     wie     viele    Zahlen 
prim  zu  einer  gegebenen  Zahl  und  nicht  grösser  als  diese 

Zahl  sind. 

283.     Hilfssatz.  —  Multiplicirt  man   die  Terme   der 
Reihe 

(1).  1  ,  2  ,  3  ,  .  .  .  ,  (M-  1) 

mit  einer   ganzen   Zahl   a,    die   prim   zu  M  ist,   so  sind 
d  i  e  e  r  h  a  1 1  e  n  e  n  P  r  0  d  u  c  t  e 
(2).  «  ,  2«  ,  3a  ,  .  .  .  ,  [M'—  l)a 

in  irgend   einer  Ileiheufolge   den  Zahlen  (1)  na<;h  dem 
Modul  M  congrue«(,t;.' 

Keine  Zahl  ma   der  Reihe  (2)  kann    durch  M  theilbar  sein, 
da  M  prim  zu  a  und  grösser  als  m  ist.   Dasselbe  ist  der  Fall  mit 
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der  Differenz  ma  —  m'a  zweier  Terme  der  Reihe  (2);  denn  diese 
Differenz  ist  gleichfalls  ein  Term  von  (2).  Bildet  man  also  die 
kleinsten  positiven  Reste  der  Zahlen  (2)  in  Beziehung  auf  M,  so 
sind  diese  Reste  sämmtlich  von  einander  verschieden ,  und  keiner 
derselben  ist  Null;  sie  stimmen  daher,  abgesehen  von  der  Rei- 
henfolge, mit  den  Zählen  der  Reihe  (1)  überein. 

Zusatz.  —  Wenn  die  Zahl  M  prim  zu  a   ist,   so  sind 
die  Terme  der  arithmetischen  Progression 
(1).  c  ,  c-\-  a  ,  c  -\-  2a  ,  .  .  .  ,  c  -\-  {M  —  \)  a 

für  jeden  beliebigen  ganzen  Werth  von  c  beziehungs- 
weiseden  Zahlen 

(2).  0  .  1  ,  2  ,...,(;>/-  1) 

nach  dem  Modul  M  c  o  n  g  r  u  e  n  t. 

Nach  dem  vorhergehenden  Hilfssatze  sind  nämlich  die  Zali- 
len  (1)  beziehungsweise  den  Zahlen 

c  ,  c  +  1  ,  c  +  2  ,-..V  ,  c  +  [M—l], 
letztere   aber  offenbar  den  Zahlen  (2)  nach   dem  Modul  M  cnn- 
grnent. 

284.  Wir  bedienen  uns  des  Symbols  g?  {M),  um  auszu- 
drücken, wie  viele  Zahlen  es  giebt,  welche  prim  zu  M  und  nicht 
grösser  als  M  sind.     Nach  dieser  Definition  ist  augenscheinlich 

9)  (1)  =  1.         . 

Lehrsatz.  —  Bezeichnet  M  das  Produkt  mehrerer 
Zahlen«,  b,  ....  /,  von  denen  je  zwei  prim  zu  einander 

sind,  so  ist 

ip{M)  =  <p  (ö)  q>[b)  ...  cp  (/). 

Wir  wollen  zunächst  den  Fall  erörtern,  in  welchem 
M  =  ab 
ist,  wo  a  und  b  relative  Primzahlen  bezeichnen.     Die  ab  ersten 
Zahlen  können  in  folgender  Weise  geordnet  werden: 

■  1,  2,...,  k b, 

6+1,             .6  +  2,...,  b-\-k,...,  b-\-b. 

26  +  1,  26  +  2 26  +  Ar,  ...,  26  +  6. 


(rt  — 1)  6+1  ,  (a— 1)6  +  2  .  ...  ,  (<j-l)  6  +  A-,  ....  («— 1)  6  +  6. 
Betrachten  wir  eine  der  Vertical reihen  dieser  Tabelle,   z.  B.  die- 


10  Erstes  Kapitel. 

jenige,  welche  mit  k  beginnt.  Ist  k  prim  zu  b ,  so  ist  auch  jeder 
folgende  Term  dieser  Reihe  prim  zu  b;  Jiahen  aber  k  und  b 
einen  von  1  verschiedenen  gemeinschaftÜchen  Divisor,  so  giebt 
es  in  der  Reihe  keine  Zahl,  die  prim  zu  b  ist.  Da  nun  die  erste 
Ilorizoutalreihe  q)[b)  Zahlen  enthält,  welche  prim  zu  b  sind,  so 
sind  in  der  ganzen  Tabelle  (p(b)  Verticalreihen  vorhanden,  deren 
sämmtliche  Terme  ^rim  zu  b  sind,  und  welche  alle  Zahlen  die- 
ser Art,  die  nicht  grösser  als  Tüf  sind,  erschöpfen.  Wir  nehmen 
jetzt  an,  k  sei  prim  zu  b.  Die  mit  k  beginnende  Verticalreihe 
ist  eine  arithmetische  Progression ,  deren  Terme  nach  dem  Modul 
a  beziehungsweise  den  Zahlen  0,  1,  2,  ...,  [a  —  1)  congruent 
sind.  Diese  letzte  Reihe  enthält  g?  (a)  Zahlen ,  die  prim  zu  a  sind ; 
folglich  sind  auch  in  der  betrachteten  Verticalreihe  cp  [a)  Zahlen 
dieser  Art  vorhanden.  Aus  .all'  dem  geht  hervor,  dass  unsere 
Tabelle  rp  [a]  X  cp  (b)  Zahlen  enthält,  welche  gleichzeitig  prim 
zu  a  und  zu  6,  d.  h.  prim  zu  dem  Produkte  ab  sind.  Man  hat 
daher 

-  <p{M)  =  (p{a)  ■  <p  {b). 

Wir  gehen  jetzt  zu  dem  allgemeinen  Falle  über,  in  welchem 

M=  abc  .  .  .1 
ist;  a,  b,  c,  ...,  l  bezeichnen  Zahlen,  von  denen  je  zwei  prim 
zu  einander  sind.     Man   erhält  der  Reihe  nach 

(p  [M]  =  cp  [a)  '  (p{bc  .  .  .1) 

=  (p  {a)  •  (p[b)  •  (p[c  ..  .1) 


=  (p  (a)  ■  (p{b)  •  <p{c)  .  .  .  (p{l), 
und  der  angegebene  Satz  somit  ist  vollständig  bewiesen. 

285.     Der    vorhergehende    Satz    liefert  ein    sehr    einfaches 
Mittel,  den  Werth  von  cp  [M)  zu  bestinunen. 
Ist  if/  gleich  einer  Primzahl  p,  so  sind  die  Zahlen,  welche  prim 
zu  M  =  p  und  nicht   grösser  als  diese   Zahl  sind,   augenschein- 
lich folgende: 

1,2,3,...,  [p—iy, 
man  hat  daher 

(piß)  =  p—\. 

Ist  M  gleich   einer  Potenz  p*?  einer  Primzahl  p,   so   enthält   die 
Reihe  der  p"-^  Zahlen       '    '' 
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/>  ,  2p  ,  3/>  ,   .  .  .   ,  p"-!  ■  p 
offenbar  alle  Zahlen,  die  nicht  grösser  als  M  und  durch  p  theil- 
bar  sind;  man  hat  daher 

oder 

Wir  wollen   endlich   den  allgemeinen   Fall   hetrachter».     Es  seien 
p,  q,  r,  ...  die  ungleichen  Primfacloren  von  M,   und  es  werde 

M  =  p"  qf'  T^  .  .  . 
vorausgesetzt,  wo  v,  fi,  l,  .  .  .  ganze 'Exponenten  bedeuten.  Nach 
No.  284  ist 

<p  [M)  =  (p  ip")  cp  fe/')  cp  (r^)  .  .  .  ; 

ferner  hat  man  - 

cp  (p")  =  pv  (l  -  -i)  . 

<P  {r')  =  ^  (1  -  I)  ' 

also 

cp  [M)  =  p^  t  r'  ...    (1  -  ^)  (1  -  j)  (1  -  ^  )  • 

oder 

Man  beachte  noch,  dass  für  ein  ungerades  M 

q>  (2i¥)   =  rp{2)   rp  {M), 
oder,  weil  gp  (2)  =  1  ist, 

^{2M)  =  q>{M) 
ist. 

286.  Ehe  wir  zu  den  Congruenzen  übergehen ,  wollen  wir 
den  folgenden  Satz  herleiten,  der  uns  später  von  Nutzen  sein 
wird. 

Lehrsatz.  —  Bezeichnen  d,  iV,  d",  .  .  .  alle  Diviso- 
ren der  Zahl  M,  die  Einheit  und  die  Zahl  M  selbst 
nicht  ausgeschlossen,  so  hat  man 
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Es  sei 

M  =■  p"  q^'  r^-  .  .  .  ,    ' 
WO  p,  q,  r,  ...  ungleiche  Primzahlen   hetleuten;    dann  sind  die 
Divisoren  d,  d',  d" ,  ...  nichts  Anderes,  als  die  Terme  des  Poly- 
noms,  welches  dem  folgenden  Produkte  gleich  ist: 

(l+/'  +  P^  +  --  +  p1(l  +  ^  +  ?2+-  +  ?")(l+^+-  +  r^)-- 
Irgend  ein  Term  dieses  Polynoms  ist  von  der  Form  p'^qP  rv  .,.; 
ausserdem  folgt  aus 

d  =  p''  qß  ry  .  .  ., 

dass 

(p{d)  =  <p  ip")  cp  {gß)  rp  [rV]   .  .  . 

ist;  folglich  ist  die  Summe  aller  Grössen  cp  {d)  gleich  dem  Pro- 
dukt der  Polynome 

1   +  «P  (P)   +  9'(P')   +   •  •  •   +  9'(/>^). 

1   +   <p{q)   +   9{q^)   +    •••    +   <P{9^).  ■ 

1  -\-  cp  [r)  -{-  (p  (r2)   -]-...   -|_  9,   (r^) , 


Das  erste  dieser  Polynome  hat  den  Werth 

und    da    die    folgenden    Polynome   aus   demselben    Grunde   bezie- 
hungsweise gleich  qf^,  r^,  ...  sind,  so  hat  man 

(p[d)  -\-  cp  [d')  -\-  cp  [d")  -f-  .  .  •  =  p"  g,"  r^  •  •  •  =  71/. 


Ueber  Congruenzen  im  Allgemeinen. 

287.  Die  Zahlentheorie  löst  hinsichtlich  der  Congruenzen 
dieselbe  Aufgabe,  welche  die  gemeine  Algebra  hinsichtlich  der 
Gleichungen  behandelt.  Sie  stellt  sich  im^  Besonderen  die  Auf- 
gabe, die  Werthe  von  x  zu  ermitteln,  welche  einer  Congruenz 

/"  (a:)  =  0  [mod.  M) 
Genüge  leisten;  f  [x)  bezeichnet  ein  ganzes  und  rationales  Poly- 
nom, dessen  Coefficienten  ganze  Zahlen  sind.  Wird  diese  Con- 
gruenz durch  den  Werth' ic=a  befriedigt,  so  genügt  ilir  nach 
einer  früheren  Bemerkung  auch  der  Werth  x  ==  a  -\-  kM,  worin 
Jf  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist.  Daraus  folgt,  dass  jede  Lösung 
eine  unendliche  Menge  anderer  Lösungen  liefert,  welche  aber 
sämmtlich  nach  dem  Modul  M  congruent  sind.     Alle  in  ein  und 
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derselben  Formel  a-j-kM  enthaltenen  Lösungen  können  aus  einer 
derselben,  gleichviel  welcher,  hergeleitet  werden.  Da  man  ausser- 
dem über   die   ganze    Zahl   k  so  verfügen   kann,   dass   a  -\-  kM 

zwischen  —  '—  und  -|-  —  ,    oder  zwischen  0  und   M  liegt,    so 

hat  man  sich  nur  mit  den  zwischen  diesen  Grenzen  enthaltenen 
Lösungen  zu  beschäftigen. 

Dies  vorausgesetzt,  nennen  wir  die  verschiedenen  zwischen 
0  und  M  liegenden  Werthe  von  x,  welche  f  [x)  Iheilbar  durch 
M  machen,  Wurzeln  der  Congruenz 

f[x)  lEE:  0  [mod.  M). 

Eine  Congruenz  ist  identisch,  wenn  alle  ihre  Coefficienlen 
durch  den  Modul  theilbar  sind;  sie  ist  offenbar  unmöglich,  wenn 
ihre  Coefficienten ,  mit  Ausnahme  des  von  x  unabhängigen  Terms, 
durch  einen  Factor  des  Moduls  Iheilbar  sind. 

Bezeichnet  F  [x]  ein  ganzes  und  rationales  Polynom ,  dessen 
Coefficienten  ganze  Zahlen  sind,    so  kann  man  die  Congruenz 

f{x)  =  0  [mod.  M) 
durch  die  gleichbedeutende 

f{x)  +  MF  [x]  =  0  [mod.  M) 
ersetzen,   und   sodann   über   die  unbestimmten   Coefficienten  von 
F  [x]  in  der  Weise  verfügen ,  dass  jeder  Coefficienl  der  Congruenz 

M 
kleiner  als. 7»/,  oder  sogar,  wenn  man  will,  kleiner  als  —  wird. 

Congruenzen  ersten  Grades. 

288.     Die  Congruenz  ersten  Grades 
(1).  rta;  +  ft  1^  0  [mod.  M] 

kann  auf  die  Form 

(2).  ax  -{-  b  =  My 

gebracht  werden,  und  iViff  Aufsuchung  ihrer  Wurzeln  ist  darauf 
zurückgeführt,  die  ganzzahligen  Lösungen  [x,  y)  der  Gleichung 
(2)  zu  ermilteln.  Sind  a  und  M  prim  zu  einander,  so  ist  die 
Gleichung  (2)  immer  in  ganzen  Zahlen   lösbar,    und   man  erhält 

eine  erste  Lösung  (a:„,  «/J  dadurch,  dass  man  (No.  13)  ^  in  einen 
Kettenbruch  verwandelt.  Hat  man  einmal  eine  Lösung  gefunden, 
so  sind  alle  übrigen  durch  die  Formeln 
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oc  =  x^^  -\-  Mt  ,  y  =  «/o  ~h  ^^^ 
gegeben,  in  welchen  /  eine  unbestimmte  ^anze  Zahl  bedeutet. 
Ueber  diese  unbestimmte  Grösse  /  kann  man  so  verfügen,  dass 
man  einen  zwischen  0  und  M  liegenden  Werth  von  x  erhält- 
Wird  dieser  Werth  mit  x^  bezeichnet,  so  sind  die  übrigen  Werthe 
von  X  immer  noch  durch  die  erste  der  vorhergehenden  Formeln 
bestimmt. 

Daraus  geht  hervor,  dass  die  Congruenz  ersten  Grades  (l), 
der  Modul  mag  beschaffen  sein,  wie  er  will,  immer  nur  eine 
Wurzel  besitzt,  wenn  der  Coefficient  der  Unbekannten  prim  zum 
Modul  ist. 

Zu  demselben  Schlüsse  gelangt  man  mittels  des  Ililfssatzes 
der  No.  283  (Zusatz).     Ertheilt   man  nämlich  x  die  M  Werthe 

0  .  1  ,  2  ,  .  .  .  ,  (i»/  —  1) , 
so  nimmt  das  erste  Glied  der  Congruenz  (1)  M  nach  dem  Modul 
M  incongruenle    Werthe    an;    daher    muss    einer    dieser  Werthe 
durch  M  theilbar  sein,    und  der   entsprechende  Werth  von  x  ist 
die  gesuchte  Wurzel. 

Bezeichnet  x^^  diese  Wurzel,  so  bedient  man  sich  nach  Gauss' 
Vorschlag  der  Schreibart 

Xq  ^  —  —  [mod.  M). 

Wenn  der  Coefficient  a  nicht  prim  zum  Modul  M  ist,  wenn 
diese  beiden  Zahlen  etwa  den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor 
(l  haben,  so  ist  die  Congruenz  (1)  nur  dann  lösbar,  wenn  auch 
b  den  Factor  d  enthält.  Ist  dies  der  Fall,  so  geht  die  Congruenz 
in  Folge  der  Division  durch  d  über  in 

(3).  ±^  +  A^0(«,rf.  ^), 

und  wir  gelangen  auf  diese  Weise  wieder  zu  dem  eben  erörter- 
ten Falle.  Bezeichnet  a;^  die  Wurzel  der  Congruenz  (3),  so  sind 
alle  Werthe  von  x,  die  ihr  genügen  können,  in  der  Formel 

enthalten,  und  man  sieht,  dass  die  vorgelegte  Congruenz  die  d 
Wurzeln  besitzt: 

,     M  \"2M  ,     (d-l)M 

^0 '  ^0  +  rf-.'  ^0  t  ^  '  •  •  •  '  •^^>  i ä —  ' 

welche  nach  dem  Modul  iüf  incongruent  sind. 
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289.     Wenn  der  Modul  M  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist, 
so  kann  die  Auflösung  der  Congruenz 
(1).  ax  -\-  h  =  0  {mod.  M),    ' 

in  welcher  a  als  prim  zu  M  vorausgesetzt  wird,  auf  die  Auf- 
lösung mehrerer  Congruenzen  zurückgeffdut  werden,  deren  jede 
sich  auf  einen  Factor  von  M  als  Modul  hezieht. 

Es  sei  zunächst 

M  =  M^  M^, 

wo  M^  und  M.^  ganze  Zahlen   bedeuten. 

Die  Wurzel  der  Congruenz  (1)  muss  offenbar  auch  der  Con- 
gruenz 

(2).  rta:  -{-  6  =  0  {mod.  M^) 

genügen.  Wird  die  Wurzel  der  letzteren  mit  a  bezeichnet,  so 
sind  die  Werthe  von  x,  welche  der  vorgelegten  Congruenz  genü- 
gen, von  der  Form 

a;  =  er  -f-  ilfi  iCj , 
wo    .T(    eine    unbestimmte    Grösse  ist.    Durch  Einsetzung   die.ses 
Werlhes  in  (1)  ergiebt  sich 

{aa  -{-  b)  -\-  M^ax^  ^  0  [mod.  M). 
Der    Voraussetzung    nach    ist    aa  -\-  b   durch   M^   theilbar ; 
setzt  man  * 

aa  -\-  b  j 

so  geht  die  letzte  Congruenz,  wenn  man  sie  durch  M^  dividirl, 
über  in 

aar,   -f~  ^1   ^  0  [mod.  M.^. 
liezeichnet  «,  die  Wurzel  dieser  neuen  Congruenz,  so  liefert  die 
Formel 

X  =  a  -]^  M^a^ 

die  Wurzel  der  vorgelegten  Congruenz  (l). 
Diese  Betrachtung  zeigt,  dass,  wenn 
M  =  Ml  M^  ...  Mk 
ist,  wo  M^,  M^,  .  .  .,  Mk  ganze.  Zahlen  bedeuten,  die  Auflösung 
der  Congruenz 

ax  -\-  b  ^  0  {mod.  M) 

zurückgeführt  werden  kann  auf  die  ariderer  Congruenzen  von  der 
Form  *.    ■ 
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ax.-\-  h       ^0  {mocl.  M^)  , 
ax  -\-  b^      ^  0  [mod.  M^  , 


ax  -\-  b/:—i  ^  0  {mod.  M/,)  . 
Iin  Besonderen  kann  man  für  die  Zahlen  M^,  M.^,  ...  die  Prim- 
factoren  nehmen,  deren  Produkt  der  Modul  ist. 
Beispiel.  —  Es  soll  die  Congruenz 

1237  X  —  4096  =  0  (morf.  675) 
aufgelöst    werden.      Der    Modul    675    ist    gleich    dem    Produkte 
27  X  25 ;  man  kann  daher  mit  der  Auflösung  der  Congruenz 

1237  a:  —  4096  =  0  [inod.  27) 
heginnen,   welche,   wenn   die   Coefficienten   durch   ihre   kleinsten 
Reste  ersetzt  werden,  in 

5  a;  —  8  =  0  (»lorf.  27), 
oder  auch  in 

8  4-  27  y 

übergeht.      Dem   Werthe  y  =  \   entspricht  x  =  1',   man   muss 
folglich 

X  =  1  -\-  27a:, 

machen.    Substituirt    man    diesen  Werth    in   die   vorgelegte  Con- 
gruenz, so  ergieht  sich 

1237  X  27  x^  +  4563  =  0  {mod.  27  X  25) , 
oder,  wenn  man  durch  27  dividirt, 

1237  o;,  +  169  =  0  {mod.  25). 
Ersetzt  man  hierin  die  Coefficienten   durch  ihre   kleinsten  Reste, 
so  folgt 

12  OTj  —6  =  0  {mod.  2-5). 

Da  6  prim  zum  Modul  ist,   so  darf  man  durch  6  dividiren,   und 
erhält  ,        - 

2  o;,  —  1  =  0  {mod.  25) , 
oder 

X,  =     ^--^  • 

Der  Werth  «/  =  1  liefert  .r,  =  13,  die  gesuchte  Wurzel  ist  daher 

.T  =  7  +  27  X  13  =  358. 
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290.  Auf  die  Aufgabe,  die  wir  soeben  gelöst  haben,  führt 
man  folgende  zurück:  Eine  Zahl  N  zu  bestimmen,  welche  in 
Beziehung  auf  gegebene  Moduln  M,  M^^,  M^,  ...  gegebene  Reste 
a,  aj ,  «2,  ...  hat. 

Die  gesuchte  Zahl  iV  muss  den  Congruenzen 

(1)..     iV  =  rt  [mod.  M)  ,  iV=  a^  {mod.  M^)  ,  N  ^  «2  (»»o*^-  -^2)  >  •  •  • 
genügen;  die  erste  derselben  liefert 

JV  =  a  +  ^^' 
und  damit   die   so  bestimmte   Zahl  N  auch   die   zweite  der  Con- 
gruenzen (1)  befriedige,  muss 

a  -\-  Mx  ^  a^  {mod.  M^)  oder  Mx  -\-  [a  —  a,)  ^  0  {mod.  Mi) 
sein.     Wenn  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  d  der  Zahlen 
M  und  M^  nicht  auch  in  a  —  «i  aufgeht,   so   ist  die   vorgelegte 
Aufgabe  unlösbar;  im  entgegengesetzten  Falle  lässt  sich  die  vor- 
hergehende Congruenz  in  folgender  Weise  schreiben 

—  a;+    -^=  0  {mod.    —). 

und  wenn  u  ihre  Wurzel  bezeichnet,  so  ist  diese  Congruenz  nur 
durch  die  in 

X  ==  a  -] T"  aJi 

enthaltenen  Werthe  von  x  zu  befriedigen ,   in   welcher  Formel  a:, 
eine  unbestimmte  Grösse  bedeutet.     Setzt  man 

a  -\-  Ma  =  ö<i)  , 
so  erhält  man  folgenden  Ausdruck  von  N: 

N  ==  ad)  H j^'   Xy. 

Soll  dieser  Werth   von  N  auch   der  dritten   der  Congruenzen  (1) 
genügen,  so  muss 

rt(i)  _[_   ^  a^i   =  «2   i^od.  M.^)  , 
oder 

^   x^  +  (a  W  —  «2)  =  0  {mod.  M^) 

sein.     Wenn  der  grösste   gemeinschaftliche  Divisor  rf,  der  Zahlen 

MM 

— r-^  und  M^  nicht  auch  in  «W  —  a^  aufgeht,  so  ist  die  vorher- 

a  ■^  - 

gehende  Congruenz   unmöglich;   im   entgegengesetzten  Falle  lässt 
sie  sich  auf  die  Form  , 

Serret,  Algebra.  II.  2 
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iMM, 


+ 


ft(i) 


0  (»..  a) 


bringen,  und  wenn  «j  ihre  Wurzel  ist,  so  muss  man 

wo  iTo'eine  unbestimmte  Grösse   bezeichnet.     Macht  man 


setzen , 
dann 


so  ist 


«(0  -I- 


MM, 


=    «(2) 


N  =    0^2)  ^ 


ddi 


In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren,  bis  alle  vorgelegten  Con- 
gruenzen  erschöpft  sind.  Gelangt  man  dabei  nie  zu  einer  unmög- 
lichen Congruenz,  so  ergiebt  sich  für  N  ein  Ausdruck  von  der 
Form 

]S  ==  A  -\-  liX, 
worin   X  eine   unbestimmte   Grösse  und  f*  das  kleinste  gemein- 
schaftliche Vielfache  der  Moduln  M,  M^,  M^,  ...  bezeichnet. 

291.  Der  Fall,  in  welchem  die  Auflösung  von  m  Congruen- 
zen  ersten  Grades  mit  m  Unbekannten  gefordert  wird,  lässt  sich 
mittels  der  vorhergehenden  Betrachtungen  behandeln.  Die  gege- 
benen Congruenzen,  deren  Lösungssysteme  bestimmt  werden  sol- 
len ,  seien  folgende: 


(!)• 


^+*i      y  +  ^i      z-\ |-^i      u-\-li       =0 


[mod.M). 


Die  Werthe  irgend  einer  der  Unbekannten  hängen  von  einer 
leicht  zu  bildenden  linearen  Congruenz  ab.  Die  Theorie  der 
Gleichungen  ersten  Grades  setzt  uns  nämlich  in  den  Stand,  m 
ganze  Zahlen  Ig,  i,^,  ....  'B,m-\  zu  ermitteln,  welche  sämmtlich 
prim  zum  Modul  sind  und  den  m — 1  Gleichungen 

^0  ^0  +  *1   ^I   +   •  •  •  +  bm-X  Im-X  =  0  , 
,2^  Co  ^0  -j-  C,   ^,   +  •  .  •   -f-  C„t-i  ^m^i  =  0  , 


genügen. 


Werden  nun  die  Congruenzen  (1)  beziehungsweise    mit 
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^0'  li '  •  •  • »  §"'-1  multiplicirt  und  sodann  addirt ,  so  ergiebt  sich 

ao;  +  /  =  0  [mod.  M)  , 
wo  der  Kürze  wegen 

«0  ^0  +  «1  ^1  +  •  •  •  +  «'«-1  ^»'^1  =  «  . 

^0  ^0  +  ^1  ^1  +  *  •  '  +  ^"«-1  ^»«-i  =  ^ 
gesetzt  ist. 

In  derselben  Weise  kann  man  hinsichtlich  der  Unbekannten 
y,  z,  ...  verfahren.  Man  erhält  dadurch  m  Congruenzen,  von 
denen  jede  nur  eine  Unbekannte  enthält,  und  welche  alle  Lösungen 
des  vorgelegten  Systems  zulassen.  Man  kann  aber  nicht  behaup- 
ten, dass  umgekehrt  auch  alle  Lösungen  des  neu  erhaltenen 
Systems  das  vorgelegte  System  befriedigten.  In  der  Praxis  ist 
es  im  Allgemeinen  einfacher,  die  Unbekannten  der  Reihe  nach 
zu  eUminiren  und  das  System  (1)  durch  ein  anderes  zu  ersetzen, 
in  welchem  jede  Congrnenz  eine  Unbekannte  weniger  als  die  vor- 
hergehende enthält. 

Beispiel.  —  Die  gegebenen  Congruenzen  seien 
r  3a:  +  5y  -f     z  =  4  ] 
(1).  J   2a;  -f  3y  4-  22=  7    i   {mod.  12). 

[öo:-!-      y  +  3z=6j 

(Dasselbe  Beispiel  hat   Gauss   in  den  Disquisitiones  37  gewählt). 
Nimmt  man  aus  der  ersten  Congrnenz  den  Werth  von  z  und  sub- 
slituirt  ihn  in  die  beiden  andern,  so  erhält  man  das  neue  System 
[2  =  4  —  3a;  — 5?/  1 

(2).  .  I        4  a:  -f  7  y  '=  1       i  [mod.  12). 

[        4a;-f2y  =  6      J 

Wird  jetzt  x  aus  den  beiden   letzten   Congruenzen   eliminirt,   so 
entsteht  das  dritte  System 

{2^4  — ^^  3  a:  —  5  ?/  | 
4.T  =  1  —  7  y  l  [mod.  12). 

by=     -5  ) 

Die   letzte   Congruenz  des   Systems  (3)   besitzt  nur  eine  Wurzel, 

nämlich  —  1  oder  11.   Dann  liefert  die  zvAeile  der  Congruenzen  (3) 

4  ar  =  8  [mod.  12),  . 

oder 

a:  ^  2  [mod.  3)  , 

2* 
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und  daraus  ergeben  sich  für  x  die  vier  Werthe 

cc  =  2,  5,  8,  11: 
Da  y  =  —  1  ist,   so  reducirt  sich  die  erste  der  Congruenzen  (3) 

auf 

z  =  9  —  3a;, 

und  diese  liefert  die  den  Werthen  von  x  entsprechenden  Werthe 

von  z,  nändich 

z  =  3,  G,  9,  0. 

Ueber  die  Anzahl  der  Wurzeln  der  Congruenz 

X-  —   1=0  {mod.  M). 

292.  Damit  das  Produkt  {x  -\-  i)  {x  —  1)  durch  M  theil- 
bar  sei,  ist  erforderhch  und  hinreichend,  dass  x  —  1  alle  die- 
jenigen Primfactoren  von  M  enthalte,  welche  nicht  in  ar -]-  1 
aufgehen.  Ausserdem  können  x  —  1  und  x  -{-  1  nur  die  Diviso- 
ren 1  und  2  gemeinschaftlich  haben,  da  ihre  Differenz  gleich  2 
ist.  Um  also  die  Congruenz 
(1).  a:2  —  1  =  0  [mod.  M) 

aufzulösen,  genügt  es,  auf  alle  möglichen  Arten 

M  =  AB 
zu  setzen,    wo  A  und  B  entweder  prim   zu  einander  sind,   oder 
als  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  2  haben,  und  sodann  die 
Werthe  von  x  zu  bestimmen ,  welche  gleichzeitig  den  beiden  Con- 
gruenzen 

(2).  a;  -f  1  =  0  {mod.  A]   ,  x  —  1  =  0^{mod.  B)  - 

genügen. 

Aus  der  ersten  dieser  Congruenzen  folgt 
(3).  X  =  —  1  -\-  At, 

wo  t  eine   unbestimmte   Grösse   bedeutet,   und  durch  Einsetzung 
dieses  Werthes   in  die  zweite  der  Congruenzen  (2)  ergiebt  sich 
(4).  At  —  1  =  0  [mod.  B). 

Da  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  von  A  und  B  der 
Voraussetzung  nach  1  oder 2  ist,  so  ist  die  Congruenz  (4)  immer 
möglich.  Sind  A  und  B  prim  zu  einander,  so  besitzt  dieselbe 
nur  eine  Wurzel,  und  die  Formel  (3)  liefert  für  x  gleichfalls  nur 
einen  Werth.     Haben  aber  A  und  B  den  Divisor  2  gemeinschaft- 
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lieh,  SO  lässt  sich  die  Congruenz  (4)  durch  2  dividiren  und  geht 
iibef  in 

(5).  ^  t-1  ^0  (mod.f). 

Die  Werlhe  von  /,  welche  dieser  Congruenz  genügen,  sind  durch 
die  Formel 

I     ß 

t  =  to  -\-  Y  ^ 

gegeben,    in    welcher    t^    eine    zwischen    0    und    ^   enthaltene 

bestimmte  Zahl  und  u  eine  neue  Veränderliche  bezeichnet.  Dann 
hat  die  Congruenz  (4)  die  beiden  Wurzeln 

^0  '  'o  "T  Y  » 
und  die  Formel  (3)  liefert  die  entsprechenden  Werthe  von  xr 

-l  +  ^/o  .  -l  +  ^^o  +  f  • 

Es  ist  jetzt  wichtig  zu  untersuchen,  ob  eine  der  Wurzeln 
der  vorgelegten  Congruenz  durch  zwei  verschiedene  Zerlegungen 
des  Moduls  M: 

M  =  AB  ,  M  =  A'B' 

erhalten  werden  kann.     Wir   bezeichnen  mit  -r  den  irreductibeln 

0 

Bruch,  welcher  den  beiden  Brüchen 

B'      '       B 

äciuivalent  ist;   dass  letztere   einander  gleich  sind,   geht  aus  der 
Annahme  AB  =  A'  B'  hervor.     Es  ist  dann 


:  folglich 


A  =  "ka     ,     A'  =^  (i  a  , 
B'=  kb     ,     B   =  fib, 

A'=  i  A,B'   =-  B, 


wo  l  und  ft  ganze  Zahlen  bedeuten.  Wenn  aber  die  betrachte- 
ten Zerlegungen  ein  und  dieselbe  Wurzel  x  der  Congruenz  (1) 
liefern,  so  gehen  die  Zahlen  A  und  B'  oder  A'  und  B  bezie- 
hungsweise in  ic  +  1  und  x  —  1  auf;  sie  haben  daher  als  gröss- 
ten  gemeinschaftlichen  Divisor  1  oder  2,  d.  h.  jede  der  Zahlen 
X  und  (i  ist  gleich  1  oder  2.  Daraus  geht  hervor,  dass  die  Zer- 
legungen 
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M  =  j  A  X  2B  ,    M  =  2,A  X  ~  B 

die  einzigen  sind,  welche  eine  duixh  die  Zerlegung  M  =^  AB 
bereits  gelieferte  Wurzel  x  geben  können. 

Dies  vorausgesetzt,  ist  es  leicht,  die  Anzahl  iV  der  verschie- 
denen Wurzeln  der  Congruenz  (1)  zu  bestimmen. 

Wir  setzen  den  Modul  M  zunächst  als  ungerade  voraus  und 
bezeichnen  die  Anzahl  seiner  ungeraden  Primfactoren  mit  n.  In 
diesem  Falle  liefern  die  Zerlegungen  M  =  AB  nothwendig  ver- 
schiedene Wurzeln,  und  es  handelt  sich  also  nur  darum,  die 
Anzahl  dieser  Zerlegung  zu  ermitteln.  Was  nun  die  Bildung  von 
A  betrifft,  so  kann  man  erstens  A=l  annehmen;  ferner  kann 
man  A  aus  einem  einzigen  der  ti  Primfactoren  von  M  bestehen 
lassen    und    erhält    dadurch    n  verschiedene   Zerlegungen;    weiter 

erhält  man  "  "~  Zerlegungen ,  w enn  man  A  aus  zwei  Prim- 
factoren von  M  zusammensetzt,  u.  s.  w.     Danach  ist 

oder 

iV  =  2'*. 
Zweitens  nehmen   wir   an,    der   Modul  M  sei   das  Doppelte 
einer  ungeraden   Zahl,    welche  wieder  aus  n   ungleichen   Prim- 
factoren bestehen  möge.     Wir  betrachten  die  Zerlegung 

M  =  AB, 
in  welcher  A  gerade,   B  ungerade  ist.     Von   allen  übrigen  Zer- 
legungen ist 

M  =  ^  A  X  2B 

die  einzige,  welche  dieselbe  Wurzel  wie  die  erstgenannte  liefern 
könnte,  und  wir  behaupten,  dass  sie  sie  wirklich  liefert.  Die 
Wurzel,  welche  der  ersten  Zerlegung  entspricht,  ist  nämlich 
durch  die  Formeln 

X  =  —  1  -\-  Ai  ,  At  —  2^0  {mod.  B) 

bestimmt.  Da  nun  A  gerade,  B^  ungerade  ist,  so  kann  man 
schreiben 

X  =  —  1  +y.2i,y.2^  —  2  =  0  {mod,^B), 

und    der    hierdurch    bestimmte  Werth    von  x  entspricht  äugen- 


Congruenzen.  23 

scheinlich  auch  der  zweiten  Zerlegung.  Daraus  folgt,  das*  N  die 
Anzahl  der  Zerlegungen  von  -  in  zwei  Factoren  ist,  welche  prim 
zu  einander  sind,  und  man  hat,  wie  im  ersten  Falle, 

N  =  2". 

Endlich  setzen  wir  voraus,   31  sei   durch   die  Potenz  2^  von 

2  theilbar,  deren  Exponent  ^  >  1  ist.  Die  Anzahl  der  ungleichen 

M  * 

(ungeraden)  Primfactoren  von  —   bezeichnen    wir   wieder   mit  «. 

In  diesem  Falle  kann  man  jede  Zerlegung 

M=  AB 
hei  Seite  lassen,  in  welcher  eine  der  Zahlen  A  und  B  ungerade 
ist.     Wäre  nämlich   A  gerade,    B  ungerade,   so   würde  das  im 
vorigen  Falle  angewandte  Schlussverfahren  zeigen,  dass  die  Wur- 
zel,  welche  der  Zerlegung  AB  entspricht,   auch   durch   die  Zer- 

A 
legung  —  X  2B  gegeben  wird.     Eine  Zerlegung  von  M  in  zwei 

gerade  Factoren  liefert  zvsei  Wurzeln  x,  welche  nothwendig  von 
den  durch  eine  andere  Zerlegung  dieser  Art  erhaltenen  verschie- 
den sind;  denn  in  jeder  Zerlegung  müssen  die  Factoren  als 
grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  2  enthalten.  Um  also  alle 
brauchbaren  Zerlegungen  von  M  zu  erhalten ,  hat  man  diejenigen 

M  1 

von  r^  zu   bilden   und   2   in   den   ersten,   2^       in  den  zweiten, 

sodann  umgekehrt  2^~^  in  den  ersten,   2  iu  den  zweiten  Factor 

einzuführen.     Wenn   ^  ==  2  ist,    so  gehen   diese   beiden   letzten 

Operationen  offenbar  in  einander  ein. 

Aus  der  vorstehenden  Betrachtung  ergiebt  sich  Folgendes: 
Ist  p  ==  2,  d.  h.  M  durch  4,   aber  nicht  durch  8  theilbar, 

so  hat  man 

N  =  2"+\ 

Ist  9  >  2,  d.  h.  iüf  durch  8  theilbar,  so  hat  man 

Dieser  Scbluss  bleibt  auch  richtig,  wenn  M  =  2^  ist;  in  diesem 

M 
Falle   lässt   —  nur  die  Zerlegung  1  X  1  zu. 

"Ulan  beachte,  dass  je  zwei  Wurzeln  der  Congruenz  (1)  con- 
jugirt,  d.  h.  gleich,  aber  mit  entgegengesetzten  Zeichen  behaf- 
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tet  sind.     Es  liegt  auf  der  Hand,    dass   zwei  conjugirte  Wurzeln 
durch  zwei  Zerlegungen  wie  AB  ,  BA  entstehen. 
Zusatz.  —  Die  Congruenz 

a:2  —   1  =  0  [mod.  M) 

besitzt  nur  ein  Paar  conjugirter  Wurzeln  in  einem  der 
drei  folgenden  Fälle:  1^  wenn  M  eine  Potenz  einer 
ungeraden  P-rimzahl  ist;  2^^  wenn  iü/ das  Doppelte  einer 
solchen  Potenz  ist;  3°  wenn  M  gleich  4  ist.  In  jedem 
andern  Falle  hat  die  Congruenz  eine  gerade  Anzahl 
Paare  conjugirter  Wurzeln. 

Dieser  Zusatz  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  den  Formeln, 
durch  welche  wir  die  Zahl  N  in  den  oben  untersuchten  verschie- 
denen Fällen  ausgedrückt  haben. 

Beispiel.  —  Für  M 
gungen,  nämlich 

A  =     2 
B  =  12 
Die  Congruenz 

a;2  —  1 
hat  daher  acht  Wurzeln: 

Die  Zerlegung     2  X  12  liefert  die  Wurzeln     1.,  13, 

^      Die  Zerlegung  12  X     2       „       „  „        23,  11, 

Die  Zerlegung     4x6       „       „  „  7,  19, 

Die  Zerlegung     6x4       „       „  ,;        17,     5. 

Der  Format' sehe  Satz. 

293.  Der  Ferra at 'sehe  Satz  ist  einer  der  wichtigsten 
Sätze  der  Theorie,  mit  der  wir  uns  jetzt  beschäftigen,  und  wir 
halten  es  für  nützlich,  die  verschiedenen  dafür  gegebenen  Beweise 
hier  mitzutheilen.     Der  Satz  ist  folgender: 

Lehrsatz. —  Wenn  die  ganze  Zahl  a  durch  die  Prim- 
zahl p  nicht  theilbar  ist,  so  ist  die  Differenz  aP-^  —  1 
durch  p  theilbar,  d.  h.  man  hat 

aP~^  ^  1   {mod.  p). 
Erster  Beweis.  —  Da  «  und  p  der  Voraussetzung  nach  prim  zu 
einander  sind,  so  liefern  die  Zahlen 


# 
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giebt   es 

>  vier 

brauchbare  Zerle 

» 

12 

,  4  , 

6, 

' 

2 

,  6  , 

4. 

= 

0 

{mod. 

24) 
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(1).  «,  2rt  ,  3«  ,...,(/>  —  1)  a 

nach  INo.  283,   wenn  man  sie  durch  p  divulirl,   in   irgend  einer 

Reihenfolge  beziehungsweise  die  Reste 

(2).  1..2,3,...  ,  (p-1). 

Das  Produkt  der  Zahlen  (1)  muss  daher  nach  dem  Modul  p  dem 

Produkte  der  Zahlen  (2)  congruent  sein,  d.  h.  es  ist 

1.2.3   ...   (p  —  1)   {aP-'^  -  1)   EEE  0  {mod.  p). 
Man  kann  diese  Congruenz  durch  das  Produkt  1  .  2  .  3  ...(/>  —  1), 
welches  prim  zum  Modul  ist,  dividiren,  und  erhält 
aP-^—  1  lEE  0  [mod.  p). 
Zweiter  Beweis.  —  Erhebt  man  das  Binom 
(«-1)  +  !, 
welches  den  Werth  a  hat,  auf  die  p^^  Potenz,  so  erhält  man 
aP  =  {a  -  1)P  +  |-  («  —  1)^-1  -I 

-    +  ^^4^  2^---  (« -  ^y-' + •  •  •  +  1- 

Im  zweiten  Gliede  dieser  Formel  sind  alle  Terme,  mit  Ausnahme 

des  ersten  und   des  letzten,    durch  p  theilbar;   denn   der  Coef- 

ficient 

p(p-i)  .,,{p-k-\-\y 

1.2...& 
ist  eine  ganze  Zahl,   und   diese  ganze  Zahl   enthält  augenschein- 
lich den  Factor  p,  wenn  k  <i  p  ist.     Man  hat  daher 

aP  =  {a  —  1)P  +  1  {mod.  p) ,    ' 
oder,  wenn  beiderseits  a  subtrahirt  wird, 

aP  —  a  =  [a  —  1)p  —  [a  —  1)   [mod.  p). 
Diese  Formel  zeigt,   dass  die  Differenz  «p  —  a   sich  nur  um  ein 
Vielfaches  von  p  ändert,    wenn  man   a   um   eine  Einheit  verrin- 
gert.   Dasselbe   muss  daher    der  Fall   sein,    wenn   2,   3,  ...,  « 
Einheiten  von  a  subtrahirt  werden;  es  ist  folglich 

aP  —  a  ^  0  [mod.  p). 
Diese  Congruenz  darf  durch  a  dividirt  werden,   da  a  prim  zum 
Modul  p  ist,  und  es  ergiebt  sich 

aP-^  —1  =  0  [mod.  p). 

Dritter  Beweis.  —  Bedeuten  w  und  v  irgend  welche  ganze 
Zahlen,   so  hat  man 
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[U  -f-  V)P  =  M?  -f  ^    UP-^  V  -\-  '   •   ■ 

+ ^'''~'i:2:."r'"^"  "^-''''  +  •••  +  •"■• 

Da  nun  im  zweiten  Gliede  dieser  Formel,  wie  wir  uns  soeben 
überzeugt  haben,  alle  Terme,  mit  Ausnahme  des  ersten  und  des 
letzten,  durch  p  theilbar  sind,  so  ist 

(u  -\-  v)P  E^  uP  -\-  vP  {mod.  p). 
Es  seien  jetzt  ccy  ,  u^  ,  . .  .  ,  Ua  ganze  Zahlen.     Nach    der   vor- 
hergehenden Formel  ist 

K  +  «2  H h  ^aY'  -  «/  +  («2  H h  ««)''    I 

K  +  «3  H h  ^a)P  -    «2''  +  («3  H 1-  ««)'' 


/no(/.  p)  , 


und  durch  Addition  ergiebt  sich  hieraus 

(0;,  -f  «2  '+  •  •  •  +  aa}P  EEE  a,P  -j-  «/  +  •••  +  a«P  (??JOrf.  p). 

In  dieser  Formel  lassen  wir  jede  der  Zahlen  a, ,  «2»  •••»««  sich 
auf  die  Einheit  reduciren  und  erhalten 

/  aP  ^  a  [mod.  p)  , 
oder,  wenn  durch  a  dividirt  wird, 

aP~^  ^  1   {mod.  p). 

Der  Wilson' sehe  Satz. 

294.  Lehrsatz.  —  Wenn  p  eine  Primzahl  bezeich- 
net, soistdie  Summe  1.2.3...  {p — 1)  -\-  1  durch  ;?theil- 
bar,  d.  h.  man  hat 

1  .  2  .  3  . .  .  (p  —  1)  =  —  1  {mod.  p). 

Erster  Beweis.  — '  Es  sei  a  eine  beliebige  Zahl  der  Reihe 
(1).  l,2,3,...,(p— 1). 

Bilden  wir  dann  die  Produkte 
(2).  a  ,  2«  ,  3a  ,...(/)  —  1)  a, 

so  ist  in  der  Reihe  (2)  stets  ein,  aber  auch  nur  ein  Terni  vor- 
handen, welcher  der  Einheit  congruent  ist;  dieser  Term  möge 
a  a  sein ,  so  dass 

cta  "EE  \  {mod.  p).  ^ 


m 
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Die  Zahlen  a  und  «  sind  ungleicli,  wofern  nicht  a  gleich  1  oder 
gleich  p  —  1  ist.     Hat  man  nämlich  a  =  a,  so  ist 

.   «2  —  1    =    («  +   1)    {«   —    1) 

durch  p  theilbar,  und  da  p  eine  Primzahl  ist,  so  muss  entweder 
a  —  1  oder  a  -\-  1  p  ^h  Factor  enthalten.     Nun  ist  aber 

a  <C  Pi  folglich  ö  =  1  oder  a  =  p  —  1. 
Danach  können  die  Zahlen 

2,3,4,...,  (p  ^  2) 
in  Gruppen   von  je  zweien   in  der  Weise   vertheilt  werden,   dass 
das  Produkt  der  Zahlen  jed^r  Gruppe  nach  dem  Modul  p  der  Ein- 
heit congruent  ist. 

Durch  Multiplication  aller  auf  diese  Weise  erhaltenen  Con- 
gruenzen ergiebt  sich 

2.3.4...  (p  — 2)  =  1  {mod.p). 

Wird  diese  Congruenz  mit  p  —  1  multiplicirt,  so  folgt 

1.2.3.4...  {p  —  l)^p~l  [mod.  p) , 
oder 

1.2.3.4...(p—  1)  +  1=0  {mod.  p) ,   w.  z.  b.  w. 

Dieser  Satz  ist  besonders  deshalb  bemerkenswerth,  weil  er 
eine  Eigenschaft  ausdrückt,  welche  nur  die  Primzahlen  besitzen. 
Denn  wenn  p  eine  zusammengesetzte  Zahl  und  &  einer  der  Divi- 
soren von  p  ist,  so  geht  '9^  in  das  Produkt  1  .  2  .  3  .  .  .  (p —  1) 
auf:  folglich  kann  die  Summe  1.2.3...  {p  —  1)  +  1  nicht 
durch  -O-,  also  auch  nicht  durch  p  theilbar  sein. 

Zusatz.  —  Jede  Primzahl  p  von  der  Form  4  n  -}-  1 
ist  die  Summe  zweier  Quadrate. 

Nach  dem  vorhergehenden  Satze  geht  p  in  die  Summe 

(1.2.3  ...  2n)  [(2n  +  1)  ...  4«]  +  1 
auf.   Nun  sind  aber  die  Zahlen 

2n  +  1  ,  2w  4-  2  ,  ...  ,  4.fi 
nach  dem  Modul  p  beziehungsweise  den  Zahlen 

—  2n  ,  —  (2w— 1)  ,  ...  ,  —  1 
congruent;  folglich  ist  das  Produkt  dereinen  congruent  dem  Pro- 
(hikte  der  andern.     Da   ausserdem   die  Anzahl   der  Factoren  ge- 
rade ist,  so  kann  man  ihre  Zeichen  ändern  und  erhält 
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(1.2.3  ...  2wP+  1  =  0  (morf.^ij); 

p  geht  danach  in  die  Summe  zweier  Quadrate  auf;  mithin  ist(No.  15) 
p  selbst  die  Summe  zweier  Quadrate. 

Anmerkung.  Es  giebt  keine  Zahl  von  der  Form  4  n^  3 , 
welche  die  Summe  zweier  Quadrate  wäre.  Jedes  gerade  Quadrat 
ist  nämlich  von  der  Form  4w,  jedes  ungerade  von  der  Form 
4n  -f-  1;  folglich  hat  die  Summe  zweier  Quadrate,  welche  prim 
zu  einander  sind,  stets  eine  der  beiden  Formen  4  n -|- 1  und 
4n  +  2. 

Zweiter  Beweis.  —  Man  kann  den  Wilson 'sehen  Satz  auch 
mittels  der  iri  No.  152  hergeleiteten  Formel 

.n                           n                ,    n  {n  —  1)       •  i      /       -<  \" 

^     Wo  =  Un  —  Y  ««-1  H j— g—  ««-2  —    •  •  •   -|-    (—  1)     Wo 

beweisen,  welche  die  n^^  Differenz  des  Terms  Wq  der  Reihe 

W(j    ,    Wj    ,    W2    ,    W3    ,    ... 

ausdrückt.     Wird  allgemein 

vorausgesetzt,  so  hat  man 

J^Uf,  =  1.2.3  ...  n, 
und  unsere  allgemeine  Formel  geht  über  in 

1.2.3  ...n  =  [x-^nY  —  y  (a;  +  n  —  1)" 

+      n  [n — 1)   /        ,               c\\>i  I      /  i\n      n 

1.2      (^  +  ^-2)    = h  (—  1)    '-«^  . 

Ist  jetzt  X  =  1  und  n  =  p  —  1,   wo  />  eine  Primzahl  bedeutet, 
so  ergiebt  sich 

1.2.3...(p-l)  =  p»-'-?^  (p-l)""' 

+  »-';<j'-^'  (p-2)'-'  — 

Ausserdem  hat  man 
folglich 


Äl. 
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1.2.3 ...  (p-1)  + 1  =  /-^  -  ^  [ip-ir'-i] 

Im  zweiten  Gliede  dieser  Formel  ist  der  erste  Term  eine  Potenz 
von  p,  und  alle  folgenden  Terme  sind  nach  dem  Fermat'schen 
Satze  durch  p  theilbar;  es  ist  daher 

1.2.3  ...  (p  — 1)  +  1  =  0  {mod.  p)  . 
[Anmerk.  d.  U.)  —    Einen  sehr  schönen   auf  ganz  anderen 
Betrachtungen  beruhenden  Beweis  des  Wilson 'sehen  Satzes  giebt 
Stern  in  seiner  „Algebr.  Analysis",  Note  VII. 

Der  verallgemeirierte  rermat'sehe  Satz. 

295.  Der  Fermat'sche  Salz  lässt  sich  auf  zusammengesetzte 
Moduln  ausdehnen;  in  der  That  ist  er  nur  ein  specieller  Fall  des 
folgenden  Satzes: 

Lehrsatz.  —  Wenn  aund.¥ relative  Primzahlen  sind, 
und  (p  [M]  ausdrückt,  wie  viele  Zahlen  prim  zu  M  und 
nicht  grösser  als  M  sind,  so  ist  die  Differenz 

durch  M  theilbar,  d.  h.  man  hat 

Der  erste  der  in  No.  293  gegebenen  Beweise  lässt  sich  mit 
geringen  Modificationen  auf  den  vorliegenden  Fall  anwenden.  Es 
seien 

(1).  a  ,  ß  ,  y  ,  d  ,   ...  ,  (o 

die  <p  {M)  Zahlen,  welche  prim  zu  M  und  nicht  grösser  als  M  sind. 
Werden  dieselben  mit  der  Zahl  a,   welche  gleichfalls  prim  zu  M 
ist,  nmltiplicirt,  so  erhält  man  die  neue  Beihe 
(2).  aa  ,  aß  ,  ay  ,   ad  ,   ...  ,  aa  . 

Betrachten  wir  irgend  einen  Term  der  Reihe  (2),  z.  ,B.  aa,  so 
ist  der  Voraussetzung  nach  M  prim  zu  a  und  grösser  als  a ;  folg- 
lich kann  kein  Term  der  Beihe  (2)  durch  M  theilbar  sein.  Aus 
demselben  Grunde  kann  M  auch  nicht  in  die  Differenz  a{ß  —  a) 
zweier  Terme  der  Beihe  (2)  aufgehen.     Bildet  man  daher  in.Be- 

-4; 
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Ziehung  auf  if/  die  kleinsten  Reste  der  Zahlen  (2),  so  erhält  man 
9)(il/)  verschiedene  Resultate.  Ausserdem  sind  die  Zahlen  (2),  also 
auch  ihre  Reste  prim  zu  M.  Diese  Reste  stimmen  daher,  ab- 
gesehen von  der  Reihenfolge,  mit  den  Zahlen  (1)  völlig  überein, 
und  da  somit  die  Zahlen  (1)  beziehungsweise  den  Zahlen  (2)  con- 
gruent  sind,  so  ist  das  Produkt  der  einen  dem  Produkte  der 
andern  congruent,  d.  h.  man  hat 

aßy  ...(o   [af^^^  -  l]  =  0  (mod.  M)  , 
oder,  wenn  man  durch  das  Produkt  a  ßy  ...co,  welches  prim  zum 
Modul  ist,  dividirt, 

.  «y(^)  _  1  ^  0  {mod.  M)  . 

Der  verallgemeinerte  Wilson' sehe  Satz. 

296..  Auch  der  Wilson 'sehe  Satz  lässt  sich  verallgemeinern, 
und  zwar  folgendermassen : 

Lehrsatz.  —  Bezeichnet  P  das  Produkt  der  (p  [M) 
Zahlen,  welche  prim  zu  i>/und  nicht  grösser  als  i!/ sind, 
so  hat  man 

P  —  +  1  [mod.  M)  . 
Es  ist  nämlich 

P  -^  —  1   [mod.  M)  , 

wenn  il/ gleich  einer  Potenz  einer  ungeraden  Primzalil, 
oder  gleich  dem  Doppelten  einer  solchen  Potenz,  oder 
gleich  4  ist;  in  allen  übrigen  Fällen  hat  man 

i>  =  +   1  {mod.  M)  . 
Es  seien  wieder 

(1).  a  ,  ß  ,  y  ,  ...  ,  (o 

die  Zahlen,  welche  prim  zu  M  und  nicht  grösser  als  M  sind. 
Bezeichnet  a  eine  derselben,  so  haben  die  Produkte 

(2).  acc  ,  aß  ,  ay  ,   ...  ,  aco  , 

wie  wir  oben  sahen,  in  Beziehung  auf  den  Modul  i>/ verschiedene 
kleinste  Reste.  Einer  dieser  Reste  muss  daher  gleich  1,  ein  an- 
derer gleich  M — 1  sein.  Wir  nehmen  an,  o«  liefere  den  Rest  1; 
wenn  a  und  a  ungleich  sind,  so  wollen  wir  sie  zusammen- 
gehörige Zahlen  der  ersten  Art  nennen.  Ist  a  =  ä,  so 
liefert  das  Produkt  a(M  —  a)  den  Rest  — 1  oder  i»/ — 1,  daaXa 
den  Rest  1  liefert;  wir  wollen  dann  a  und  M — a  zusammen - 
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gehörige  Zahlen  zweiter  Art  nennen.    Aus  dieser  Definition 
folgt,    dass  zwei  zusammengehörige  Zahlen  zweiter  Art  ein  Paar 
conjugirte  Wurzeln  der  Congruenz 
(3).  a;2  —  1  =  0  [mod.  M) 

ausmachen.  Nun  ist  klar,  dass  das  Produkt  aller  derjenigen  Zahlen 
der  Reihe  (1),  welche  die  Paare  der  zusammengehörigen  Zahlen 
erster  Art  bilden,  nach  dem  Modul  M  der  Einheit  congruent  ist. 
Dagegen  ist  das  Produkt  der  Zahlen,  von  denen  'je  zwei  Zusam- 
mengehörige zweiter  Art  sind,  ( — 1)^  congruent,  wo/*  ausdrückt, 
wie  viele  Paare  conjugirter  Wurzeln  die  Congruenz  (3J  besitzt. 
Man  hat  daher 

P  =  (—  If  {mod.  M)  . 
Ist  jetzt  M^p*,   oder  M=  2p^,  oder  .¥=4,  wo  p   eine  un- 
gerade Primzahl  bezeichnet,  so  ist  |ii  =  1;  in  allen  übrigen  Fällen 
ist  fi  eine  gerade  Zahl  (No.  292).     Man  hat  daher 

P  =  —  1  [mod.  M) 
in  den  drei  Fällen  M  ==  p^ ,  =2p^,  =4,  und 

P  =  -\-  1  [mod.  M)  , 
wenn  der  Modul  M  keine  dieser  drei  Formen  hat. 

Anmerkung.  —  Um  die  mit  einer  Zahl  a  zusammengehörige 
Zahl  zu  bestimmen,  genügt  es,  die  Wurzel  der  Congruenz 

ax  —  1^0  [mod.  M) 
zu  suchen,  oder  die  unbestimmte  Gleichung 

ax  -^  My  ==  1 
in  ganzen  Zahlen  aufzulösen. 

Man  kann  sich   auch  des  verallgemeinerten   Fermat'schen 
Satzes  bedienen.     Da  nämlich 

af^"^  =  1   [mod.  M) 
ist,  so  ist  die  gesuchte  Zahl  offenbar  der  Rest  der  Potenz 

Congruenzen,  deren  Modul  eine  Primzahl  ist. 
297.     Eine  Congruenz 

A^^  X'"  +  A^  X"'-'  -\ f-  A,„^i  X  +  A„,  =  0  {mod.  p)  , 

deren  Modul  p  als  Primzahl  vorausgesetzt  wird,  und  deren  Coef- 
ficienten  Ar,,  A,,  ...  zwischen  0  und  p  oder  zwischen  —  —  und 
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-\-^  liegende  ganze  Zahlen  sind,  kann  immer  durch  eine  andere 

ersetzt  werden,  in  welcher  der  erste  Terni  den  Coefficienten  Eins 
hat.  Es  sei  nämlich  A'  die  mit  J^  zusammengehörige  Zahl,  d.  h. 
eine  solche  Zahl,  dass  man 

Aq  A'  ^^  1   [mod.  p) 
hat;   ferner  mögen 

1    '        2    >    •  •  •    '        "' 

die  Reste  der  Produkte 

A   A^    ,    A   A<^  •,    ...    ,    A   Afn 

bezeichnen,  Multiplicirt  man  alle  Terme  der  vorgelegten  Con- 
gruenz,  mit  Ausnahme  des  ersten,  mit  A^^A' ,  so  nimmt  dieselbe 
die  Form  an : 

A^  [x""  +  Pi  x''^-^  +  P^  a:'«-2-| [-  P„,_i  x  +  P,„)  =  0  {mod.  p) , 

und  wenn  jetzt  durch  die  Zahl  ^y,  welche  prim  zum  Mpdul  ist, 
dividirt  wird,  so  ergiebt  sich 

Sc^n  _|_   p^  ^m-\   _^  p^  ^m-2  _|_ 1_    p^^^_^  iC  +  P„,  =  0    [mod.  p)  . 

298.  Die  Congruenzen,  deren  Modul  eine  Primzahl  ist,  be- 
sitzen eine  äusserst  wichtige  Eigenschaft,  welche  der  folgende  Satz 
ausdrückt: 

Lehrsatz.  —  Eine  nicht  identische  Congruenz,  deren 
Modul  eine  Primzahl  ist,  kann  nicht  mehr  Wurzeln 
haben,  als  ihr  Grad  Einheiten  enthält. 

Es  sei 
(1).  f[x)  ~  Ö  [mod.  p) 

eine  Congruenz  m'^"  Grades,  der  Modul  p  eine  Primzahl.  f[x) 
bezeichnet  der  Kürze  wegen  das  Polynom 

f{x)  =  A^  X"*  +  Ai  x'"-^  H h  A^-i  x-\-  A„,, 

dessen  Coefficienten  ganze  Zahlen  sind ,  die  zwischen  0  und  p  oder 
zwischen  —  -3-  und  -\-  ^  liegen. 

Wir  stellen  jetzt  durch  a^,  a^,  ...,  a^  irgendwelche  ganze 
Zahlen  dar  und  setzen,  wie  in  No.  45, 

/"i  [x)  =  (x  —  a^)  U{x)  +   ^2  .. 
(2).  {      f^{a:)  ==  [x-a,]  f,{x)  +  R,  , 


fm-i[x)    =    [X a,„}  f,n{x)    +   ^R,n  , 


# 
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wo  i?, ,  i?2>  •••'  ^m  von  X  unabhängige  Grössen  sind.  Darauf  ad- 
(liren  wir  alle  diese  Identitäten,  nachdem  wir  si6  beziehungsweise 
mit  den  m  Factoren 

1  ,  X — a^  ,  [x  —  a^)  [x — Oo)  »  •••  '  (^  — «i)  •••  (^ — «««-i) 
multipHcirt  haben ,  und  erhalten ,  wenn  /"„,  [x]  durch  seinen  Werth 
Aq  ersetzt  wird, 

{f[x)  =  A^  [x—a^)  {x—a^  ...  {x  —  a„,) 
+  Rm[x  —  a^)  [x — «2)  •••  [oc—fi„t^x)  +  ••• 
-\-  i?3  [x — a,)  [x  —  ö,)  +  R2  [x — a,)  -f-  Ä,  . 

Besitzt  nun  die  vorgelegte  Congruenz  eine  Wurzel,  die  etwa  gleich 
a,  sei,  so  hat  man 

iJ,  =  0  {mod.  p)  , 

und  die  Congruenz  (1)  lässt  sich  den  Identitäten  (2)  zufolge  auf 
die  Form  bringen: 

[x — öj)  f^  [x]  ^  0  {mod.  p)  . 
Da  der  Modul  p  eine  Primzahl  ist,  so  kann  das  Produkt  {x — «J/j  (x) 
nach  diesem  Modul  nur  dann  congruent  Null  sein,  wenn  einer 
seiner  Factoren  durch  p  theilbar  ist.  Hat  also  die  vorhergehende 
Congruenz  Wurzeln,  die  von  a^  verschieden  sind,  so  müssen  die- 
selben der  Congruenz 
(4).  /■,  {x)  =  0  [mod.  p) 

angehören.  Besitzt  die  Congruenz  (4)  keine  einzige  Wurzel,  so 
hat  die  vorgelegte  Congruenz  nur  die  Wurzel  «,.  Im  entgegen- 
gesetzten Falle  sei  «,  einer  der  Werthe  von  x,  welche  der  Con- 
gruenz (4)  genügen;  dann  ist 

i?2  ^  0  {mod.  p)  , 
und  die  Congruenz  (4)  nimmt  der^Identitäten  (2)  wegen  die  Form  an : 

{x — «2)  f-zi^)  ^  0  {mod.  p)  . 
Das  eben  angewandte  Schlussverfahren  lehrt  weiter,   dass,  wenn 
diese  Congruenz    von  02  verschiedene  Wurzeln  besitzt,  dieselben 
der  Congruenz 

/l^  {x)  ^  0  {mQd.  p) 
angehören. 

Allgemein  ergiebt  sich  Folgendes: 
Hat  jede  der  Congruenzen 

f{x)  =  0  ,  f^{x)  =  0  .  ...  ,  fm-f,-i {x)  EE  0  {mod.  p) 
eine  Wurzel,  die  Congruenz 

Serret,  Alg-ebra.  U.  3 
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f,n-u{^)  ^  0  [mod.  p) 
aber  nicht,    so   besitzt  die  vorgelegte  Cong'ruenz  m  —  ^  Wurzeln. 
Nehmen  wir  an,  es  seien  ö^,  a.^,  ...,  a„j_^  diese  Wurzeln,  so  ist 

/?!  ^  0     ,     i?2  ^  0     ,     ...     ,     Rm~(i  ^  0  [mod.  p)  , 
und  die  Formel  (3)  liefert 

(5).     f[x)  ^  [x  —  öj)  [x — öo)  •••  {^  —  ^m-n)  F [x]  [mod.  p)  ; 
darin   bezeichnet  F [x]   eine   ganze  Function  ft*'^"  Grades,   die  so 
beschaffen  ist,  dass  die  Congruenz 

F  [x)  ^  0  [mod.  p) 
keine  Wurzel  besitzt. 

Wenn  die  Zahl  ^  gleich  Null  ist ,  so  reducirt  sich  die  Func- 
tion F  [x)  auf  die  Constante  A^,  und  die  Formel  (3)  liefert 
(6).  f[x)  ^  A(^  [x — öj)  [x  —  Oj)  ...  [x — a„)  [mod.  p)  . 

Daraus  folgt,  dass  die  vorgelegte  Congruenz  nur  die  m  Zahlen  «,, 
«.,,  ...,  Um  zu  Wurzeln  haben  kann. 

Zusatz.  —  Wenn  die  Congruenz  m**'"  Grades     " 
f[x)  ^  0  [mod.  p) 
durch  mehr  als  m  Werthe  von  .t  befriedigt  wird,  so  ist 
sie  nothwendig  identisch. 

299.  Wir  wollen  jetzt  eine  sehr  wichtige  Folgerung  aus  dem 
eben  hergeleiteten  Satze  ziehen. 

Lehrsatz.  —  Wenn  f[x)  und  F  [x)  ganze  Functionen 
bezeichnen,  deren  Coefficienten  ganze  Zahlen  und 
deren  Grade  kleiner  als  die  Primzahl />  sind,  und  wenn 
ferner  f[x)  in  die  Function  xP—^  —  1 -{- p  F [x)  aufgeht, 
so  besitzt  die  Congruenz 

f[x)  ^  0  [mod.  p) 
genau  so  viele  Wurzeln,  als  ihr  Grad  Einheiten  enthält. 

Nach  dem  Fermat 'sehen  Satze  hat  nämlich  die  Congruenz 
(1).  xP~^  —   1=0  [mod.  p) 

die  p  —  1  Wurzeln 

1.2,3,...,  [p-\). 
Wenn  ausserdem 

(2).  xP-^  —  l+pF[x)=f[x)f,  [x).-       . 

ist,   wo  f[x)   und  f^[x)  Polynome   mit  ganzen  Coeflicienten   be- 
zeichnen, so  lässt  sich  die  Congruenz  (1)  auf  die  Forai 
f  [x)  /",  [x)  ^  0  [mod.  p) 
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bringen,  und  jede  ihrer  Wurzel  gehört  einer  der  beiden  Con- 
gruenzen: 

(3).  /•(^)  =  0     ,     f^{x)  =  [mod.p) 

an.  Hätte  jetzt  eine  der  Congruenzen  (3)  weniger  Wurzeln,  als  ihr 
Grad  Einheiten  enthält,  so  müsste  die  andere  mehr  Wurzeln  be- 
sitzen, als  in  ihrem  Grade  Einheiten  enthalten  sind.  Das  ist  aber 
unmöglich,  der  vorliegende  Satz  also  bewiesen. 

300.  Der  vorhergehende  Satz  setzt  uns  in  den  Stand,  die 
Anzahl  der  Wurzeln  einer  Congruenz,  deren  Modul  eine  Primzahl 
ist,  durch  ein  sehr  einfaches  Verfahren  zu  bestimmen.  Ehe  wir 
dieses  Verfahren  darlegen  können,  haben  wir  den  folgenden  Hilfs- 
satz zu  beweisen: 

Hilfssatz.  —  Bezeichnet /j  (^)  den  Rest  der  Division 
der  beiden  Polynome  /"(ic)  und/\(a;),  deren  erste  Terrae 
zum  Coefficienten  die  Einheit  haben,  so  sind  die  ge- 
meinschaftlichen Wurzeln  der  beiden  Congruenzen 

f[x)  =0     ,     /",  (a:)  =  0  {mod.  p) 
dieselben,  wie  die  gemeinschaftlichen  Wurzeln  von 

/•,  {x)  ~0     ,     f^  [x)  =  0  [mod.  p)  . 
Ist  Q  der  Quotient  der  Division  von  f{x)  durch  fi{x),  so  hat  man 

fix)  =  f^{x).Q  -{-  f,ix), 
und  diese  Identität  lässt  erkennen,  dass,  wenn  f^{x)  und  gleich- 
zeitig eins  der  beiden  Polynome  f{x)  und  f^ix)  durch  p  Iheilbar 
sind,  auch  das  andere  durch  p  theilbar  sein  muss;  hieraus  ergiebt 
sich  der  angegebene  Satz. 

Zusatz.  —  Die  den  beiden  Congruenzen 
fix)  ~  0     ,     fiix)  =  0  itnod.  p)  ■ 
gemeinschaftlichen  Wurzeln  gehören   der  Congruenz 

(fix)  ^  0  imod.  p) 
an,   wenn  cpix)   den  grössten   gemeinschaftlichen  Divi- 
sor der  beiden  Polynome  fix)  und  f^ix)  bezeichnet. 

Anmerkung.  —  Man  bestimmt  diesen  grössten  gemeinschaft- 
lichen Divisor  auf  die  gewöhnliche  Weise;  nur  hat  man  alle  mit 
p  ijiultiplicirten  Terrae  zu  vernachlässigen.  Ausserdera  müssen 
alle  Divisionen  ausgeffdu"t  werden  können ,  ohne  dass  man  dadurch 
zu  gebrochenen  Coefficienten  gelangt.  Zu  diesem  Zwecke  richtet 
man   es  auf  die  oben  angegebene  Weise  so  ein,  dass  jeder  Rest 

3* 


\-^t. 
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durch  den  Coefficienten  seines  ersten  Terms  theilbar  ist  und  ab- 
strahirt  sodann  von  diesem  gemeinschaftlichen  Divisor.  Man  ge- 
langt auch  dadurch  zum  Ziele,  dass  man  jeden  Dividenden  mit 
einem  geeigneten  Factor  multiplicirt,  oder  einfach  dadurch,  dass 
man  zum  Coefficienten  des  ersten  Terms  jedes  Dividenden  ein 
solches  Multiplum  von  p  addirt,  dass  der  erste  Term  des  in  Rede 
stehenden  Dividenden  nach  dieser  Addition  durch  den  ersten  Term 
des  entsprechenden  Divisors  theilbar  ist. 

301.    Wir  stellen  uns  jetzt  die  Aufgabe,  die  Anzahl  der  Wur- 
zeln der  Congruenz 

(1).  f{x)  =  0  [mod.  p) 

zu  bestimmen.  Diese  Wurzeln  gehören  sämmtlich  der  Congruenz 
(2).  icP-i  —  1=0  [mod.  p)      ' 

an;  es  genügt  also,  die  Wurzeln  zu  suchen,  welche  den  Congruen- 
zen  (1)  und  (2)  gemeinschaftlich  sind.  Zu  diesem  Zwecke  bestim- 
men wir  in  der  eben  dargelegten  Weise  den  grössten  gemein- 
schaftlichen Divisor  von  f{x)  und  xP~^  —  1.  Ist  ein  solcher  nicht 
vorhanden,  so  besitzt  die  vorgelegte  Congruenz  (1)  keine  Wurzel. 
Ergiebt  sich  aber  ein  grösster  gemeinschaftlicher  Divisor  q)  (x)  vom 
Grade  (i,  so  hat  die  vorgelegte  Congruenz  fi  Wurzeln;  es  sind 
dies  die  Wurzeln  der  Congruenz 

g){x)  ^  0  {mod.  p)  , 
welche  in  der  That  jit  Wurzeln  besitzt,   da  cp{x)  ein  Divisor  f*'"" 
Grades  des  Binoms  xv-^  —  1  ist. 

Beispiel.  —   Es  soll  untersucht  werden,   wie  viele  Wurzeln 
die  Congruenz 

/•  (ic)  =  a;5  —  3  a;"  —  2  a;3  —  2  ir'^  4-  ^  —  2  =  0  [mod.  7) 

besitzt.  Bestimmt  man  auf  die  in.  No.  300  angegebene  Art  den 
grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  der  Polynome  x^  —  1  und  f{x)^ 
so  erhält  man  die  beiden  Reste 

—  3  (a;4  +  2  a;"-*  +  3  a;2  —  2  ir  +  3)  , 
2  {x^  +  3  a;2  —  a;  —  3)  ; 
da  der  zweite  derselben  in  den  ersten  aufgeht,  so  hat  die  vorge- 
legte Congruenz  drei  Wurzeln,  welche  auch  der  Congrüeoz  dritten 
Grades 

x'^  +  3  x\  —  o;  —  3  =  0  {mod,  7) 
angehören. 
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Neuer  Beweis  des  Wilson' sehen  Satzes. 

302.  Bezeichnet  p  eine  Primzahl,  so  besitzt  die  Congruenz 
[X  -  1)  {x—2)  (.T  — 3)  ...{x-p-\-\)  —  [xP-"-  —  !)  =  0  [mod.  p) 
die  p — 1  Wurzeln 

1,2,3,...,  ip-1)  , 
und   da  sie  nur  vom  {p — 2)*^"  Grade  ist,  so  muss  sie  identisch 
sein.     Drückt  also  iSj  die  Summe  der  Zahlen  1,  2,  ...,  [p  —  1) 
aus,  ^2  die  Summe  aller  aus  je  zwei  derselben  zu  bildenden  Pro- 
dukte, u,  s,  \v. ,  5;,_i  das  Produkt  aller  dieser  Zahlen,  so  hat  man 

«1  =  0,  S.^~0  ,  «3  =  0  ,  ...  ,  Sp-i  =  —  1  {mod.  p)  . 
Die  letzte  dieser  Congruenzen  ist  der  Ausdruck  des  Wilson 'sehen 
Satzes. 

Anmerkung.  —  Ordnet  man  die  Gleichung 

(a;— 1)  [x—2)  (ic— 3)  ...  {x—p-\-l)  =  0 
nach  abnehmenden  Potenzen  von  x,  so  sind,  wenn  p  eine  Prim- 
zahl ist,  alle  Coefficienten,  mit  Ausnahme  des  ersten  und  letzten. 
Vielfache  von  p.  Mit  Rücksicht  hierauf  ergiebt  sich  aus  den  New- 
ton'sehen  Formeln  unmittelbar,  dass  die  Summe  der  m*^"  Potenzen 
der  p  —  1  Wurzeln 

1,2,3,4,...,  [p-1) 

durch  p  theilbar  ist,  wofern  nicht  m  ein  Mulliplum  von  p  —  1  ist. 
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Zahlen,   welche  in  Beziehung  auf  einen  gegebenen  Modul 
zu  einem  gegebenen  Exponenten  gehören. 

303.     Wir  betrachten  die  unendliche  Reilie 
(1).  1   ,  a  ,  d^  ,  ö'-*  ,...,«",... 

der  Potenzen  einer  Zahl  a,  welche  prim  zum  Modul  M  ist.  Da 
diese  Reihe  eine  unbegrenzte  Anzahl  von  Termen  enthält,  und  es 
nur  eine  begrenzte  Anzahl  (p[M)  verschiedener  Reste  giebt,  so 
müssen  in  (1)  zwei  Potenzen  ä^  und  «"+*'  vorkommen,  welche 
nach  dem  Modul  M  congruenl  sind.  Man  kann  die  Congruenz 
(2).  «"+"  =  ä"  {niüd.  M) 

durch  die  Zahl  a",  welche  prim  zum  Modul  ist,  dividiren  und 
erhält 

(3).  a"  =  1   [mod.  M)  .     . 

Wenn  umgekehrt  die  Congruenz  (3)  stattfindet,  so  besteht  auch 
die  Congruenz  (2)  für  jeden  Werth  des  Exponenten  v. 

Ist  also  n  die  kleinste  Zahl,  für  welche  die  Congruenz  (3) 
gilt,  so  bilden  die  Reste  der  Reihe  (1)  eine  periodische  Reihe, 
deren  Periode  n  nach  dem  Modul  M  incongruenle  Teruie  umfasst, 
nämUch  die  Reste  der  Potenzen 

1  ,   a  ,  d-  ,   .  .  .  ,  a"'~^ . 
Die  von  Eins  verschiedenen  Terme  der  Reihe  (1),  welche  den  Rest 
1  liefern ,  sind  danach 

a"   ,  d^"   ,  «3«   ,  . .  .  ; 
nun  hat  man  nach   dem  verallgemeinerten  Fermat' sehen  Satze 
■       «'^^'^^  =  1   {mod.  M),  ■■  < 

folglich  ist  g)  [M)  ein  Vielfaches  von  Ji.    Rezeichiiet  ?i  die  kleinste 
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positive  Zahl,  für  welche  a"  ^  1  (mod.  M)  ist,  so  sagt  man,  die 
Zahl  a  gehöre  zum  Exponenten  n  in  Beziehung  auf  den 
Modul  M.  Mit  Rücksicht  hierauf  lässt  sich  das  Ergebniss  der 
vorhergehenden  Betrachtung  folgendermassen  aussprechen : 

Lehrsatz.  —  Der  Exponent,  zu  welchem  irgend  eine 
Za h  i,dieprim  zum  Modul  i)i/ ist,  in  Beziehung  auf  diesen 
Modul  gehört,  ist  ein  Divisor  von  g>{M). 

304.  Man  kann  zu  diesem  Resultate  noch  auf  einem  andern 
Wege  gelangen,  welcher  den  F er mat' sehen  Satz  nicht  voraus- 
setzt und  sogar  zu  einem  neuen  Beweise  dieses  Satzes  führt. 

Wenn  a  ii'gend  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  die  prim  zum 
Modul  M  ist,  so  liefert,  wie  wir  uns  überzeugt  haben ,  die  Reihe 
(1).  1   ,  a  ,  «-  ,  rt*  ,   . . .   ,   rt"  ,   ... 

eine  gewisse  Anzahl  n  verschiedener  Reste,  nämlich  die  Reste 
der  Potenzen 

(2)  1  ,  «  ,  (r  ,«•',...,  a"~^  , 

und  n  ist  die  kleinste  Zahl,  für  welche  man 

(3).  a'\  =  1   {mod.  M) 

hat. 

Wenn  die  Reihe  der  Reste  der  Zahlen  (2)  alle  Zahlen  ent- 
hält, welche  prim  zu  M  und  nicht  grösser  als  M  sind,  so  ist 

(p  (M)  =  n  ; 
im  entgegengesetzten  Falle  sei  b  eine  der  Zahlen ,  die  zu  M  prim, 
aber   nach   diesem  Modul  keinem  Term  der  Reihe  (2)   congruent 
sind.     Werden  die  Tcrme  dieser  Reihe  mit  b  multiplicirt,  so  er- 
hält man  eine  zweite  Reihe 

^4).  b  ,  ba  ,  ba-  ,   ...  ,   ba"-^  , 

deren  Terme  sämmtlich  von  einander  verschieden  sind;  denn  hätte 
man 

baf^  ^  ort"  {tnud.  M)  , 
so  würde  sich  der  Voraussetzung  zuwider 
•  »     .  rti"  ^  rt'   [mod.  M) 

ergeben.  Ferner  sind  die  Terme  der  Reihe  (4)  nach  dem  Modul 
M  auch  den  Termen  der  Reihe  (2)  incongruent;  denn  wäre 

.  ■  baf^  ^  ä*'  [mod.  M)  , 

so  müsste 

b  ^  «''-'"oder  =  a"+''-^'  [mod.  M) 
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sein,  was  gleichfalls  der  Voraussetzung  widerspricht.  Man  erhält 
auf  diese  Weise  entweder 

(p[M)  =  2n  ,  oder  (p  {M)  >  2n. 

Wenn  g)  {M)  >  2  n  ist,   so  sei  c  eine  der  Zahlen,   welche  prim 
zu  M  und   nicht  grösser  als  M  sind,    die   sich   nicht  unter  den 
Resten   der  Reihen  (2)   und    (4)   vorfindet.     Multiplicirt   man   die 
Reihe  (2)  mit  c,  so  erhält  man  eine  neue  Reihe 
(5).  c  ,  ca  ,  ca"^  ,  ca^  ,   ...  ,  ca'^~^  , 

deren  Terme  nach  dem  Vorhergehenden  denjenigen  der  ReHie  (2) 
incongruent  sind.  Sie  sind  aher  auch  den  Termen  der  Reihe  (4) 
incongruent;  wäre  nämlich 

cn^  ^  bay  [mod.  M)  , 
so  würde 

c  ^  b  ös^-^  oder  ^  b  a"+»'-'«   {mod.  M)  , 
also  c  im  Gegensatz  zu  unserer  Annahme    unter  den  Resten  der 
Reihe  (4)  enthalten  sein  müssen.     Danach  hat  man  entweder 

q)[M)  =  Sti  ,  oder  9?  {M)  >  3 «  . 
In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren,  bis  die  g){M)  Zahlen,  welche 
prim   zu  M  und  nicht  grösser  als  M  sind,   völlig   erschöpft  sind, 
und  man  sieht,  dass 

(p{M)  =  mn 

sein  muss,  wo  m  eine  ganze  Zahl  ist;  dies  ist  aber  der  in  der 
vorigen  Nummer  bewiesene  Satz. 

Die  Congruenz  (3)  zieht  nothwendig 

«"'"  =  l,{mod.  M)  , 
oder 

nach  sich,  und  diese  letzte  Formel  ist  der  Ausdruck  des  verall- 
gemeinerten Fermat 'sehen  Satzes. 

Primitive  Wurzeln. 

305.    Nach  dem  verallgemeinerten  F er m a t ' sehen  Satfte  lässt 
die  Congruenz 

als  Wurzeln  die  cp  {M)  Zahlen  zu,  welche  prim  zu  ilf  und  nicht 
grösser  als  M  sind.  Diejenigen  dieser  Zahlen,  welche  in  Bezie- 
hung auf  den  Modul  M  zum  Exponenten  (p{M)  gehören,   heissen 
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primitive  Wurzeln  der  vorhergehenden  Congruenz,  oder  ein- 
fach primitive  Wurzeln  der  Zahl  M. 

Die  Zahl  a,  welche  prim  zu  ilf  ist,  wird  demnach  eine  primi- 
live  Wurzel   von  M  sein,   wenn  «"   für   alle  Werthe  von  n,   die 
kleiner   als  g)  {M)   sind,   der  Einheit  nach   dem  Modul  31  incon- 
gruent  ist.     In  diesem  Falle  bilden  die  Reste  der  Potenzen 
1  ,  a  ,   a2  ,  ...  ,   aVC^)-! 

eine  Reihe,  welche  alle  Zahlen  umfasst,  die  prim  zu  M  und  nicht 
grösser  als  31  sind. 

Es  lässt  sich  nun  zeigen ,  dass  primitive  Wurzeln  nur  in  wenig 
ausgedehnten  Fällen  existiren. 

Wir  zerlegen  den  Modul  M  in  seine  Primfactoren ;  es  ergebe 
sich 

M  =  p"  qf^  r^  ...  , 

WO  p,  q,  r,  ...  ungleiche  Primzahlen  bezeichnen.  Jede  Zahl  a, 
welche  prim  zu  31  ist,  wird  auch  prim  zu  jedem  der  Factoren 
/)",  qf^,  r^  ...  sein ,  und  man  erhält  nach  dem  verallgemeinerten 
F  e  r  m  a  t '  sehen  Salze 

a^^^"'  =  1  {mod.  P-)  , 
■a'P^^''^  =  1  {mod.  qf^)  , 
«•^^'■''    =  1  [mod.  r^)  , 

Bezeichnet  S  die  kleinste  der  Zahlen,  welche  durch  jede  der  fol- 
genden theilbar  sind: 

q)[r^)  =  r^-i  (r  — 1)  , 


so  hat  man  auch 

«^  ^  1  (mod.  p^)  ,  «^  ^  1  (mod.  qt^)  ,  «*'  ^  1  (mod.  r^)  ,  

Die  Differenz  a* — 1  ist  somit  durch  jede  der  Zahlen  p^ ,  qi^,  r^, 
...  Ibftilbar;  sie  muss  daher  durch  das  Produkt  M  dieser  Zahlen 
theilbar  ^ein,  und  man  erhält 

«■^  ^  1  [mod.  31)  . 
Nüri  ist -^.(p*)  eine  gerade  Zahl,  ausser  wenn  n«an  p=  2,  i'  =  1 
hat.     Etenso  ist   (piq/^)  gerade,   ausser  wenn  q  =  2,  («,=  1  ist, 
u.  s.  w.     Wenn  daher  31  mehr  als  einen  ungeraden  Primfactor 
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enthält,  oder,  wenn  zwar  nur  ein  ungerader  I'rimfaclor,  aber 
eine  höhere  als  die  erste  Potenz  von  2  in  71/  enthalten  ist,  so 
haben  wenigstens  zwei  der  Zahlen 

einen  gemeinschaftlichen  Divisor,  und  das  kleinste  gemeinschalt- 
liche  Vielfache  dieser  Zahlen  ist  folglich  kleiner  als  ihr  Produkt, 
d,  h.  es  ist 

S  <  cp  [M]  ; 

dann  ist  aber  die  Zahl  «,  für  welche  man  a*  ^  1  {mod.  M)  hat, 
keine  primitive  Wurzel  von  M. 

Wir   haben   noch   den  Fall   zu   untersuchen,   in   welchem  M 
keinen  ungeraden  Pjimfaclor  enthält;  datm  ist 
tW  =  2"  ,    cp{M)  =  2''~'  , 
und  wir  behaupten,  dass  es  keine  primitiven  Wurzeln  giebt,  wenn 
V  >  2  ist. 

Jede  ungerade  Zahl  kann  nämlich  durch  die  Formel 
«  =  4-   1   _|-  2^Ä: 
dargestellt  werden;   daraus  ergiebt  sich  leicht: 
«2   =   1-1-  2^  k^  , 


a 


2'  --.  1   4-   2^  Arg 


-r.'iy 


-2=1-1-  r  k,.. 


-2  » 


worin  Atj ,  k^,  ...,  Ar,,_2  ganze  Zahlen  bedeuten.    Die  letzte  dieser 
Formeln  lässt  sich,  wenn  v  >  2  ist,  in  folgender  Weise  schreiben: 

a  ^1  [mod.  M)  ; 

a  ist  folglich  keine  primitive  Wurzel. 

Die  vorstehende  Betrachtung   lehrt,   dass  es  nur  in  den  fol- 
genden drei  Fällen  primitive  Wurzeln  geben  kann : 

l".     Wenn   der  Modul   M    eine   ungerade  Primzahl 
oder  eine  Potenz  einer  ungeraden  Primzahl  ist; 

2".    Wenn  der  Modul  7^/ gleich  dem  Doppelten,  einer 
solchen  Potenz  ist; 

3".     Wenn  der  Modul  M  gleich  4  ist. 

Für  M  =  4  hat  man  (p{M)  =  2,  und  der  Delinilion  der  pri- 
mitiven Wurzeln  genügt  offenbar  die  Zahl  —  1  oder  3.   Der  Fall, 
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in  welchem  M  =  2'  >  4  ist,  verdient  besondere  Beachtung,  ob- 
wohl dann  von  eigentlichen  primitiven  Wurzeln  nicht  mehr  die 
Rede  ist. 

Primitive  Wurzeln  einer  ungeraden  Primzahl. 

306.  Wenn  der  Modul  M  sich  auf  eine  ungerade  Primzahl 
p  reducirt,  so  ist  cp{M)  =  p  —  1.  In  diesem  Falle  giebt  es  immer 
primitive  Wurzeln,  deren  Anzahl  sich  leicht  mittels  des  folgenden 
Satzes  (Gauss,  disquisitt.  52 — 54)  bestimmen  lässt: 

Lehrsatz.  —  Ist  p  eine  Primzahl,  und  bezeichnet  n 
irgend  einen  Divisor  von  p —  1,  so  giebt  es  genau  cp  {n) 
Zahlen,  welche  zum  Exponenten  ;j  gehören;  das  Sym- 
bol 9»  (n)  drückt  aus,  wie  viele  Zahlen  prim  zu  n  und 
nicht  grösser  als  n  sind. 

Wir  nehmen  an,  es  gäbe  eine  in  Beziehung  auf  den  Modul 
p  zum  Exponenten  n  gehörende  Zahl  a.     Dann  sind  die  Reste  der 
Potenzen 
(1).  1  ,  «  ,  a2  ,   ...  ,  rt«-i 

von  einander  verschieden,  und  jeder  derselben  ist  eine  Wurzel  der 

Congruenz 

(2).  a:"  —   1  =  0  {moci.  p)  ; 

denn  wenn  e  irgend  eine  der  Zahlen 

0,1,2,...,  n  — 1 
ist,  so  zieht  die  Voraussetzung 

a"  ^    1  {mod.  p) 
die  Congruenz 

(3).  a"'  ^  1  {mod.  p)  ,  oder  (a*)"  —1  =  0  {mod.  p) 

nach  sich.  Nach  dem  Lehrsatze  der  No.  298  hat  daher  die  Con- 
gruenz (2)  keine  anderen  Wurzeln,  als  die  Reste  der  in  (1)  ent- 
haltenen Potenzen.  Wenn  es  also,  ausser  a,  Zahlen  giebt,  die 
zum  Exponenten  n  gehören,  so  muss  jede  derselben  nach  dem 
Modul  p  einer  Potenz  «^  von  a  congruent  sein. 

Bezeichnet  m  den  Exponenten,  zu  welchem  «"gehört,  so  muss 
der  Congruenz  (3)  wegen  n  ein  Vielfaches  von  m  sein;  ausserdem 
hat  man 
(4).  {a')'"  ^  1  (mod.  p)  oder  a'"^  =  1  (mod.  p)  , 

und  da  a  zum  Exponenten  n  gehört,  so  muss  me  ein  Vielfaches 
von  n  sein.     Wenn  daher  e  prim  zu  n  ist,  so  muss  m  ein  Viel- 
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Faches  von  n  sein;  es  ist  dann  jede  der  beiden  Zahlen  m  und  n 
durch  die  andere  theilbar,  d.  h.  es  ist  m  =  n.  a^  gehört  also 
zum  Exponenten  n,  wenn  e  prim  zu  n  ist.  Haben  aber  die  Zahlen 
e  und  n  einen  gemeinschaftlichen  Divisor  ^  >  1 ,  so  lässt  sich 
die  Congruenz 


(i)'- 


1  {mod.  p) 


in  folgender  Weise  schreiben 


{a'f  =   1   [mod.  p)  , 
und   daraus  geht  hervor,   dass   a"  zu   einem  Exponenten  gehört, 
der  kleiner  als  n  ist. 

Wir  erhalten  somit  das  folgende  Resultat: 

Die  Existenz  einer  Zahl  vorausgesetzt,  die  in  Beziehung  auf 
den  Modul  p  zum  Exponenten  n  gehört,  giebt  es  genali  <p  (n) 
zu  diesem  Exponenten  gehörende  Zahlen. 

Nun  ist  bekanntlich  der  Exponent,  zu  welchem  irgend  eine 
der  Zahlen 

(5).  1,2,3,...,  p-1 

in  Beziehung  auf  den  Modul  p  gehört,  gleich  einem  der  Divisoren 
(6).  d  ,  d'  ,  d"  ,  d"'  ,  ... 

der  Zahl  p — 1.  Bedient  man  sich  des  Symbols  '*\}{d),  um  aus- 
zudrücken, wie  viele  Zahlen  der  Reihe  (5)  zum  Exponenten  d 
gehören,  so  hat  man  nach  dem  Vorhergehenden  entweder 

ip[d)  =  (p  (d)  ,  oder  ip  (d)  =  0  . 
In  gleicher  Weise  sollen  ip{d'),  ilj{d"),  ...  ausdrücken,  wie  viele 
Zahlen  der  Reihe  (5)  beziehungsweise  zu  den  Exponenten  d',  d", 
. . .  gehören.  Die  Einheit  ist  in  der  Reihe  der  Divisoren  (6)  ent- 
halten, und  da  1  offenbar  die  einzige  Zahl  ist,  welche  zum  Ex- 
ponenten 1  gehört,  so  hat  man 

^(1)  =  1. 
Da  endlich  die  Reihe  (5)  aus  p — 1  Termen  besieht,  und  da  jeder 
derselben  zu  einem  der  in  (6)  enthaltenen  Exponenten  gehört,  ^j^.. 
hat  man  die  Identität  '     ^' 

7/;(rf)  +  i|;(rf')  +  t(f/")  +  •••=/>-!  •  * 

Es  ist  aber  auch  (No.  286) 

q>[d)  +  cp{d')  -^^{d")  +  ...  =/;-l  , 
folglich 
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(7).     ^(rf)  +  ^(rf')  +  ^«')  +  ...  =  9,(rfj-f9,(rf')-{-9,(rf")-j 

Wie  wir  oben  gesehen  haben,  sind  die  von  Null  verschiedenen 
Tenne  des  ersten  Gliedes  dieser  Formel  beziehungsweise  gleich 
den  Termen,  welche  im  zweiten  Gliede  dieselben  Plätze  einneh- 
men. Man  kann  diese  gleichen  Terme  auf  beiden  Seiten  unter- 
drücken. Dadurch  reducirt  sich  das  erste  Glied  von  (7)  auf  Null; 
dasselbe  muss  daher  mit  dem  zweiten  Gliede  der  Fall  sein ,  d.  h. 
man  hat  für  jeden  Divisor  d 

^{d)  =  (p{d)  . 

Zusatz.  —  Es  giebt  <p{p — 1)  Zahlen,  welche  in  Be- 
ziehung auf  den  Primzahl- Modul  p  zum  Exponenten 
p  —  1  gehören,  oder  mit  andern  Worten:  es  giebt  q){p — 1) 
primitive  Wurzeln  der  Primzahl  p. 

Anmerkung.  —  Die  Zahlen,  welche  in  Beziehung  auf  den 
Primzahl -Modul;?  zu  irgend  einem  Divisor  n  von  p~l  gehören, 
nennt  man  auch  wohl  primitive  Wurzeln  der  Congruenz 
x"  ^  1  {mod.  p).  Diese  Congruenz  hat  nach  dem  Vorhergehen- 
den n  Wurzeln  und  darunter  95  [n]  primitive. 

307.  Wir  wollen  hier  noch  einen  sehr  wichtigen  Salz  her- 
leiten, den  wir  später  anwenden  werden. 

Lehrsatz.  —  Wenn  zwei  Zahlen  a  und  h  in  Bezie- 
hung auf  einen  Primzahlmodul  p  zu  zwei  Exponenten 
m  und  n  gehören,  die  prim  zu  einander  sind,  so  ge- 
hört das  Produkt  ah  zum  Exponenten  nin. 

Es  sei  s  ein  solcher  Exponent,  dass 

(ö  hy  =  a^  ¥  ^  1   [mod.  p) 

ist.  Wird  diese  Congruenz  auf  die  m^"  Potenz  erhoben,  so  ergiebt 
sich 

«"'■'  b""  ^  1   (mo(/.  p)  . 

Da  aber  a  zum  Exponenten  tn  gehört,  so  ist 

a*"*  ^  1  {mod.  p)  , 
folglich  auch 

oder,  ms  ist  ein  Mulliplum  des  Exponenten  n,  zu  welchem  b  ge- 
hört. Ausserdem  sind  m  und  »  relative  Primzahlen ;  ;?  muss  daher 
ein  Vielfaches  von  n  sein.  Ebenso  könnte  man  zeigen,  dass  s 
ein  Vielfaches  von  m  ist.  Daraus  folgt,  dass  s  durch  das  Produkt 
mn  Iheilbar  ist.     Nun  hat  man  der  Voraussetzung  nach 
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a"'  =   1      ,      ft'*  =   1   (mod.  p)  , 
also 

^mn  l^mn    ^    [ab)"'"    =    1    (iTlod.  p)  \ 

mithin  ist  das  Produkt  mn  der  Exponent,  zu  weichem  ab  gehört. 

Zusatz  I.  —  Wenn  die  Zahlen  a,  b,  c,  ...  in  Beziehung 
auf  den  Modul  p  beziehungsweise  zu  den  Exponenten 
m,  n,  r,  ...  gehören,  von  denen  je  zwei  prim  zu  einan- 
der sind,  so  gehört  dasProdukt  ab  c  ...  zum  Exponen- 
ten mnr  . . .  . 

Zusatz  n.  —  EsseidieZahlp  —  1  gleich  dem  Produkte 
2^  q  r^ ...,  wo  q,r,...  von  einander  verschiedene  unge- 
rade Primzahlen  sind.  Bezeichnen  dann  a,  b,  c,  ... 
Zahlen,  welche  beziehungsweise  zu  den  Exponenten 
2^, 5»  ,/',...  gehören,  so  gehört  das  Produkt  ab  c  ,  . . 
oder  sein  Rest  zum  Exponenten  p  —  1  und  ist  folglich 
primitive  Wurzel  von  p. 

Andere  Herleitung  der  vorhergehenden  Resultate. 

308.  Die  Sätze,  die  wir  für  Primzahlmoduln  entwickelt 
haben,  können,  wie  wir  jetzt  zeigen  wollen,  noch  durch  eine 
andere  Methode  bewiesen  werden,  welche  mit  der  im  V"*"  Kapitel 
des  P™  Theils  bei  der  Betrachtung  der  Wurzeln  der  binomischen 
Gleichungen  in  Anwendung  gebrachten  identisch  ist.  Wir  halten 
es  für  nützlich,  den  Zusammenhang  hervortreten  zu  lassen,  der 
zwischen  beiden  Theorien  besteht. 

Lehrsatz  I.  —  Die  zweien  binomischen  Congruenzen 
ic"*  ^   1  [mod.  p)     ,     x"  ^  1   [mod.  p)  , 
deren  Modul  p  eine  Primzahl  ist,    gemeinschaftlichen 
Wurzeln  sind  auch  Wurzeln  der  Congruenz 
x^  ^  1   {mod.  p)  , 

worin  &  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  von  m 
und  n  ist. 

x^ — 1  ist  nämlich  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  von 
x^ — 1  und.ar" —  1.  Unser  Satz  ist  daher  eine  Folge  des  in  No.  30() 
bewiesenen  Zusatzes. 

Umgekehrt  nuiss  offenbar  jede  Wurzel  von  ar^  ^  1  {mod.  p) 
auch  den  beiden  vorgelegten  Congruenzen  genügen. 
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Zusatz.  —  Bezeich  net'8' den  grössten  gemeinschaft- 
lichen Divisor  der  Zahlen  ?«  und  p—1,  so  hat  die  Con- 
g  r  u  e  n  z 

x"'  ^  1  [mod.  p) 

0'  Wurzeln,  welche  der  Congruenz 

ic*  ^  1  {mod.  p) 
angehören. 

Die  Wurzeln  der  vorgelegten  Congruenz  sind  nämlich  auch 
Wurzeln  von 

xP-^  —  1  =  0  [mod.  p)  . 

Ausserdem  hat  die  Congruenz 

x^  —  1  =  0 
%■  Wurzeln  (No.  299),  da  ihr  erstes  Glied  ein  Divisor  voiv  a:^~^ — 1 
ist;    die  vorgelegte  Congruenz  besitzt  daher  selbst  %■  Wurzeln. 

Wenn  m  prim  zu  p — 1  ist,  so  hat  man  ^=1.  In  diesem 
Falle  besitzt  die  Congruenz  x"'  ^  1  [mod.  p)  keine  Wurzel  ausser 
der  Einheit. 

Man  kann  sich  daher  bei  der  Untersuchung  der  binomischen 
Congruenzen  von  der  Form 

iC"  ^  1   [mod.  p) 
auf  diejenigen  beschränken,  deren  Grad  m  ein  Divisor  von  p  —  1  ist. 

Lehrsatz  IL  —  Bezeichnet  «irgend  eine  Wurzel  der 
Congruenz 

a;'"  ^  1   [mod.  p)  , 

deren  Modul  eine  Primzahl  und  deren  Grad  ?n  ein  Divi- 
sor  von  27  —  1    ist,   so   ist  jede  Potenz   von   a   oder  ihr 
kleinster  Rest  gleichfalls  eine  Wurzel. 
Die  Congruenz 

«"'  ^  1   [mod.  p) 

zieht  nämlich  « 

a"'^  ^  1  oder  («*)"  ^  1 

nach  sich,  und  wenn  b  den  kleinsten  Rest  von  a*  nach  dem  Modul 
p  bezeichnet,  so  hat  man 

a^"  ^  b     ,     folglich  b"'  =.  1  ; 
daher  sind  alle  Terme  der  Reihe 

a  ,  (f  ,  a,   .  .  . 
oder  »ihre  kleinsten  Reste  Wurzeln  derselben  Congruenz.    Nun  ist 
der  Formel  a'"  ^  1  wegen 
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Die  vorhergehende  Reihe  enthält  also  höchstens  wTerme,  welche 
verschiedene  Reste  geben,  und  diese  Reste  kehren  periodisch 
wieder.     Wenn  die  m  ersten  Terme 

a  ,  «2      a^  ,  . .  .  ,  oT"-^  ,  a^  oder  1 
nach   dem  Modul  p  incongruent  sind,   so  sind   ihre  Reste  die  m 
Wurzeln  der  vorgelegten  Congruenz.    Im  entgegengesetzten  Falle, 
wenn  etwa 

ö"+"'  ^  a"'  {mod.  p) 

ist,  so  kann  man,  da  a  prim  zu  p  ist,  durch  «'*'  dividiren  und 
erhält 

a"  ^  1   {mod.  p)  . 

a  ist  folglich  Wurzel  einer  binomischen  Congruenz 

x"  ^  1   {mod.  p)  , 
deren  Grad  n   kleiner  als  tn   ist.     Die  vorstehende   Betrachtung 
liefert  folgenden  Satz: 

Lehrsatz  III.  —  Wenn  a  eine  Wurzel  der  Congruenz 

x"*^!  {mod.p)  ist,  welche  keiner  Congruenz  niedrigeren 

Grades  x"  ^  1  {mod.  p)  angehört,  so  sind  die  m  Wurzeln 

der  vorgelegten  Congruenz  die  Reste   der  m  Potenzen 

a  ,  a"^  ,  a^ a"'-^  ,  a'«  . 

Die  Analogie  der  Theorie,  die  wir  hier  darlegen,  mit  der- 
jenigen der  binomischen  Gleichungen  führt  uns  naturgemäss  dazu, 
den  Namen  primitive  Wurzeln   einer  binomischen  Congruenz 

a;"*  ^  1  {mod.  p)  , 
deren  Grad  m  in  p  —  1  aufgeht,  denjenigen  Wurzeln  dieser  Con- 
gruenz beizulegen,  welche  keiner  Congruenz  von  derselben  Form 
und  von  einem  niedrigeren  Grade  angehören.  Wie  im  Falle  bino- 
mischer Gleichungen  besitzt  jede  primitive  Wurzel  die  Eigenschaft, 
alle  übrigen  Wurzeln  durch  ihre  verschiedenen  Potenzen  zu  geben. 

Man  beachte  ,  dass  jede  nicht  primitive  Wurzel  der  Congruenz 
x"*  ^  1  {mod.  p) ,  da  sie  einer  Congruenz  derselben  Form  und 
niedrigeren  Grades  angehört,  auch  eine  dritte  Congruenz  derselben 
Form  befriedigt,  deren  Grad  in  den  der  vorgelegten  aufgeht. 

309.  Die  Existenz  der  primitiven  Wurzeln  lässt  sich  jetzt 
in  folgender  Weise  darthun: 

Wir  betrachten  die  Congruenz 
(1).  a;'"  =  1  {mod.  p)  , 
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und  setzen  zunächst  voraus,  es  sei 

711  =  q^  , 
d.  h.  m  enthalte   nur   einen  Primfactor  q.     Jede  nicht  primitive 
Wurzel  von 

(2).  x*^^  =  \  [mod.  p) 

gehört  einer  Congruenz 

x^  ^  1  [mod.  p) 
an,    deren  Grad  %■   ein  Divisor   von  qf^  und  sogar  von  qt^~^  ist; 
folglich  genügt  eine  solche  Wurzel  auch  der  Congruenz 

(3).  x'^"'^  =  1  {mod.  p) . 

Ausserdem  sind  die  Wurzeln  von  (3)  auch  Wurzeln  von  (2);  ihre 

Anzahl  ist  qf^~^,  und  die  vorgelegte  Congruenz  hesitzt  somit. 

g^C  _  ^^-1  _  ^^  ^1    _   1^ 

primitive  Wurzeln. 

Es  sei  jetzt  allgemein 

m  =  ql^  r'"  . ..  s^  , 
wo  q,  r,  ...,  s  ungleiche  Primfactoren  bezeichnen.    Wir  betrach- 
ten die  Congruenzen 

(4).  x^  ^  1  (mod.p)  ,  x'  ^  1  (mod.  p)  ,  ...  ,  x^  ^1  [mod.p], 
und  nehmen  an,  a  sei  eine  primitive  Wurzel  der  ersten,  h  der 
zweiten,  u.  s.  \v. ,  /  der  letzten  Congruenz.  Dann  lehrt  der  in 
No.  307  bewiesene  Satz,  dass  der  Rest  des  Produktes 

ab  ...  l 
eine  primitive  Wurzel  der  vorgelegten  Congruenz 
(5).  ic*    '  ""*     ^1   [mod.p) 

ist.  Man  kann  dies  aber  auch  auf  folgende  Weise  darthun:  Zu- 
nächst ist  es  klar,  dass  das  Produkt  a  b  ...l  oder  sein  Rest  eine 
Wurzel  von  (5)  ist;  denn  man  hat 

.1 


a 


1      ,     6'     =  1      ,      ...     ,     r     =   1   [mod.p)  . 


folgUch  auch 

[ab  ...l)"'"''"-    ''■  =  1   [mod.p). 

Wäre  dieses  Produkt  nun  keine  primitive  Wurzel  der  vorgelegten 
Congruenz,  so  würde  es  eine  Congruenz 
x^  ^  1  [mod.  p) 

Serret,  Algebra.     II.  A 
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befriedigen,  deren  Grad  &  in  m  aufgeht;  es  müsste  also  wenig- 
stens ein  Primfactor  von  m  in  ■&  weniger  oft  als  in  m  eingehen. 
Dieser  Primfactor  sei  q ;  dann  geht  &  in  q/^-^  r'"  ...  s^  auf,  und 
folgUch  ist  a  b  ...l  eine  Wurzel  der  Congruenz 

x^  r=  1  [mod.  p)  ; 

man  hat  daher 

(«6.../)«^"''"     '^  =   \   [mod.p). 
Es  ist  aber  auch 

(h  ...lY'^ .  '   ■■'     =   1   [mod.p]  , 
und  durch  Division  ergiebt  sich  aus  den  beiden  letzten  Congruenzen 

a^  =1   [mod.  p)  . 

Wie»raan  sieht,  ist  a  eine  Wurzel  der  Congruenzen 

^q       7       s    ^  j  y^jj  a;*    ^  1  (mod.p)  ,    ■ 
und  da  die  Grade  derselben  den  grössten  gemeinschaftlichen  Divi- 
sor ^i"~^  haben,  so  muss  a  auch  der  Congruenz 

x^         ^1  {mod.  p) 
genügen;  a  ist  also  nicht,  wie  wir  vorausgesetzt  haben,  eine  pri- 
mitive Wurzel  von  a?*    ^  1  [mod.  p). 

Wenn  demnach  a  eine  primitive  Wurzel  der  ersten,  b  der 
zweiten,  u.  s.  w.,  /  der  letzten  der  Congruenzen  (4)  bezeichnet, 
so  ist  das  Produkt  a  b  ...  l  oder  sein  Rest  eine  primitive  Wurzel 
der  vorgelegten  Congruenz  (5).  Ausserdem  lässt  sich  mittels  des 
in  No.  104  bei  der  Betrachtung  der  binomischen  Gleichung  an- 
gewandten Schlussverfahrens  darthun,  dass  alle  Wurzeln  von  (5), 
sowohl   die   primitiven,    als  auch  die  nicht  primitiven,  durch  die 

Formel 

a  b  ...  l 

dargestellt  werden,  in  welcher  für  a,b,  ...,l  beziehungsweise 
alle  Wurzeln  der  ersten,  der  zweiten,  ...,  der  letzten  der  Con- 
gruenzen (4)  zu  nehmen  sind,  und  dass  diese  Formel  alle  primi- 
tiven Wurzeln  liefert,  wenn  man  für  a,  6 /  die  verschiede- 
nen  primitiven  Wurzeln   derjenigen   Congruenzen   nimmt,   denen 

sie  angehören.  Da  es  q^^(l \  primitive  Wurzeln  a,  r*^l  —  ~\ 

primitive  Wurzeln  b,  .  .  .,  s^  tl ^  primitive  Wurzeln  /  giebt, 

so  besitzt  die  vorgelegte  Congruenz 
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'     '"('-j)C-7)---C-l)  =  w».) 

primitve  Wurzeln. 

Satz  über  die  Reste  von  Potenzen,  deren  Grad  ein  Divisor 
von  p — 1  ist. 

310.  Lehrsatz.  —  Der  Modul  p  sei  eine  Primzahl  und 
Q^  ein  Divisor  von/? —  1;  ferner  bezeichnen  x^  und  ^  zwei 
zwischen  0  und  p  enthaltene  Zahlen;  hat  man  dann 

^f  ^  ^  [mod.  p)  , 
so  ist  auch 

p-i 

^  ■*  ^  1  [mod.  p)  , 

und  wenn  umgekehrt 

^  '^  ^  1  [mod.  p) 

ist,  so  besitzt  die  Congruenz 

x^  ^  '^  [mod.  p) 
d-  Wurzeln. 

Der  erste  Theil  des  Satzes  leuchtet  unmittelbar  ein;  erhebt 
man  nämlich  beide  Glieder  der  Congruenz 

icf  =  I  [mod.  p) 
auf  die  (j-Qr\''  Potenz,  so  ergiebt  sich 

^?j  1  _  ^  ^    ^^^^  ^^  ^ 

oder,   des  Fermat'schen  Satzes  wegen, 

P--X 

I  ^  ^  1    [mod.  p)  . 
P-i. 

Umgekehrt  sei  ^  ^   ^  3  ,  oder 

§^  — 1  =  pO. 
Wird  jedes  Glied  dieser  Gleichung  von  xP-^—1  subtrahirt,  so  folgt 

y-i  p—i  p~i 

xP-^  —  l—pQ  =  xP-^  —  ^  -'^     =    (a:«*^)  -^  '  —  ^'^' . 

Das  zweite  Glied  dieser  Gleichung  ist  durch  x^  —  'e,  Iheilbar ;  das- 
selbe Oinss  daher  mit  xP-^  —  1  —  p  ^  der  Fall  sein;  folglich  hat 
die  Congruenz 

x^  —  i,  ^  0  [mod.  p) 
nach  dem  in  No.  299  bewiesenen  Satze  -ö-  Wurzeln. 
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Zusatz. —  Wenn  p  eine  Primzahl  ist,  und  wenn  sich 
durch  Zerlegung  von  p—1  in  seine  Primfactoren 

p  —  1  =   2^  q'^  r    ...  s 

ergiebt,  so  sind  die  nicht  primitiven  Wurzeln  derCon- 
gruenz 

,xP-i  —  1^0  {mod.  p]  , 

welche  Wurzeln  wenigstens  einer  der  Congruenzen 

p — 1  p — 1  p — 1  p — 1 

x^  =   1    ,    x^    ^   1   ,    x~^  =   1   ,   .  .  .   ,    x~^  =   1 

angehören,  Reste  von  Quadraten,  oder  von  «^^^'^Poten- 
zen,  oder  von  r^*^"  Potenzen,  u.  s.  w,,  oder  von  s^^"  Po- 
tenzen. Umgekehrt  ist  jeder  Rest  eines  Quadrats,  oder 
einer  ^^•^"  Potenz,  oder  u.  s.  w.  eine  Wurzel  einer  der 
letzten  Congruenzen  und  nicht  primitive  Wurzel  der 
Primzahl  p. 

Dieser  Zusatz  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  dem  vorhergehen- 
den Satze.     Man  kann  hinzufügen,  dass  die  Hälfte  der  Zahlen 

1,2,3,...,  p—1 
Quadrate  (Reste  von  Quadraten),  der  q^"  1\\Qi\  g'*"  Potenzen,  der 
r'«Theil  r**^  Potenzen,  u.  s.  w. ,  der  s^^  Thcil  s'''  Potenzen  sind. 
Retrachtet  man  allgemeiner  nur  diejenigen  dieser  Zahlen,  welche 
gleichzeitig  2'^,  q^^,  r^'^,  ...  Potenzen  sind,  so  ist  der  s*'' Theil 
derselben  auch  .s"'  Potenzen.  Die  Zahlen,  welche  gleichzeitig  Reste 
von  Quadraten,  von  5-'^",  r'*"",   u.  s.  vv.  Potenzen  sind,   genügen 

nämlich  den  Congruenzen 

p — 1  p — 1  p — 1 

X  ^     ^  1  ,    X  'i    ^  1  ,   X  ''     ^1,...  {mod.  p)  , 

und  sind  folglich  Wurzeln  von 

JtzL 
x^^r...  ^  ^  [mod.  p)  ; 

ihre  Anzahl  ist  daher  -^- — .    Die  Anzahl  derjenigen  dieser  Wur- 

2qr . ..  d       o 

zeln,  welche   auch   noch  s^^  Potenzen  sind,  ist  -^ >  mithin 

2qr  ...s 

der  s*^  Theil  der  ersteren  Zahl. 
311.     Die  Congruenz 

(1).  xP-^  ~  \  =.  0  {mod.  p) 

kann  auf  die  Form 


(a;  2  _  1)  (^  2    _{_  1)  =  0  {: 


mod.  p) 
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gebracht  werden,  und  jede  der  beiden  Congriienzen 

(2).  x'^    —1  =  0  {mod.  p)  , 

(3).  a:  2    _^  1   =  0  (morf.  />)  , 

in  die  sie  zerfällt,  hat  '—-  Wurzeln.     Ausserdem  ist  nach  dem 

Satze  der  No.  310  jede  Wurzel  der  Congruenz  (2)  der  Rest  eines 
Quadrats  oder  ein  quadratischer  Rest.  Dagegen  kann  keine 
Wurzel  von  (3)  <i er  Rest  eines  Quadrats  sein;  die  Wurzeln  dieser 
Congruenz  (3)  werden  deshalb  quadratische  Nichtreste,  oder 
einfach  Nichtreste  genannt. 

Die  Zahl  a  ist  demnach  ein  quadratischer  Rest  oder  Nicht- 
rest  für  den  Primzahlmodul  p,  jenachdem  sie  der  Congruenz  (2) 
oder  der  Congruenz  (3)  genügt,  d.  h.  jenachdem  die  Division  von 

a  2  durch  p  den  Rest  -\-l  oder  den  Rest  — 1  liefert.  Legendre 
hat  vorgeschlagen,  diesen  Rest  durch  das  Symbol  (^  darzustel- 
len, so  dass  man 

hat,  wenn  a  ein  quadratischer  Rest,  dagegen 


e) 


—  1, 

w  / 
wenn  a  ein  Nichtrest  ist. 

Wenn  p  von  der  Form  di -f-  1  ist,  so  sind  die  beiden  Zah- 
len a  und  — a  offenbar  gleichzeitig  Reste  oder  Nichtreste.  Hat 
aber  p  die  Form  4/ -(-3,  so  ist  eine  der  beiden  Zahlen  a  und 
—  a  ein  Rest,  die  andere  ein  Nichtrest. 

Sind  die  Zahlen  a  und  b  entweder  beide  Reste,  oder  beide 
Nichtreste,  so  hat  man 

p—l  p—1l  p—l 

a~^=  +  1    ,    h''   =  +  1    .    folglich  {ab)^=  +  1   [mod.  p)  , 

d.  h.  das  Produkt  a  b  ist  ein  Rest.    Wenn  dagegen  eine  der  Zahlen 

«  und  b  ein  Rest,  die  andere  ein  Nichtrest  ist,  so  hat  man 

;— 1       •  p—}       __  P^ 

«2  =  +  1    ,    ft  2   =  ip  1   ^    folgliph  (a&)  2   =  _  1  ^„^Q^l  p^  ^ 

d.  h.  das  Produkt  ab  ist  ein  Nichtrest. 

Dieses  Resultat  lässt  sich  durch  die  Formel 
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(7)-(y)(;;)  ■ 

ausdrücken,  und  es  liegt  auf  der  Hand,  dass  allgemein 

('^)  =  (7)(~)(7)(7)--- 

ist.    Wir  werden  später  einen  sehr  schönen  Satz  von  Legend re 
kennen  lernen,  welcher  es  ermöglicht,  den  Werth  der  Ausdrücke 


(7) 


mit  Leichtigkeit  zu  bestimmen. 


Aufsuchung  der  primitiven  Wurzeln  einer  Primzahl. 

312.  Der  in  No.  310  hergeleitete  Satz  liefert  ein  Mittel,  die 
primitiven  Wurzeln  einer  Primzahl  p  zu  bestimmen. 

Es  seien  2,  «7,  r,  ...,  s  die  ungleichen  Primfactoren  von  p— 1; 
werden  dann  aus  der  Reihe  der  ^ — 1  Zahlen 

1,2,3,4,...,  p—1 

alle  Reste  von  2»«",  q^"'^ ,  r^"'',  .  .  .,  s^en  Potenzen  entfernt,  so 
bleiben  nur  die  primitiven  Wurzeln  von  p  zurück. 

Durch  Beseitigung  der  Quadrate  schliesst  man  die  Hälfte  der 
Zahlen  aus;  durch  Wegschaffung  der  5-''^"  Potenzen  entfernt  man 
den  ?*^"  Theil  der  übrig  gebliebenen  Zahlen,  u.  s.  w.  Wir  wollen 
z.  B.  die  primitiven  Wurzeln  von  31  bestimmen.  Zu  diesem 
Zwecke  schreiben  wir  die  30  Zahlen 

[1,2,3,4,5,6 

(!)•  11  ,  12  ,  13  ,  14  .  15  ,  16 

i  21  ,  22  ,  23  ,  24  ,  25  ,  26 

auf.  Da  die  Primfactoren  von  30  2,  3  und  5  sind,  so  haben  wir 
nur  die  Reste  der  zweiten,  dritten  und  5*^"  Potenzen  aus  der 
Reihe  (1)  zu  entfernen. 

Um  die  Quadrate  auszuschliessen,  erheben  wir  die  Zahlen  (1) 
auf  die  zweite  Potenz.  Die  Quadrate  der  fünfzehn  ersten  Zahlen 
sind 

1  ,4,9,  16,  25,36,49,64,81  ,  100,121,  144,  169,  196,225; 

sie  haben  die  Reste 

(2).     1  ,  4  ,  9  ,  16  ,  25  ,  5  ,  18  ,  2  ,  19  ,  7  ,  28  ,  20  ,  14  ,  10  ,  8. 


7  , 

8  , 

,     9  , 

,  10 

17  , 

,   18  , 

,  19  , 

,  20 

27  , 

,  28  , 

,  29  , 

,  30 
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Die  Quadrate  der  fünfzehn  letzten  Zahlen  der  Reihe  (1)  würden 
dieselben  Reste  liefern,  da 

(31— Ä)2  =  h^  {mod.  31) 
ist.    Lässt  man  die  Zahlen  (2)  aus  der  Reihe  (1)  fort,  so  bleiben 
die  fünfzehn  Zahlen 

(3).  3  ,  6  ,  11  ,  12  ,  13  ,  15  ,  17  ,  21  ,  22  ,  23  ,  24  ,  26  ,  27 ,  29  ,  30 
zurück;  es  sind  jetzt  noch  die  3*'""  und  die  5*^"  Potenzen  aus  (3) 
fortzuschaffen.  Jede  schon  unterdrückte  Zahl  (2)  genügt  der  Con- 
gruenz 

x^^  =  1  [mod.  31)  ; 

ihre  dritte  und  ihre  fünfte  Potenz  genügen  dieser  Congruenz  gleich- 
falls, befinden  sich  also  unter  den  bereits  ausgeschiedenen  Zahlen. 
Danach  sind  die  Zahlen  der  Reihe  (3),  die  noch  beseitigt  werden 
müssen ,  Reste  von  dritten  und  von  fünften  Potenzen  ebenderselben 
Zahlen  (3).  Um  die  Reste  der  dritten  Potenzen  der  Zahlen  (3) 
zu  erhalten,  genügt  es,  die  ersten  Potenzen  mit  den  quadratischen 
Resten  zu  multipliciren,  welche  die  Reihe  (2)  kenneu  lehrt,  und 
welche  folgende  sind: 

9  ,  5  ,  28  ,  20  ,  14  ,  8  ,  10  ,  7  ,  19  ,  2  ,  18  ,  25  ,  16  ,  4  ,  1. 
Man  erhält  auf  diese  Weise  die  folgenden  kubischen  Reste: 

27  ,  30  ,  308  ,  240  ,  182  ,  120  ,  170  ,  147  ,  418 ,  46  ,  432  ,  650, 

432  ,  116  ,  30  ; 
ihre  kleinsten  Reste  sind 

(4).  27,30,29,23,27,27,  15,23,  15.15,29,30,29,23,30. 
Wie  wir  im  Voraus  wussten,  sind  darunter  nur  fünf  verschiedene, 
nämlich 
(5).  '  15  ,  23  ,  27  ,  29  ,  30  . 

Werden  diese  aus  der  Reihe  (3)  fortgelassen,  so  bleiben  nur  noch 
die  zehn  Zahlen 

(6).  3  ,  6  ,  11  ,  12  .  13  ,  17  ,  21  ,  22  ,  24  .  26 

zurück.     Es  handelt  sich  jetzt  darum,  aus  (6)  die  Zahlen  zu  ent- 
fernen ,  w  eiche  Reste  von  fünften  Potenzen  sind.    Jede  der  schon 
ausgeschiedenen  Zahlen  genügt  einer  (1er  Congruenzen 
x^^  =  1  [mod.  31)     ,     x^^  =  \  [mod.  31)  • 
Dasselbe  ist  daher  mit  ihrer  fünften  Potenz  der  Fall,  welche  folg- 
lich sich  unter  den  ausgeschiedenen  Zahlen  bereits  vorfindet:  eine 
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Zahl  der  Reihe  (6)  kann  mithin  die  fünfte  Potenz  von  keiner  Zahl 
sein,  die  nicht  in  derselben  Reihe  (6)  vorkommt.  Um  nun  die 
Reste  der  fünften  Potenzen  der  Zahlen  (6)  zu  erhalten,  genügt 
es,  die  schon  gebildeten  kubischen  Reste  mit  den  entsprechen- 
den quadratischen  Resten  zu  multipliciren,  und  die  kleinsten  Reste 
der  so  erhaltenen  Produkte  zu  nehmen.    Die  kubischen  Reste  sind 

27  ,  30  ,  29  ,  23  ,  27  ,  15  ,  23  ,  15  ,  29  ,  30  , 
die  quadratischen 

9  ,  5  ,  28  ,  20  ,  14  ,  10  ,  7  ,  19  ,  18  ,  25  . 
Daraus  bildet  man  die  Produkte 

243  ,  150  ,  812  ,  460  ,  378  ,  150  ,  161  ,  285  ,  522  ,  750  . 
als  deren  kleinste  Reste  sich 

26  ,  26  ,  6  ,  26  ,  6  ,  26  ,  6  ,  6  ,  26  ,  6 

ergeben.  In  der  Reihe  (6)  sind  danach,  wie  wir  übrigens  im 
Voraus  wussten,  nur  zwei  fünfte  Potenzen,  nämlich 

6  ,  26 
vorhanden.     Werden  dieselben  aus  der  Reihe  (6)  fortgelassen,  so 
bleiben  nur  die  acht  Zahlen 

3  ,  11  ,  12  ,  13  ,   17  ,  21   ,  22  ,  24 
übrig,  und  diese  sind  die  primitiven  Wurzeln  von  31. 

313.  Die  Aufsuchung  der  primitiven  Wurzeln  stützt  sich 
hauptsächlich  auf  den  Versuch.  Das  im  Vorhergehenden  angegebene 
Verfahren  ist  für  einen  auch  nur  wenig  beträchtlichen  Modul  nicht 
mehr  durchzuführen;  deshalb  halten  wir  es  für  nützlich,  eine  an- 
dere, von  Gauss  herrührende  Methode  hier  mitzutheilen,  mittels 
welcher  man  eine  primitive  Wurzel  ziemlich  leicht  ermitteln  kann. 
Die  übrigen  primitiven  Wurzeln  ergeben  sich  dann  auf  eine  in 
No.  306  angedeutete  Weise,  die  wir  später  an  einem  Beispiel 
kennen  lernen  werden.  Die  Methode  von  Gauss  besteht  im 
Folgenden: 

Man  nimmt  eine  beUebige  Zahl  a  aus  der  Reihe  2,  3,  ..., 
[p  —  1),  z.  B.  2,   und  bestimmt  die  Periode  derselben,  d.  h.  die 
Periode  der  Reste,  welche  die  Potenzen 
a  ,  ä^  ,  a^  ,   .  .  . 
liefern.     Enthält  diese  Periode  p — 1  Terme,   so  ist  a  eine  pri- 
mitive Wurzel.     Im   entgegengesetzten  Falle   nimmt  man  eine  in 
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tler  Periode  von  a  nicht  vorkommende  Zahl  b  und  bestimmt  auch 
deren  Periode.  Besteht  letztere  aus  p  —  1  Termen,  so  ist  b  eine 
primitive  Wurzel.  Wir  nehmen  aber  an,  dies  sei  nicht  der  Fall, 
und  bezeichnen  mit  n  den  Exponenten,  zu  welchem  a,  mit  m  den 
Exponenten,  zu  weichem  b  gehört.  Da  die  Reste  der  Potenzen 
von  a  alle  Zahlen  umfassen,  welche  zum  Exponenten  n,  und 
auch  alle  Zahlen,  welche  zu  einem  in  ?i  aufgehenden  Ex- 
ponenten gehören,  so  kann  m  kein  Divisor  von  n  sein.  Es  ist 
aber  möglich,  dass  m  ein  Vielfaches  von  n  ist,  und  in  diesem 
P'alle  bringt  uns  die  Kenntniss  von  b  unserem  Ziele  insofern  näher, 
als  wir  jetzt  eine  Zahl  kennen,  welche  zu  einem  höheren  Expo- 
nenten als  a  gehört.  Es  sei  nun  m  weder  gleich  p  —  1,  noch 
gleich  einem  Vielfachen  von  n.  Wir  bezeichnen  das  kleinste  ge- 
meinschaftliche Vielfache  von  n  und  m  mit  s  und  zerlegen  s  in 
zwei  Eactoren  n' ,  m' ,  welche  prim  zu  einander  sind  und  bezie- 
hungsweise in  die  Zahlen  n,  m  aufgehen.  Diese  Zerlegung  kann 
folgendermassen  ausgeführt  werden:  Man  zerlegt  die  Zahlen  n  und 
m  in  ihre  Primfactoren ;  einer  derselben,  dessen  y'*^  Potenz  in  s 
eingehen  soll,  sei  c.  Wenn  c^  ein  Divisor  von  ti  allein  ist,  so 
macht  man  ihn  zu  einem  Bestand theile  von  n';  wenn  umgekehrt 
c^  nur  in  m  aufgeht,  so  führt  man  c^  in  m'  ein;  wenn  endlich 
cv  ein  gemeinschaftlicher  Divisor  von  m  und  n  ist,  so  kann  man 
cy  ganz  nach  Belieben  entweder  in  n',  oder  in  m'  einführen. 
Ebenso  verfährt  man  mit  den  übrigen  Primfactoren  von  s.  Es 
ist  dann  s=^n'm'  und  zugleich  7i  =  n'  e  ,  m  =  m'  f ,  wo  e  und 
/"ganze  Zahlen  bedeuten.  Dies  vorausgesetzt,  behaupten  wir,  dass 
die  Zahl  a'  in  Beziehung  auf  den  Modul  p  zum  Exponenten  n' 
gehört;  die  n''*^  Potenz  von  «^  ist  nämlich  a"  und  liefert  folglich 
den  Rest  1;  ausserdem  kann  für  einen  Exponenten  v,  der  kleiner 
als  n'  ist,  [a^Y  oder  a^"  nicht  congruent  1  sein;  denn  ve  ist 
kleiner  als  n,  und  a  gehört  der  Voraussetzung  nach  zum  Exponen- 
ten n.  Ebenso  zeigt  man,  dass  b^  zum  Exponenten  m'  gehört; 
daraus  ergiebt  sich  (No.  307) ,  dass  das  Produkt  a^  .  b^  oder  sein 
Rest  zum  Exponenten  m'n'  =  s  gehört. 

Diese  Methode  führt  in  allen  Fällen  zu  einer  Zahl,  welche 
zu  einem  höheren  Exponenten  als  diejenige  Zahl  gehört,  von  der 
man  ausging.  Durch  wiederholte  Anwendung  des  dargelegten  Ver- 
fahrens wird  man  also  sicherlich  einmal  zu  einer  Zahl,  die  zum 
Exponenten  p— 1  gehört,  d.  h.  zu  einer  primitiven  Wurzel  von 
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p  gelangen.     Meist   treten   aucli    noch    besondere  Umstände  ein, 
welche  eine  Vereinfachung  der  Methode  gestatten. 

314.  Erstes  Beispiel —  Es  soll  eine  primitive  Wur- 
zel der  Primzahl  71  ermittelt  werden. 

Wir  bilden  zunächst  die  Periode  der  Zahl  2.  Zu  diesem  Zwecke 
haben  wir  die  Reihe  der  Potenzen  von  2  zu  berechnen.  Jede  der- 
selben wird  dadurch  erhalten,  dass  man  die  vorhergehende  Potenz 
mit  2  multiplicirt.  Vor  dieser  Multiplication  ist  der  Einfachheit 
wegen  jeder  Multiplicand  durch  seinen  kleinsten  positiven  Rest 
zu  ersetzen.  Es  ergiebt  sich,  dass  die  Periode  von  2  aus  den 
folgenden  35  Termen  besteht: 


(!)• 


Die  Zahl  2  ist  also  keine  primitive  Wurzel,  sondern  gehört  zum 
Exponenten  35.  Es  lässt  sich  aber  leicht  einsehen,  dass  ihre  Er- 
gänzung zu  71,  d.  h.  die  Zahl  69,  eine  primitive  Wurzel  von  71 
sein  muss.     Aus  der  Identität 

69  =  71  —  2 
folgt  nämlich 

69^  =  2'^         1 


'  ~2 

4 

,  8 

16 

32 

.  64 

57 

43  , 

15  . 

30  , 

60  , 

49  , 

27  , 

54 

-  37 

3  , 

6 

12 

24 

48  , 

25 

50 

29 

58  , 

45 

19 

38  , 

5 

10 

20  , 

40  , 

9 

18 

36 

1 

69^  =  —  2"''  I 


[mod.  71)  , 


und  diese  Relationen  setzen  uns  in  den  Stand,  die  Restreihe  der 
Potenzen  von  69  aus  der  Reihe  (1)  herzuleiten.  Dies  geschieht 
dadurch,  dass  wir  die  Reste  gerader  Ordnung  ungeändert  lassen, 
jeden  Rest  ungerader  Ordnung  dagegen  durch  seine  Ergänzung 
zu  71  ersetzen.  In  der  Reihe  der  Reste,  welche  die  Potenzen 
von  2  liefern,  und  deren  erste  Periode  die  Gesammtheit  der  Zahlen 
(1)  ist,  nimmt  der  Rest  1  den  35'"",  70'"",  .  .  .  Platz  ein;  in 
der  Periode  von  69  wird  dieser  Rest  daher  erst  auf  dem  70'"" 
Platze  erscheinen ,  folglich  ist  69  eine  primitive  Wurzel.  Bilden 
wir  die  Periode  von  69  in  der  angegebenen  Weise,  d.  h.  dadurch, 
dass  wir  die  Periode  von  2  zweimal  schreiben  und  jeden  Term 
ungerader  Ordnung  durch  seine  Ergänzung  zu  71  ersetzen,  so 
ergiebt  sich 
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69 

4 

63  , 

16  , 

39 

64 

14  , 

43 

56 

30 

11 

49 

44 

54  , 

34 

3  , 

65  . 

12 

47 

48 

46  , 

50 

42 

58 

26 

19 

33 

5  , 

61 

20 

31 

9 

53 

36 

70  , 

2 

67 

8 

55 

32 

,  7 

57  , 

28 

15 

41 

60 

22 

27 

17  , 

37 

68 

6 

59 

24 

23 

25  . 

(2)- 


21  ,  29  ,  13  ,  45  ,  52  ,  38  ,  66  , 
10  ,  51  ,  40  ,  62  ,  18  ,  35  ,  1  . 

und  allgemein  ist  die  A:*®  dieser  Zahlen  eine  primitive  Wurzel  von 


71,  wenn  k   prim  zu  70 

ist. 

Dana( 

;1]  ha 

t  71- 

die 

Wurzeln 

69  ,  63  ,  56 

,  11 

44 

65 

47 

,  42 

33  ,  61  ,  31 

,  53 

67 

55 

7 

,  28 

22  ,  68  ,  59 

,  21 

13 

52 

62 

,  35 

die  kleinste  derselben  ist  7. 

315.  Zweites  Beispiel.  — Es  soll  eine  primitive  Wur- 
zel der  Primzahl  73  ermittelt  werden. 

Wir  bilden  zunächst  wieder  die  Periode  der  Zahl  2,  die  in 
diesem  Falle  nur  die  9  Zahlen 

2  ,  4  ,  8  ,   16  ,  32  ,  64  ,  55  ,  37  ,  1 

enthält;  die  Zahl  2  gehört  daher  in  Beziehung  auf  den  Modul  73 
zum  Exponenten  9.  Da  3  in  der  vorhergehenden  Reihe  nicht 
vorkommt,  so  bilden  wir  die  Periode  von  3.     Es  ergiebt  sich 

3     ,9     ,  27  ,     8  ,  24  ,  72  , 
70  ,  64  ,  46  ,  65  ,  49  ,     1  ; 

3  gehört  also  zum  Exponenten  12.  Das  kleinste  gemeinschaft- 
liche Vielfache  von  9  und  12  ist  36;  die  in  No,  307  auseinander- 
gesetzte Methode  wird  folglich  eine  zum  Exponenten  36  gehörende 
Zahl  liefern.  Dieser  Exponent  36  ist  das  Produkt  der  Factoren 
9  und  4,  welche  prim  zu  einander  sind  und  beziehungsweise  in 
9  und  12  aufgehen;  die  Quotienten  dieser  Divisionen  sind  1  und 
3;  mithin  gehört  die  Zahl  2x3^  =  54  zum  Exponenten  36. 
Die  Periode  von  54  besteht  aus  den  36  Termen: 
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54  , 

69  , 

3 

16   ,    61    ,      9   , 

48, 

37 

27 

71  , 

38  , 

8 

67   ,   41   ,   24  , 

55 

50 

72 

19 

,     4 

70 

57  ,  12  ,  64  , 

25 

36 

46 

2 

35 

65 

6  ,  32  ,  49  , 

18 

23 

1 

(leren  Berechnung  durch  Berücksichtigung  der  Relation 

543  =  3  {mod.  73)  , 
aus  welcher 

54^'  --  3  .  54*-^  {mod.  73) 
folgt,  bedeutend  vereinfacht  wird.  In  der  Periode  von  54  ist  die 
Zahl  5  nicht  enthalten;  5^  oder  25  kommt  aber  darin  vor,  und 
zwar  nimmt  25  den  25^''"  Platz  ein.  Da  nun  25  prim  zu  72  ist, 
so  gehört  die  Zahl  25  zum  Exponenten  36,  also  die  Zahl  5  zum 
Exponenten  36x2  oder  72;  5  ist  daher  eine  primitive  Wurzel 
von  73. 

316.  Wir  lassen  hier  eine  Tabelle  folgen,  in  welcher  die 
kleinste  primitive  Wurzel  jeder  Primzahl  angegeben  ist,  die  zwi- 
schen 3  und  1000  liegt.  Alle  Primzahlen,  welche  die  primitive 
Wurzel  10  haben,  sind  mit  dem  Zeichen  *  versehen. 


Primzahl 

Prim. 
Wrzl. 

Primzahl 

Prim. 
Wrzl. 

Primzahl 

Prim. 
Wrzl. 

Primzahl 

Prim. 
Wrzl. 

3 

2 

83 

2 

193* 

5 

313* 

10 

5 

2 

89 

3 

197 

2 

317 

2 

7 

3 

97* 

5 

199 

3 

331 

3 

11 

2 

101 

2 

211 

2 

.337* 

10 

13 

2 

103 

5 

223* 

3 

347 

2 

17* 

3 

'     107 

2 

227 

2 

349 

2 

19* 

2 

109* 

6 

229* 

6 

353 

3 

23* 

5 

113* 

3 

233* 

3 

359 

7 

29*" 

2 

127 

3 

.    239 

7 

367*    ' 

6 

31 

3 

131* 

2 

241 

7 

373 

2 

37 

2 

137 

3 

251 

6 

379* 

2 

41 

6 

139 

2 

257* 

3 

383* 

5 

43 

3 

149* 

2 

263* 

5 

389* 

2 

47* 

5 

151 

6 

269* 

2 

397 

5 

53 

2 

157 

5 

271 

6 

401 

3 

59* 

2 

163 

2 

277 

5 

409 

21 

61* 

2 

167* 

5 

281 

3 

419* 

2 

67 

2 

173 

2 

283 

3 

421 

2 

71 

7 

179* 

2 

293 

2 

431 

7 

73 

5 

181* 

',     2 

307 

5 

433* 

5 

79 

3 

191 

i     19 

311 

17 

439 

15 
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Primzahl 

Prim. 
Wrzl. 

Primzahl 

Prim. 
Wrzl. 

Primzahl 

Prim. 
Wrzl. 

Primzahl 

Prim. 
Wrzl. 

443 

2 

587 

2 

719 

11 

859 

2 

449 

3 

593* 

3 

727* 

5 

863* 

5 

457 

13 

599 

7 

733 

6 

877 

2 

461* 

2 

601 

7 

739 

3 

881 

3 

463 

3 

607 

3 

743* 

5 

883 

2 

467 

2 

613 

2 

751 

3 

887* 

5 

479 

13 

617 

3 

757 

2 

907 

2 

487* 

3 

619* 

2 

761 

6 

911 

17 

491* 

2 

631 

3 

769 

11 

919 

7 

499* 

7 

641 

3 

773 

2 

929 

3 

503* 

5 

643 

11 

787 

2 

937* 

5 

509* 

2 

647* 

5 

797 

2 

941* 

2 

521 

3 

653 

2 

809 

3 

947 

2 

523 

2 

659* 

2 

811* 

3 

953* 

3 

541* 

2 

661 

2 

821* 

2 

967 

5 

547 

2 

673 

5 

823* 

3 

971* 

6 

557 

2 

677 

2 

827 

2 

977* 

3 

563 

2 

683 

5 

829 

2 

983* 

5 

569 

3 

691 

3 

839 

11 

991 

6 

571* 

3 

701* 

2 

853 

2 

997 

7 

577* 

5 

709* 

o 

857* 

3 

Bei  dieser  Gelegenheit  theilen  wir  noch  die  folgenden  Be- 
merkungen mit: 

1".  Wenn  p  von  der  F'orm  4  A:  -j-  1  und  a  eine  primitive 
Wurzel  ist,  so  ist  auch  — a  eine  primitive  Wurzel. 

2".  Wenn  p  von  der  Form  4  A:  -j-  3  ist,  so  können  a  und 
—  a  nicht  gleichzeitig  primitive  Wurzeln  sein. 

Jede  nicht  primitive  Wurzel  von  p  genügt  nämlich  einer  Con- 


gruenz 


;'-i 


X  ^    ^  \  [mod.  p)  , 
in  welcher  -9^  eine  in  p  —  1  aufgehende  Primzahl  ist.     Hat  man 
^j  ==  4  Ar  -j-  1 ,  so  ist  ^-^  eine  gerade  Zahl,  und  je  zwei  Wurzeln 
der  vorhergehenden  Congruenz  sind  einander  entgegengesetzt  gleich. 
Wenn  zweitens  p  =  4  /t  -f-  3  ist,  und  a  der  Congruenz 

a;  ^     ^  i  1  {mod.  p) 
genügt,  so  genügt  — a  der  Congruenz 

y-i         

X  '^    ^  -j-  1  [mod.  p)  ; 
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folglich   ist  wenigstens   eine   der   Zahlen   a  und   — a   eine   nicht 
primitive  Wurzel. 

Primitive  "Wurzeln  einer  Potenz  einer  ungeraden  Primzahl, 
oder  des  Doppelten  einer  solchen  Potenz. 

317.  Lehrsatz  I.  —  Wenn  p  eine  ungerade  Primzahl 
iindgf  eine  primitiveWurzel  vonp^  ist,  so  ist  die  Zahl 
groder  ihr  nach/?  genommener  Rest  auch  eine  primitive 
Wurzel  von  p. 

Bezeichnet  nämlich  n  den  Exponenten,  zu  welchem  g  in  Be- 
ziehung auf  p  gehört,  so  hat  man 

gf"  :^E  1  [mod.  p)  , 
oder 

g"  =^  1  -|-  k  p  , 

wo   k   eine   ganze  Zahl   bedeutet.     Wird   diese  Gleichung,  auf  die 
/>""  Potenz  erhoben,  so  ergiebt  sich 

gnp^    1    +     ^^p    +    ^fcA)^2^2_^    .... 

Alle  Terme  des  zweiten  Gliedes  dieser  Formel,  mit  Ausnahme  des 
ersten  Terms,  sind  durch  p^  theilbar;  wir  können  daher 

g^P  =  1  -\-  k.p'' 
s"etzen ,   wo   unter  k^   eine   ganze  Zahl  verstanden  wird.     Ebenso 
erhält  man  durch  mehrmalige  Erhebung  auf  die  p*^  Potenz 

gnp^    =     1     +    k^p\ 


gnp''    ^  =    1    -f    k,^^  py  ; 

k^,  .  .  .  ,  kv—i   bezeichnen   ganze  Zahlen.     Die  letzte  dieser  Glei- 
chungen lässt  sich  auf  die  Form 

g„py-i^  —   i   {mod.  p'') 
bringen  und  zeigt  somit,   dass  g  nur  dann  primitive  Wurzel  von 
p'^  sein  kann,  wenn  n  =^  p — ^  1  ist;    in  diesem  Falle  ist  aber  g 
primitive  Wurzel  von  p. 

318.     Lehrsatz  II.  —  Eine   primitive   Wurzel  g   der 
ungeraden  Primzahl  p   ist  auch  primitive  Wurzel  von 

0^-^  —  1 
py  (v  >  1),  wenn nicht  durch  p  theilbar  ist.    Um- 
gekehrt ist  g   keine   primitive  Wurzel  von  p* ,   wenn  p 

qP-^  -  1 

in aufgeht. 
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Bezeichnet  t  den  Exponenten,  zu  welchem  g  in  Beziehung  auf 
den  Modul  p*  gehört,  so  ist 

g'  ^^1  1  [mod.  p*)  , 
folglich  auch 

g*  TEL   1   {mod.  p)  . 

Da  g  der  Voraussetzung  nach  primitive  Wurzel  von  p  ist,  so  muss 
t  der  letzten  Congruenz  wegen  ein  Vielfaches  von  p —  1  sein. 
Ausserdem  ist  /  ein  Divisor  von 

f  {Pl  =  P'-^  (P  -  1)  , 
mithin  hat  man 

wo  X  <  oder  =  r  —  1  ist. 

Dies  vorausgesetzt,   sei  i  der  Exponent  der  höchsten  Potenz 
von  p,  welche  in  gP~^  —  1  aufgeht;  dann  ist 

gP-^    =    1     -I-    kp\ 

WO  k  eine  durch  p  nicht  theilbare  ganze  Zahl  bedeutet.  Man  er- 
hält hieraus,  wenn  man  beachtet,  dass  /  von  Null  verschieden 
sein  muss, 

gP{p-l)      =      1     _|_     ^.^    pi+l      , 


gPhp~l)    =     1   ^   lex  P'+^  ; 


darin  sind  k^,  k^,  ....  ki  durch  p  nicht  theilbare  ganze  Zahlen. 
Aus  diesen  Formeln  ist  ersichtlich,  dass 

X  =  V  —  i 
der  kleinste  der  Werthe  von  l  ist,  für  welche  man 

gP^(P-vt  =   1   {mod.p") 
hat.     Es  ist  daher 

X  ==  V  —  1   für  j  =  1 
und 

A  <  V  —  1  für  j  >  1  . 

Im  ersteren  Falle  gehört  g  zum  Exponenten  cp  {p^)  in  Beziehung 
auf  den  Modul  /?",  d.  h.  g  ist  eine  primitive  Wurzel.  Im  zweiten 
Falle  gehört  g  zu  einem  Exponenten,  der  kleiner  als  (p{p^)  ist, 
d.  h.  g  ist  keine  primitive  Wurzel. 

319.  Lehrsatz  III.— Jeder  primitiven  Wurzel  der  Prim- 
zahl p  entsprechen  p^~^{p—l)  primitive  Wurzeln  von  p^. 
Es  sei  a  eine  zwischen  0  und  p  —  1  liegende  primitive  Wur- 
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zel  von  p;  die  der  Wurzel  «  congruenteii  primitiven  Wurzeln  wer- 
den durch  den  Ausdruck 

g  =  a  -\-  kp 

gegeben,  in  welchem  k  irgend  eine  ganze  Zahl  ist;   daraus  folgt 

gP-i_  i  ^  («P-i_l)  -\-  ^-^  aP-^p  +  (P-|)(P-^)  aP-3^2^2_| 

Wir  nehmen  nun  erstens  an,  aP~^  —  1  sei  nicht  durch  p"^  theil- 
bar.  gP"^ — 1  ist  durch  p"^  theilbar  oder  nicht  theilbar,  jenachdem 

nP~^—\  nP—n 

+  (p  —  l)aP-n  oder —  k 

durch  p  theilbar  ist  oder  nicht.  Bezeichnet  daher  a  den  klein- 
sten Rest  von in  Beziehung  auf  p,  und  macht  man 

Ar  =  «-(-/<  , 

wo   h   eine   durch  p  nicht  theilbare  Zahl  ist,   so  sind  nach  dem 

Lehrsatz  II  alle  in  der  Formel 

(1).  g  =  a  -\-  ia-\-h)p 

enthaltenen  Zahlen  g  primitive  Wurzeln  von  p*. 

Ist  zweitens  aP~^  —  1  durch  p'^  theilbar,  so  geht  jo-  in  gP-^ —  1 
nur  dann  auf,  wenn  k  durch  p  theilbar  ist;  daraus  folgt,  dass 
die  Formel 

(2).  g  =  a-\-hp  , 

in  welcher  h  eine  durch  p  nicht  theilbare  Zahl  ist,  nur  primitive 
Wurzeln  von  p*  liefert.  Will  man  nur  die  Werthe  von  g  erbal- 
ten, welche  nach  dem  Modul  />"  incongruent  sind,  so  darf  man 
der  Grösse  h  in  den  Formeln  (1)  und  (2)  nur  q){p'*'~^)  =  p*-^{p — 1) 
verschiedene  Werthe  ertheilen;  ebensoviele  primitive  Wurzeln  er- 
geben sich  dann  für  den  Modul  p^. 

Anmerkung.  —   Da   a  primitive  Wurzel  von  p  ist,   öo  kann 

die  Zahl  aP~^  —  1  =  {a^^—  l)  (a~^+  l)  nicht  durch  p  theil- 
bar sein,  wofern  nicht 

«2     _f_  1  ^  0  {mod.  p2) 
ist. 

Zusatz.  —   Die  Anzahl   der  primitiven  Wurzeln  von 

p"  ist  gleich  9?  [p""^ (/>  —  1) ]  oder  gleich  cp(p{p*'). 

Nach  dem  Lehrsatz  I  ist  nämlich  jede  primitive  Wurzel  von 
p^  auch  primitive  Wurzel  von  p;  ferner  liefert  jede  der  (p{p — 1) 
primitiven  Wurzeln  von  /?,  wie  der  vorhergehende  Lehrsatz  aussagt. 
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cp  (/J""^)  primitive  Wurzeln  von  p^.  Die  Gesammtzalil  der  letzte- 
ren ist  somit 

<p  ip-')    .    cp{p—l)    =    cp  [p"-!  {p—l)]=<p(p  (p^). 

320.  Lehrsatz  IV.  —  Wenn  p  eine  ungerade  Prim- 
zahl bezeichnet,  so  ist  jede  ungerade  primitive  Wur- 
zel von  p*' zugleich  primitive  Wurzel  von  2p^,  und  umge- 
kehrt ist  jede  primitive  Wurzel  von  2p^  auch  primitive 
Wurzel  von*/)". 

Es  sei  g  eine  ungerade,   durch  p  nicht  theilbare  Zahl,   und 
es  mögen  «,  «'  die  Exponenten  sein,   zu  welchen  g  beziehungs- 
weise nach  den  Moduln  p''  ,  2^"  gehört;   dann  hat  man 
(1).  g"  ^  1   (piod.  p")  ,  g"'  ^  1   {mod.  2p''). 

Die  zweite  dieser  Congruenzen  liefert 
(2).  9"'  =  1  {mod.p''), 

folglich  ist  n'  ein  Vielfaches  von  ».  Da  ausserdem  g  eine  unge- 
rade Zahl  ist,  so  ist  g"  ^  1  {mod.  2);  die  erste  der  Congruen- 
zen (1)  liefert  daher  auch 

g"  =  1  {mod.  2p''), 
und  dieser  Congruenz  wegen  muss  n  ein  Vielfaches  von  n    sein. 
Man  hat  somit  n  =  n' ,   und  die  Zahl  g  gehört  in  Beziehung  auf 
die  Moduln  p" ,  2/)"  zu  ein  und  demselben  Exponenten. 

Da  nun 

ip{2py)  =  tp{p-)  =  pv-i{p  —  i), 

so  ist  die  Zahl  g  eine  primitive  Wurzel  für  den  einen  der  Moduln 
2/>",  p" ,  wenn  sie  es  für  den  andern  ist. 

Zusatz. —  Es  giebt  ebenso  viele  primitive  Wurzeln 
für  den  Modul  2/)^  als  für  den  Modul  p". 

Nimmt  man  nämlich  die  ungeraden  primitiven  Wurzeln  von 
p"  und  fügt  die  geraden  hinzu,  nachdem  man  jede  der  letzteren 
um  p"  vermehrt  hat,  so  erhält  man  (p(p  {p")  primitive  Wurzeln 
von  2/)^ 

321.  Beispiel.  —  Betrachten  wir  den  Fallp=7.  Die  pri- 
mitiven Wurzeln  von  7  sind  3  und  5;  man  hat 

33  =  27  ,  53  =  125  =  27  {mod.  49); 
folglich  sind  3  und  5  primitive  Wurzeln  von  7"  und  2x7"  ff"* 
jeden  Werth  des  Exponenten  v. 

Wir  setzen  v  =  2  voraus,  und  suchen  zunächst  die  primi- 
tiven Wurzeln  von  49.     Da 

Serret,  Algebra.    II.  5 
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5-^  =  312  ^  4,  —~-  =  11160  =  2  [mocl  7) 

ist,  so  hat  die  in  No.  319  mit  «  bezeichnete  Zahl  beziehungs- 
weise die  Werthe  4  und  2.  Die  primitiven  Wurzeln  von  49 
werden  daher  durch  die  Formeln 

^  =  3  +  7  (Ä  +  4)  ,  ^  =  5  +  7  (Ä  +  2) 

gegeben,  worin  Ji  prim  zu  7  sein  muss.  Ertheilt  man  dieser 
unbestimmten  Grösse  in  der  ersten  Formel  die  Werthe 

—  4,—  3,— 2,— l,+l,  +  2, 
in  der  zweiten  Formel  die  Werthe 

—  2,^1,  +1,  +2,  +3,  +4, 

so  erhält  man  die  beiden  folgenden  Reihen,  deren  jede  aus  sechs 
Wurzeln  besteht: 


oder 


Was  ferner  den  Modul  2  X  49  oder  98  betrifft,  so  besitzt  der- 
selbe die  zwölf  primitiven  Wurzeln 

3  ,  17  ,  45  ,  59  ,  73  ,  87, 

5  ,  33  ,  47  ,  61  ,  75  ,  89. 

lieber  die  Congruenz  x'  —  1^0  [motl.  M) ,  im  Falle  M  eine 

Potenz  einer  ungeraden  Primzahl  oder  das  Doppelte  einer 

solchen  Potenz  ist. 

322.     Es  sei  p  eine  ungerade  Primzahl,   und   a  eine  Wur- 
zel der  Congruenz 

(1).  iK^  —  1  =  0  [mod.p"  oder  2/>*); 

dann  ist  gleichzeitig 

a'  =  1  ,  aP""^  (P-i)  =  1  {mod.  p"  oder  2  p''). 

Bezeichnet  daher  &  den  Exponenten,  zu  welchem  a  in  Beziehung 
auf  den  Modul  M=p^  oder  =  2p*  gehört,  so  ist -^  ein  gemein- 
schaftlicher Divisor  der  Zahlen 

i,p'-'{p—i}' 


3 

,  10 

,      17       : 

,  24   , 

,  38   ., 

.  45, 

5 

,  12 

,  2G 

,  33 

,  40 

,  47, 

3 

.  3'3  , 

,  325  . 

,  337  , 

.  3'«  , 

,  331, 

329 

,  31'  , 

,  31^  .. 

,  341  , 

323 

,  35. 
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und  muss  folglich  in   den   grössten   gemeinschaftlichen  Divisor  n 
dieser  Zahlen  aufgehen.     Da   nun 

a*  ^  1   [mod.  p"  oder  2  p^) 
ist,  so  muss  auch 

a"  =  1  [mod.  p"  oder  2  p^) 

sein,  und  daraus  geht  hervor,  dass  alle  Wurzeln  der  vorgelegten 
Congruenz  auch  der  Congruenz 

(2).  a:"  —  1  =  0  [mod.  p*  oder  2^") 

angehören,  deren  Grad  n  ein  Divisor  von  p^~^  [p — 1)  ist.   Wenn 

n=p''-^  {p  —  1)  ist,  so  geht  die  Congruenz  (2)  über  in 

(3).  ocP"'^  <P-i)  —1=0  {mod.  p"  oder  2  p^) 

und  hat,   wie  wir  wissen,   die  p*~^  {p  —  1)   Zahlen  zu  Wurzeln, 

welche  prim  zum  Modul   und   nicht  grösser  als   der  Modul  sind. 

Unter  diesen   Wurzeln   befinden   sich  qo  [p^~^  {p  —  1)]   primitive, 

deren   Ermittlung  wir   oben   gelehrt    haben.     Bezeichnet  a   eine 

dieser    primitiven    Wurzeln,    so    sind    die    kleinsten    Reste    der 

Potenzen 

(4).  1  ,  a  ,  a^  ,  a^  ,  ...  ,  aP"'^  (P-D 

die  Wurzeln  der  Congruenz  (3). 

Wir  nehmen  jetzt  an,  n  sei  irgend  ein  Divisor  von  p^~^{p — 1), 
setzen 

p"  ip—l)  =  nO- 
und  betrachten  irgend  einen  Term  a""  der  Reihe  (4).     Damit 

[ar^Y  ^  1  oder  oT"'  ^  1  {mod.  p"  oder  2  p*) 
sei,   ist  erforderlich  und   hinreichend,   dass  n'9"  in  mn  aufgehe, 
d.  h.  dass  m  ein  Vielfaches  von  %•  sei.     Daher  hat  die  Congruenz 
(2)  genau  n  W^urzeln,   und  es  sind  dies  die  nach   dem  Modul  p" 
oder  2  p''  genommenen  Reste  der  Potenzen 
(5).  a^  ,  a^^  ,  .  .  .  ,  a»». 

Man  erhält  auf  diese  Weise  den 

Lehrsatz  I.  —  Die  Congruenz  a;^  —  1  ^  0  (worf.p*  oder 
2p^)hat  so  viele  Wurzeln,  als  der  grösste  gemein- 
schaftliche Divisor  der  beiden  Zahlen  t  und  p"-^  (p — 1) 
Einheiten  enthält. 

Es  sei  ferner  a'^  irgend  ein  Term  der  Reihe  (5).  Damit 
man 

5* 
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(rt'^^)*  =  ö^'^  =  1  {mod.  p*  oder  2  p*) 

habe,  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  ä?^  durch  ji&,  oder 
/rz  durch  n  iheilbar  sei.  Wenn  i  prim  zu  n  ist,  so  wird  diese 
Bedingung  nur  dann  erfüllt,  wenn  n  in  k  aufgeht;  in  diesem 
Falle  gehört  «'-^  offenbar  zum  Exponenten  n.  Haben  aber  i  und 
n  einen  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  d,  der  >  1  ist,  so 
hat  man 


^i9\d  (r,<i\"9 


1  {mod.  p"  oder  2  p'*'), 


und  «'^  gehört  zum  Exponenten  —  •  Daraus  ergiebt  sich  der 
folgende  Satz: 

Lehrsatz  IL  —  D  i  e  C  o  n  gr  u  e  n  z  x"  ^  1  {mod.  p*  oder  2  p^), 
deren  Grad  «ein  Divisor  von  p^~^  {p  —  1)  ist,  hat  so  viele 
primitive,  d.  h.  zum  Exponenten  n  gehörende  Wurzeln, 
als  es  Zahlen  giebt,  die  prim  zu  «und  nicht  grösser 
als  «  sind. 

Der  Modul  2". 

323.  In  No.  305  haben  wir  gesehen,  dass,  sobald  man  v>  2 
voraussetzt,  schon  die  (2^~  )*^  Potenz  jeder  ungeraden  Zahl  nach 
dem  Modul  2^  der  Einheit  congruent  ist.  Nur  für  v  =  2  findet 
eine  Ausnahme  statt,  da  es  in  diesem  Falle  wirklich  eine  primi- 
tive Wurzel,  nämlich  3,  giebt. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  v  sei  grösser  als  2;  dann  ist  der 
Exponent,  zu  welchem  irgend  eine  ungerade  Zahl  in  Beziehung 
auf  den  Modul  2''  gehört,  eine  Potenz  von  2,  deren  Grad  =?= 
oder  <  V  ^ —  2  ist. 

Die  Zahl  1  ist  die  einzige,  welche  zum  Exponenten  1  ge- 
hört; wir  beschäftigen  uns  nur  mit  denjenigen  ungeraden  Zahlen, 
welche  grösser  als  1  sind.  Jede  derselben  kann  durch  die 
Formel 

(1).  a  =  2'+'  k±l 

dargestellt  werden,  in  welcher  k  eine  ungerade  Zahl  und  i  einen 
Exponenten  bezeichnet,  der  auch  Null  sein  kann.  Aus  (1)  ergiebt 
sich  leicht  die  Reihe  der  Formeln 


(2). 
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«22  ^   2'+^   ^2   +   1' 


«2"^  =   2'+2-f^A:j  +    1, 
in  welchen  k^  ,  k^  ,  .  . .  ,  ki  ungerade  Zahlen  bedeuten. 

Ist  2*^  der  Exponent,  zu  welchem  die  Zahl  a  gehört,  so  hat 
man 

?  -j-  2  4"  ^  ==  ö*^^**  >  ^» 
wenn  ^  >   1  ist,  so  kann  i  -\-  2  -\-  8  nicht  >  v  sein,  da  sonst 
den  Formeln  (2)  zufolge  «^«^-^  _  i  durch  2*  theilbar,   also   der 
Exponent,    zu  welchem  a  gehört,    kleiner    als  2''  wäre.      Es    ist 

daher 

i  ^  2  ==  V  —  8, 

und  die  Formel  (1)  geht  über  in 

(3).  a  =  2"-'^  Ä:  +  1. 

Man  kann  k  die  2*-^  Werthe 

1,3,5,...,  (2«^— 1) 
crtheilen  und  erhält  des  doppelten  Zeichens  +  ^^egen  für  a  zwei 
Reihen  von  Werthen,   deren  jede   aus  2^-^  Tennen   besteht;   es 
ergiebt  sich  somit  der 

Lehrsatz.  —  Bezeichnet  8  eine  der  Zahlen  2,  3,  4, 
...  ,  (v  —  2),  so  giebt  es  2*  Zahlen,  welche  in  Bezie- 
hung auf  den  Modul  2*'  zum  Exponenten  2    gehören. 

Wenn  die  schon  betrachtete  Zahl  a  zum  Exponenten  2  gehört, 
so  liefert  die  erste  der  Formeln  (2) 

i  -f-  3  =  oder  >  v  ,  t  -|-  2  ==  oder  >  v  —  1. 
Nimmt  man  aber  t-\-2  =  v,  so  muss,   da  «  der  Voraussetzung 
nach    kleiner   als   der  Modul   2^  ist,    in   der  Formel  (1)  k=l 
gemacht  und  das  Zeichen  +  durch  —  ersetzt   werden;   es  giebt 
daher  drei  zum  Exponenten  2  gehörende  Zahlen,  nämlich 

(4).  2"-'—!  ,  2'"'-fl  .  2"-  1. 

Die  Zahlen,  welche  zum  höchsten  im  vorliegenden  Falle  in  Betracht 
kommenden  Exponenten,  nämlich  zu  2*"~  gehören,  werden  da- 
durch erhalten,  dass  man  in  der  Formel  (3)  8  =  v  —  2  macht. 
Ersetzt  man  zugleich  k  durch  2  k  -\-  1 ,  so  erhält  man  die  beiden 
Formeln 
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a  =   8Ä:-f-3,rt   =  8Ä   +   5, 

welche  alle  zum  Exponenten  2*^^"  gehörenden  Zahlen  liefern.  Es 
wird  hierbei  aber  vorausgesetzt,  dass  v  >  3  sei;  denn  für  v  =  'd 
sind  die  zum  Exponenten  2*~  =  2  gehörenden  Zahlen  den  For- 
meln (4)  zufolge 

3,5,7. 

Wir  lassen  diesen  Fall  bei  Seite  und  bezeichnen,  v  >  3 
vorausgesetzt,  mit  b  irgend  eine  Zahl  von  der  Form  8k-\-'d, 
mit  c  irgend  eine  Zahl  von  der  Form  8  ^  -|-  5.  Jede  der  bei- 
den Reihen 

b  ,  b""  ,  ..  .  ,  62»'-2, 

c  ,    c    ,  .  .  .  ,  c 

liefert  2*~  verschiedene  Reste,  da  b  und  c  zum  Exponenten  2^~^ 
gehören.  Ausserdem  sind  die  ungeraden  Potenzen  von  b  und  von 
c  beziehungsweise  von  den  Formen  8^  -f-  3  ,  8  k  -\-  b,  wäh- 
rend die  geraden  Potenzen  sowohl  von  b,  als  auch  von  c  die 
Form  8  k  -\-  1  haben.  Da  es  nun  zwischen  den  Grenzen  1  und 
2^—1  2^""^  Zahlen  von  jeder  der  Formen 

8  k-^  1  ,  8A:  +  3  ,  8Ä:  +  5  ,  8  k  -\- 1 
giebt,  so  liefert  die  Reihe  der  Potenzen  von  b  alle  Zahlen  8  Ar  -f-  3 
und  8  ^  -f~  1'   während   in   der  Reihe   der   Potenzen   von  c  sich 
alle  Zahlen  8  k  -\-  b  und  nochmals  alle  Zahlen  8^+1  vorhnden. 

Aendert  man  die  Zeichen  der  Zahlen  8^+1  und  8  ^  -f-  5 
oder  nimmt  deren  Ergänzungen   zum   Modul  2^ ,   so  erhält  man 
.  offenbar  alle  Zahlen  8  k  -\-  1  und  8  ^  -|-  3 ;  man  gelangt  also  zu 
dem  folgenden  Satze: 

Lekrsatz.  —  Wählt  man  irgend  eine  Zahl  von  der 
Form  8  A  -}-  3  oder  8  ä^  -|-  5,  nimmt  in  Beziehung  auf 
den  Modul  2"  die  Reste  der  2""^  ersten  Potenzen  der- 
selben und  fügt  hinzu  die  Ergänzungen  dieser  Reste 
zum  Modul,  so  erhält  man  die  Reihe  aller  ungeraden 
Zahlen,  welche  kleiner  als  der  Modul  sind. 

Ueber  die  Cougruenz  x*  —  1  ^0  [mod.  2*). 

324.     Wir  betrachten  die  Congruenz 
(1).  a:'  —  1  =  0  [mod.  2'), 
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in  welcher  v  >  2  ist.     Für  jede  Wurzel  a  derselben  hat  man 

a'  Ez:  1  ,  «2»^^     -  1    {mod.  2") ; 
daher  muss  der  Exponent,  zu  welchem  a  gehört,   in  t  und  in  2*~  , 
sowie  in   den   grössten    gemeinschaftlichen  Divisor  dieser  Zahlen 
aufgehen.  Wir  bezeichnen  diesen  grössten  gemeinschaftUchen  Divi- 
sor mit  2^;  dann  ist  a  eine  Wurzel  der  Congruenz 
(2).  x''^  —  1  Eni  0    {mod.  2"), 

imd  umgekehrt  genügen  alle  Wurzeln  von  (2)  auch  der  vorge- 
legten Congruenz  (1).  Die  Wurzeln  von  (2)  sind  offenbar  nichts 
Anderes,  als  die  Zahlen,  welche  zu  einem  der  Exponenten 

1  ,  2  ,  22  ,  .  .  .  ,  2^ 
gehören. 

Wenn  t  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  hat  man  tf  =  0,  und 
die  Congruenzen  (1)  und  (2)  besitzen  keine  andere  Wurzel  als  1. 
Setzen  wii;  d  >  0  voraus;  wir  haben  oben  gesehen,  dass,  wenn 
|it  >  1  ist,  es  2^  zum  Exponenten  2^  gehörende  Zahlen  giebt, 
und   dass  3   Zahlen   zum  Exponenten   2  gehören;   die  Congruenz 

(2)  hat  daher 

1  -f.  3  _j_  22  +  23  -f  .  .  .  +  2<^ 

oder  2^+^  Wurzeln,  und  wir  erhalten  den  Satz: 

Lehrsatz.  —  Wenn  t  eine  gerade  Zahl  ist,  so  hat  die 
Congruenz  oc^  —  1^0  {mod.  2^)  doppelt  so  viele  Wur- 
zeln, als  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  der 
Zahlen  t  und  2*~^  Einheiten  enthält. 

Diese  Wurzeln  bilden  zwei  Perioden.  Bezeichnen  wir  näm- 
lich mit  c  eine  zum  Exponenten  2^~    gehörende  Zahl  und  setzen 

a  —  c^'-'-^  {mod.  2'}, 
so   können  die  Wurzeln  der  Congruenzen  (1)  und  (2)   nach  den 
vorhergehenden  Entwicklungen  offenbar  durch 

0  1  2" 

—  a  ,  —  (r  ,  —  «'   ,  .  .  .  ,  —  (r 
dargestellt  werden. 

Ueber  die  Congruenz  x'  ^^  1,  wenn  der  Modul  eine  belie- 
bige Zahl  ist. 

325.     Die  Congruenz 
(1).  a;'  —   1  =  0  {mod.M), 
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deren   Modul   M  eine   beliebig   zusammengesetzte  Zahl  ist,    lässt 
sich  leicht  auf  die  bisher  betrachteten  Fälle  zurückführen. 
Es  sei 

M  =^  p*  ff  r^  .  .  .  , 
wo  p,   q,   r,  ...   ungleiche    Primzahlen    bezeichnen.      Offenbar 
muss    jede   Wurzel    der    vorgelegten    Congruenz   derselben   Con- 
gruenz 

(2).  ar^  —  1  =  0 

nach  jedem  der  Moduln  p'^,  qf^,  r^,  ...  genügen.  Wenn  umge- 
kehrt a,  b,  c,  ...  beziehungsweise  Wurzeln  der  Congruenz  (2) 
nach  den  Moduln  />'',  q^*^,  r^,  .  .  .  sind,  und  wenn  die  Zahl  x  so 
bestimmt  wird,  dass  man 

X  :^^  a  [mod.  p^') , 

X  ^^  b  [mod.  q^'■), 

X  ^  c  [mod.  r^) , 


hat,  so  befriedigt  x  die  Congruenz  (2)  in  Beziehung  auf  jeden 
der  Moduln  p^,  q^^,  r^,  .  .  .,  folglich  auch  in  Beziehung  auf  den 
Modul  M. 

Die  Ermittlung  der  Wurzeln  der  vorgelegten  Congruenz  (1) 
ist  somit  auf  die  Auflösung  von  Congruenzen  zurückgeführt,  deren 
Modul  eine  Potenz  einer  Primzahl  ist;  diese  Aufgabe  haben  wir 
aber  bereits  in  No.  290  erledigt. 

Indices. 

326.  Das  Vorhandensein  von  primitiven  Wurzeln  für  einen 
Modul  M,  der  gleich  einer  Potenz  einer  Primzahl  oder  gleich 
dem  Doppelten  einer  solchen  Potenz  ist,  zieht  äusserst  wichtige 
Folgen  nach  sich,  mit  denen  wir  uns  jetzt  zu  beschäftigen  haben. 

Ist  a  irgend  eine  der  primitiven  Wurzeln,  so  liefern  die 
Potenzen  von  a  alle  Zahlen,  die  prim  zum  Modul  sind.  Bezeich- 
net daher  N  eine  dieser  Zahlen ,  so  hat  man  für  gewisse  Werthe 
von  n 

«"  =  N  [mod.  M). 

Jede  der  so  bestimmten  Zahlen  n  heisst  der  Index  von  iV;   die 
primitive  Wurzel  a  wird  die  Basis  der  Indices  genannt. 

Eine  Zahl  hat   eine  unendliche  Menge  Indices,   die  jedoch 
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sämmtlich  nach  dem  Modul  9?  (Tu/)  congruent  sind.  Man  kann  sich 
daher  auf  die  Betrachtung  des  kleinsten  Index,  Avelcher  ein 
Term  der  Reihe 

0  ,  1  ,  2  ,  .  .  .  .  9)  (i>i)  —  1 

ist,  beschränken.  Der  kleinste  Index  der  Einheit  ist  offenbar 
Null. 

Hat  man  die  Indices  der  Zahlen  N,  die  prini  zu  M  sind, 
für  die  Basis  a  berechnet,  so  lassen  sich  daraus  die  auf  eine 
andere  primitive  Wurzel  «'  als  Basis  bezuglichen  Indices  leicht 
herleiten.  Ist  nämlich  e  der  Index  der  neuen  Basis  a'  im  ersten 
System,  so  hat  man 

a'  ^  «^  {mod.M), 
und   wenn   eine   Zahl   N  für   die   Basis  a  den  Index   n,   für  die 
Basis  a'  den  Index  n'  hat,  so  ist 

a'«'  ^  a"  {mod.  M), 
oder 

a"'*  ^  a"   [mod.  M) ; 
dies  erfordert  aber,  dass 

ne  ^  n    [rnod.  cp  (iW)] , 
oder,  da  e  prim  zu  q>{M)  ist,  dass 


n     =  —     mod.  (p  [M] 


sei.  Die  neuen  Indices  werden  also  dadurch  erhalten,  dass  man 
die  alten  durch  den  auf  das  erste  System  bezüglichen  Index  der 
neuen  Basis  dividirt. 

327.  Die  Eigenschaften  der  Indices  sind  denjenigen  der 
Logarithmen  ganz  analog;  sie  ergeben  sich  sämmtlich  aus  dem 
folgenden  Satze: 

Lehrsatz.  —  Der  nach  dem  Modul  M  genommene 
Index  eines  Produkts  mehrerer  Factoren  ist  nach  dem 
Modul  cp  {M)  der  Summe  der  Indices  der  Factoren  con- 
gruent. 

Es  seien  in  dem  Systeme,  dessen  Basis  a  ist,  a,  ß,  y ,  .  .  . 
die  Indices  der  Zahlen  A,  B,  C,  ...;  dann  ist 

a"  =  A  ,  aß  ~B  ,  aY  =  C,  ...  {7nod.  M.), 
und  durch  Muliiplication  dieser  Congruenzen  erhält  man 
a«  +  /s  +  y+---   ^  ABC  .  .  .  [mod.M], 
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woraus  hervorgeht,  dass  der  kleinste  Index' des  Produkts  ABC... 
der  nach  (p  [M)  genommene  Rest  von  a  -\-  ß  -\-  y  -\-  •  -  •  ist.    Man 
hat  daher 
i?id.  {ABC  .  .  .)  =  ind.  A  +  ind.  B  -\-' ind.  C  -\-  .  . .  [mod.  rp  (TU/)]. 

Zusatz  I.  —  Der  nach  dem  Modul  M  genommene 
Index  einer  Potenz  einer  Zahl  ist  nach  dem  Modul 
(p{M)  dem  Produkte  aus  dem  Index  der  Zahl  in  den 
Exponenten  der  Potenz  congruent. 

Zusatz  n.  —  Der  nach  dem  Modul  M  genommene 
Index  des  Quotienten  zweier  Zahlen  ist  nach  dem 
Modul  (p  [M]  der  Differenz  zwischen  dem  Index  des 
Zählers  und  demjenigen  des  Nenners  congruent. 

Da  nämlich 

^   X  /,'  =  ^ 


ist. 

so 

hat 

man 

ind. 

A 
B 

oder 

ind. 

A 
B 

-f-  ind.  B  ^  ind.  A 


ind.  A  —  ind.  B 


mod. 


mod. 


9  W] 


Man  ersieht  hieraus,  dass,  wenn  man  zwei  Tabellen  hat,  von 
denen  'die  eine  die  Indices  der  Zahlen  für  jeden  Modul,  die  andere 
die  Zahlen  kennen  lehrt,  welche  gegebenen  Indices  entsprechen, 
man  die  Congruenzen  ersten  Grades  mit  Leichtigkeit  auflösen 
kann,  da  dieselben  sich  auf  andere  Congruenzen  zurückführen 
lassen,  deren  Moduln  Primzahlen  oder  Potenzen  von  Primzahlen 
sind. 

Benutzung  der  Indices  zur  Auflösung  der  binomischen 
Congruenzen. 

328.     Die  Wurzeln  der  binomischen  Congruenz 

(1).  x^  ^i  A  [mod.  M) 

können,  wenn  man  will,  durch  die  Formel 

(2).  ä:  =  fl  [mod.  M) 

dargestellt  werden ;  der  Modul  M  ist,  wie  früher,  eine  Potenz  einer 
ungeraden  Primzahl  oder  das  Doppelte  einer  solchen  Potenz.   Es 
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handelt  sich  darum,  die  in  dem  Symbol  ]/a  [mod.  M)  enthalte- 
nen Zahlen  zu  bestimmen. 

Nach  dem  Vorhergehenden  ist  die  Congruenz  (1)  mit 
(3).  t  •  ind.  X  ^  ind.  A  \inod.  (p  (TW)] 

gleichbedeutend;  wenn  man  daher  eine  Indextafel  (Jacob i,  Canon 
Arithmeticus,  1839)  besitzt,  so  hat  man  nur  noch  eine  Congruenz 
ersten  Grades  zu  lösen. 

Wenn  t  prim  zu  (f  {31)  ist,  so  liefert  die  Congruenz  (3)  für 
ind.  X  nur  einen  Werth,  und  die  vorgelegte  Congruenz  besitzt 
folglich  nur  eine  Wurzel.  Wenn  aber  /  und  go  [M)  einen  gröss- 
ten  gemeinschaftlichen  Divisor  rf  >  1  haben,  so  ist  die  Congruenz 
(3)  nur  dann  möglich,  wenn  6  auch  in  ind.  A  aufgebt,  und  in 
diesem  Falle  besitzt  die  vorgelegte  Congruenz  (1)  8  Wurzeln. 

Ist  z.  B.  A  =  1,  also  die  vorgelegte  Congruenz 
x^  ^  1  {mod.  p^  oder  2p^), 
so  ergiebt  sich 

t  '  ind.  x^O  [mod.  p^^  {p  —  1)]. 

Bezeichnet  daher  d  den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor 
von  t  und  p*—^  [p  —  1) ,  so  erhält  man  folgende  6  Werthe  für 
ind.  x: 

ind.  x=^^ -'}''-'  ,2^P~'l^^'-'    s(P-^)P^'~'    , 

od  o 

und  jedem  derselben  entspricht  ein  aus  der  Indextafel  zu  ent- 
nehmender Werth  von  x. 

Beweis  eines  Satzes  von  Lagrange. 

329.  Es  würde  uns  zu  weit  führen,  alle  Folgerungen  hier 
darzulegen,  die  man  aus  der  im  Vorhergehenden  entwickelten 
Theorie  ziehen  kann.  Wir  wollen  indess  zwei  Anwendungen 
derselben  machen,  von  denen  die  erste  den  Beweis  eines  wich- 
tigen Satzes  von  Lagrange  zum  Gegenstand  hat.  Dieser  Beweis 
stützt  sich  auf  den  folgenden 

Hilfssatz.  —  Wenn  die  Primzahl  p  grösser  als  6  ist, 
so  giebt  es  in  der  Reihe 

1.2,3,...,  (p— 1) 
1°  einen  quadratischen  Rest,   auf  welchen   ein  Nicht- 
rest  folgt;    2^  einen  Nichtrest,  auf  weichen   ein  Rest 
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folgt;  3"  zwei  aufeinander  folgende  Reste;  4"  zwei  auf- 
einander folgende  Niclilrestc. 

1^.  Da  der  erste  Terra  1  ein  Rest  ist,  und  da  ebenso  viele 
Reste  als  Nichtreste  vorhanden  sind,  so  muss  es  einen  Rest 
geben,   auf  welchen  ein  Nichtrest  folgt. 

2^.  Gäbe  es  keinen  Nichtrest,  dem  ein  Rest  folgte,  so 
würden  die  ^—z —  ersten  Terrae  Reste,  die  ^'~      letzten    Terrae 

Nichtreste  sein.    Wäre  aber  jede  der  beiden  Zahlen  2  und 
ein  Rest,  so  müsste  auch  ihr  Produkt  jt? — 1  ein  Rest  sein,  und 
dass  steht,  sobald  p  ^  5  ist,  rait  dera  Vorhergehenden  im  Wider- 
spruch. 

3*^.  Es  giebt  zwei  aufeinander  folgende  Reste.  Da  für  />  ==  7 
jede  der  Zahlen  1  und  2  ein  Rest  ist,  so'können  wir  p=  oder 
>  11  voraussetzen.  Ist  nun  eine  der  Zahlen  2,  3,  5  ein  Rest, 
so  ist  der  Satz  bewiesen,  da  1  und  4  stets  Reste  sind;  sind 
diese  drei  Zahlen  aber  sämratlich  Nichtreste,  so  ist  das  Produkt 
2x5  oder  10,  ebenso  wie  9,  ein  Rest. 

4^.  Es  giebt  zwei  aufeinanderfolgende  Nichtreste.  Wir 
haben  uns  eben  von  der  Existenz  zweier  aufeinander  folgenden 
Reste  überzeugt.  Es  sei  a  der  kleinste  Rest,  auf  welchen  ein 
Rest  rt  4"  1  folgt;  sind  dann  zwischen  1  und  a  nicht  zwei  auf- 
einander folgende  Nichtreste  enthalten,  so  sind  die  Zahlen  von 
1  bis  a  —  1  abwechselnd  Reste  und  Nichtreste.  Da  ausserdem 
a  und  a  -\-  1  Reste  sind,  so  rauss  von  a  -f-  1  an  die  Anzahl 
der  Nichtreste  ura  zwei  Einheiten  grösser  sein,  als  die  Anzahl 
der  Reste;  dies  erfordert  aber,  dass  wenigstens  zwei  aufeinander 
folgende  Terrae  Nichtreste  seien. 

Anmerkung.  —  Der  Satz  darf  nicht  auf  den  Fall  p  =  b 
bezogen  werden,  da  in  der  Reihe  1,  2,  3,  4  die  Zahlen  1,  4 
Reste,  die  Zahlen  2,  3  Nichtreste  sind. 

Zusatz.  —  Rezeichnet  C  irgend  eine  durch  p  nicht 
theilbare  Zahl,  so  gilt  der  vor  stehende  Salz  auch  dann 
noch,  wenn  statt  der  Reihe 
(1).  1  ,  2  ,  3  ,  ...  ,  (p-1) 

die  folgende: 

(2).  C,2{7,3C....,(;>  —  1)C 

genommen  wird. 


Potenzreste  und  binomische  Congruenzen.  77 

Ist  nämlich  C  ein  Rest,  so  sind  zwei  entsprechende  Terme 
der  Reihen  (1)  und  (2)  gleichzeitig  Reste  oder  Nichtreste.  Ist 
aber  C  ein  Nichtrest,  so  entsprechen  die  Reste  von  (1)  den  ISicht- 
resten  von  (2),  und  umgekehrt. 

330.  Lehrsatz. —  Wenn  diePrimzalil  p  grösser  als 
5  ist,  und  A,  B,  C  drei  durch  p  nicht  theilhare  posi- 
tive oder  negative  ganze  Zahlen  bezeichnen,  so  lassen 
sich  immer  zwei  ganze  Zahlen  t  und  u  ermitteln,   die 

kleiner  als  -|-  und  von  der  Reschaffenheit  sind,   dass 

Ae-  -\-   Bu"^  -\-  C 
durch  p  theilbar  ist. 

1^.  AVenn  die  Zahlen  B  und  —  C  beide  quadratische  Reste, 
oder  beide  Nichtreste  von  p  sind,  so  kann  man  t  =0  nehmen; 
dann  hat  man  nämlich  nur  noch  der  Congruenz 

Bu'  -\-  C^O  {mod.  p),  oder  Bu^  -{-  (C  +  Ap)  =  0  [mod.  p) 
zu  genügen,    worin   X  irgend   eine  ganze  Zahl  ist.     Wird  X  so 
bestimmt,  dass 

_    g  +  ^P 

B 

gleich  einer  ganzen  Zahl  ft  wird,  so  geht  unsere  Congruenz 
über  in 

u~  ^  (i  {mod.  p) , 

und  diese  Congruenz  ist  immer  zu  befriedigen;  denn  weil  die 
Zahlen  B  upd  —  C  beide  Reste  oder  beide  ISichtreste  sind,  so 
muss  I«.  ein  Rest  von  p  sein. 

Sind  die  Zahlen  A  und  —  C  beide  Reste  oder  beide  Nicht- 
reste, so  kann  man  der  angegebenen  Bedingung  für  jeden 
Werth  der  Primzahl  p  dadurch  genügen,  dass  man  u  =  0 
annimmt. 

2".  Wenn  p  >  5  ist,  so  kann  man  der  Congruenz 
Ai'^  +  Bu"^  -\-  C  =  0  [mod.  p) 
immer  durch  positive  Werthe  von  t  und  u  genügen,  die  klei- 
ner als  Y  sind.  Es  seien  a  und  ß  zwei  Zahlen,  welche  bezie- 
hungsweise von  derselben  Art  wie  +  ^  ""d  —  B  sind ;  wir 
sagen,  zwei  Zahlen  seien  von  derselben  Art,  wenn  beide  Reste 
oder  beide  Nichtreste  sind.  Nach  dem  vorausgeschickten  Ililfs- 
satze  kann  man  a  und  ß  so  wählen,  dass 
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ß  —  a  ^^  C  {mod.  p) 
ist,  und  wenn  k  und  (jl  solche  ganze  Zahlen  bezeichnen,  dass 

ganze  Zahlen  sind,   so   sind   diese  ganzen  Zahlen   offenbar  Reste 
von  p;  man  hat  daher 

cc  -}-  pX   ^       ß  -\-  pii   2   /       ^      \ 


B 


oder 


und  da  |3  —  «  ^  C  {mod.  p)  ist,  so  ergiebt  sich 

^/2  -f  5t<2  -f-  C  =  0  {mod.  p),  w.  z.  b.  vv. 

Anmerkung.  —  Nach  diesem  Satze  umfasst  die  Formel 
^2  -j-  „2  _j_  1^ 

wenn  />  >  5  ist,  Zahlen,  welche  durch  p  theilbar  sind.  Dasselbe 
findet  aber  auch  noch  im  Falle  p  =  5  für  t  =  0,  u  =  2,  im 
Falle  p  =  3  für  t=ii=\  und  im  Falle  /?  =  2  für  t=Q ,  u==i 
statt.   Da  ausserdem  die  Formel  f  -\-  u-  -\-  1  in  der  allgemeineren 

P'  +  Q'  +  Ä-  +  -S'^ 
enthalten  ist,    so  sehen  wir,    dass   jede    Primzahl    in    eine 
Summe  von   vier  Quadraten   aufgeht,   welche   prim  zu 
einander  sind. 

331.  Dies  Ergebniss  wird  uns  zu  einer  wichtigen  Folge- 
rung führen,   die  einen  Zusatz  zum  folgenden  Satze  bildet: 

Lehrsatz.  —  Jede  Zahl,  welche  in  die  Summe  von 
vier  Quadraten  aufgeht,  die  prim  zu  einander  sind, 
ist  selbst  die  Summe  von  vier  Quadraten. 

Wir  nehmen  an,  p  gehe  in 

^2    _|_    ^2    _|_    (V2    _j_    j)2 

auf,  und  bezeichnen  mit  +  ^  »  ib  ^  »  it  ^  »  i  ^^  ^'^  klein- 
sten Reste  der  Zahlen  A,  B,  C,  D,  so  dass  a,  b,  c,  d  zwischen 

0  und  Y  liegen.  Dann  ist  p  ein  Divisor  von 

«2    -^    ^,2    _|_    ^2    _j_    ^2^ 

und  wir  können 

(1).  «2    _|_    ^2    _|_    ^2    _|_    J2    _   pp' 

setzen.  Da  jede  der  Zahlen  a,  b,  c,  d  kleiner  als  |   'st,   so   muss 
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PP'   <  4(|)\ 
oder 

p'  <  P 
sein.     Hätte    man   ^;'  =:  1,    so    würde  p  die   Summe  von    vier 
Quadraten,    unser    Satz  somit  bewiesen   sein;     wir    setzen   also 
/>'  >   1  voraus.     Da  p'  ein  Divisor  von  a'^  -\-  &-  -f-  c-  -{-  d'  »st. 
so  geht  p'  auch  in  die  Summe  der  vier  Quadrate 

[a  -  «;/)2  +  (6  _  ßpy  +  (e  -  ypj  +  {d  -  öpj 
auf;  bestimmt  man  daher  a,  ß,  y,  8  so,  dass  jedes  dieser  Qua- 
drate  kleiner  als  ^  ist,  so  hat  man 

4 
(2).   (ö  -  ^p'f  +  [h  ~  ßpy  +  (c  -  ypy  -h  ((/-<Jp')-  =/>'  />" 
und  zugleich 

P"  <  P'- 
Durch  Multiplication  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  und  durch 
Benutzung  der  in  No.  245  hergeleiteten  Formel  ergiebt  sich 
[ad  —  by-{-cß  —  day-  p"'-  +  [ay  -\- hS  —  ca  -  dß^ p"^ 
+  [aß  —  ha  —  c8-\-  dyf  p"^ 
+  [«-  +  *-  +  ^-  +  rf-  —  (««  +  ¥  4-  ^y  +  ^^)  P'Y  =  PP'  P- 
Wird  diese  Gleichung   durch  iP  dividirt,  so  folgt   mit   Rücksicht 
auf  (1): 

{a8  —  by-^cß  —  daf  ~\-  [ay  -^  hS  —  ca  —  dß)- 
+  (aß  —  ba~cd-{-  dyf  -\-  [p  —  aa  —  bß —cy  —  dSf  =  pp", 
oder  kurz 
(3).  a'2  +  b"'-  +  c'-'  4-  rf'2  :=  pp". 

Diese  Gleichung  (3)  hat  dieselbe  Form,  wie  (1);  nur  ist 
'P'  <  P'  Hat  man  p"  ^1,  so  lehrt  (3),  dass  p  die  Summe 
von  vier  Quadraten  ist,  und  unser  Satz  ist  bewiesen.  Ist  aber 
p"  >  1,  so  verfahren  wir  mit  der  Gleichung  (3)  ebenso,  wie 
wir  mit  (1)  verfuhren.  Dadurch  gelangen  wir  zu  einer  neuen 
Gleichung  von  der  Form 

a^-\-b--\-c'-^d^  =  pp   , 
wo 

P      <  P 
ist.   Diese   Operationen    setzen   wir  so  lange   fort,    bis   wir  eine 
Gleichung  von  der  Form 
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erhalten;   das  muss  endlicli  einmal  geschehen,   da  jede  der  gan- 
zen Zahlen 

;/  ,  p"  ,  p'"  ,  .  .  . 
kleiner   als  die  vorhergehende  ist;  p  ist  somit  die   Summe  von 
vier  Quadraten. 

Zusatz.  —  Jede  ganze  Zahl  ist  die  Summe  von  vier 
oder  weniger  Quadraten, 

Nach  No.  330  geht  jede  Primzahl  in  die  Summe  von  vier 
Quadraten  auf,  welche  prim  zu  einander  sind;  jede  Primzahl  ist 
daher  die  Summe  von  vier  oder  weniger  Quadraten. 

Da  ferner  jede  Zahl  das  Produkt  mehrerer  Primfacloren  und 
jeder  derselben  die  Summe  von  vier  Quadraten  ist,  so  muss  nach 
No.  245  dasselbe  mit  dem  Produkte  der  Fall  sein. 


Satz  von  Legendre  über  das  Reciprocitätsgesetz ,  welches 
zwischen  zwei  Primzahlen  besteht. 

332.  Das  von  Legendre  entdeckte  Reciprocitätsgesetz 
besteht  im  folgenden  Satze: 

Lehrsatz.  —  Wenn  p  und  q  zwei  beliebige  unge- 
rade Primzahlen  sind,   so  hat  man 

Es  ist  daher 

(f)  =  (f)' 

wofern  nicht  p  und  q  beide  von  der  Form  4  ä  -f-  3  sind; 
in  diesem  letzteren  Falle  hat  man 


(f)=-(f) 


Der  Beweis,  den  wir  mittheilen  werden,  rührt  von  Gauss 
her  und  ist  von  Legerfxlre  im  zweiten  Bande  seiner  Theorie 
des  nombres  wiederholt.  Wir  beweisen  zunächst  den  folgenden 
Hilfssatz : 

Wenn  p  eine  positive  ungerade  Primzahl  ist  und 
q  irgend  eine  durch  p  nicht  theilbare  ganze  Zahl  be- 
eichnet,  so  liefern  die  Produkte 
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(1).  q  ,2q  ,^q  ,   ...,    ^^  q 

''-~—  nach  dem  Modul  p  verschiedene  Reste,  welche  zwi- 
schen —  ^^^  und+  ^-^  liegen,  und  wenn  die  Zahl  (i 

ausdrückt,  wie  viele  dieser  Reste  negativ  sind,  so  hat 
man 

(y)  =  (-  ^i"  ■ 

Es  seien  nämlich 
(2).  öj  ,  «2  .   •  •  •  »  «i 

die  X  =  ^~     —  fi  positiven  und 

(3).  —  bi  ,  —  62  '  •  •  •  '  —  */* 

die  II  negativen  Reste. 

OlTenhar  kann  keiner  der  Reste  Null  sein;  ferner  können 
in  keiner  der  Reihen  (2)  und  (3)  zwei  gleiche  Reste  vorkommen; 
wir  behaupten  aber  auch  noch,  dass  a„,  nicht  =  b„  sein  kann. 
Sind  nämlich  aq  ,  ßq  die  Vielfachen  von  q,  welche  die  Reste  a„, 
und  —  b„  geliefert  haben ,  so  würde  die  Annahme  a„,  =  b„ 

aq  ^  —  ßq  oder  [a  -{-  ß)  q  ^  0  {mod.  p) 
zur  Folge   haben;   dies   ist  aber  unmögUch,  da  q  nicht  durch  p 
Iheilbar  und  die«  Summe  a  -\-  ß   kleiner   als  p  ist.     Daraus  geht 
hervor,  dass  die  aus  den  Zahlen  a  und  b  gebildete  Reihe  diesel- 
l)en  Zahlen  enihält,  wie  die  Reihe 

Da  die  Zahlen  der  Reihe  (1)  den  in  (2)  und  (3)  enthaltenen 
Zahlen  beziehungsweise  congruent  sind,  so  ist  das  Produkt  der 
einen  dem  Produkte  der  andern  congruent,  also 

(1.2.3...  ^^-^)'i  '^      =  (—  1)   aia.,...axb^b2...bf,imo(Lp). 

4 

Werden  die  Glieder  dieser  Congruenz  beziehungsweise  durch  die 
Produkte 

1  .  2  .  3  .  .  .  '^  2       '  a^  a^  .  .  .  ax  b^  b.,  .  .  .  b^,, 

von  deren  Gleichheit  wir   uns  soeben  überzeugt  haben,    dividirt, 
so  erhält  man 

S  ciret ,  Alg-ebra.     H.  Q 
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q^    ^{ —  1)'"   [mod.  p) , ' 
oder 

W-  (f )  =  (-  D" . 

und  dies  ist  das  Resultat,  dessen  Herleilung  uns  oblag. 

Es  ist  jetzt  leicht,  einen  analytischen  Ausdruck  der  Zahl  j«, 
zu  finden.  Wir  bezeichnen  in  der  Folge  die  grösste  in  irgend 
einer  Grösse  x  enthaltene  ganze  Zahl  mit  E  [x) ,  so  dass  die  Dif- 
ferenz X  —  E  [oc)  positiv  und  kleiner  als  1  ist.  Dies  vorausge- 
setzt, seien  aq  und  ^q  die  Produkte,  welche  die  Reste  a  und  —  h 
liefern;  dann  ist 

p  \p/    '     p       p  \pj    '       p 

oder,  wenn  mit  2  multiplicirt  wird, 

p  \p/         p        p  \p/  p 

Da  2a  und  2ö  kleiner  als  p  sind,  so  sind 

2  E  (^^  und  2  ^  (^)  +  1 

die  grössten  beziehungsweise  in  -^  und  -^    enthaltenen  ganzen 
Zahlen;  man  hat  daher 


j;(^)  -2^Q 


=  0, 


E 


<^ßg\        o  7./13 


Cf)-'HJ)- 


Ertheilen  wir  cc  und  ß  alle  Werthe,  welche  diese  Zahlen 
annehmen  können,  so  liefern  die  vorhergehenden  Formeln  A -j- ju 
verschiedene  Gleichungen,  durch  deren  Addition  sich  ergiebt: 

"  =  ^  (y)  +  ^  (y)  +  ■■■+'  [H^']  +  ^  \^] 

In  dieser  Formel  können  die  Terme  der  zweiten  Reihe  sämmt- 
Uch  unterdrückt  werden,  da  dieselben  gerade  Zahlen  sind  und 
wir  überhaupt  nur  wissen  wollen,  ob  (i  eine  gerade  oder  eine 
ungerade  Zahl  ist.     Wir  schreiben  aus  diesem  Grunde  einfach 
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(5). 


'   [mod.  2) 


Setzt  man 


7    =  M?)  +  * 

und  subtrahirt  jedips  Glied  dieser  Formel  von  q,  so  erhält  man 


P 


=   {q 


-M?)    + 


^); 


es  ist  daher  für  jeden  Werth  von  n 

Wird  zum  zweiten  Gliede  die  gerade  Zahl  2  E  (^  addirt,  so  folgt 

(6).        E  [Ä:^]  ^  fe  _  1)  +  £  (=^)  („„rf.  2). 

Wir  setzen  jetzt  p  =  4?  +  1  und  lassen  n  die  Werthe  1, 
3,  5,  .  .  .,  (2?  —  1)  annehmen;  mit  Rücksicht  auf  die  so  erhal- 
tenen Resultate  geht  die  Congruenz  (5)  über  in 


+  ^('^•7) 


imod.2). 


Diese  Formel  (7)  besteht  für  jeden  Werth  der  Zahl  q,  wenn  die- 
selbe nur  nicht  durch  p  theilbar  ist,  eine  Bemerkung,  die  uns 
später  von  Nutzen  sein  wird.  Ist  q  ungerade,  also  5^  —  1  gerade, 
so  reducirt  sich  die  Congruenz  (7)  auf 


(8). 


>  {mod.  2), 


und  dieser  Werth  lässt  sich,  wie  wir  sehen  werden,  auf  eine 
andere  Form  bringen.  Wir  setzen  in  der  Folge  q  <C  P  voraus; 
dann  ist  der  erste  Term  des  zweiten  Gliedes  der  Formel  (8)  Null, 

und  der  letzte  Term  hat  den  Werth  ^~     »  denn  es  ist 

6* 
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P--1        g    _  g—i     , 


^  p  2  I         2j9 


9-1 


Es  sei  nun  n  eine   gegebene   ganze  Zahl,   die  ==  oder  < 

ist,   und   es   bezeichne  ?/«  die  Anzahl   der  Terme   des  vorsiehen- 
den  Werthes  von   fi,   welche  kleiner   als  n  sind.      Da    die   Zahl 

m  4-  1  kleiner  als  p  ist,  so  kann  der  Ausdruck       "*"   ^  sich  nie 

P 
auf  eine  ganze  Zahl  reduciren,  und  man  hat  folglich: 


(t)<- 


E  l^]   <  n  ,  E 
woraus  sich 


'{m-\-  l)q 

p 


>   n, 


oder 


niq  ("*  +  1)  9    ^ 

— ^         <    n   ,     '^ — --^    >    71  , 

P  P 


m   <""?  <  m  4-  1 
9 


ergiebt.    Diese  Ungleichungen  drücken  aus,  dass  ?n  die  grösste  in 
—  enthaltene  ganze  Zahl  ist;  man  hat  also 

m  =  e(^' 

Ebenso  enthält  das  zweite  Glied  der  Formel  (8) 

E  r*^" + i^^i 

Terme,  welche  kleiner  als  ?i  -\-  1  sind,  wenn  n  -j-  1  nicht  grösser 
als  ^~     »   d.  h.  wenn 

ist.     Unter  dieser  Voraussetzung  enthält  danach   unser  Ausdruck 
von  ft 

(9).  i  ^(!l±i)Jl]  _  E  ("J!) 

Terme,  die  gleich  n  sind.     Ausserdem   ist  die   Gesammtzahl  der 
Terme  des  Ausdrucks  von  ft    ~—  und  da 


E 


(^  ■  f ) 


dieser  Terme  kleiner  als  ~—  sind,  so  sind 


(10). 
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U 


{^  •  f ) 


Terme  von  [i  gleich   ^^^—  • 

Multiplicirt  man   den  Ausdruck  (9)  mit  n,   ersetzt   darauf  n 
durch  jeden  der  Werthe 

1.2,3 (^-i^-l).  • 

und  addirt  alle  Resultate  zu  dem  Produkte  des  Ausdrucks  (10)  in 
^^^ .    so  wird  man  offenbar  wieder  den  Werth  von  (i  erhalten. 


Es  ist  daher 


+  2 
+ 


E 


'2        [2 
oder  einfacher 

(11).  f. 


—  3 


f): 


{mod.  2)  , 


p— 1     «7—1 

2     '      2 


-(7)  +  -(7)  +  -+<^-7): 


(»iorf.2). 


Bei  der  Herleitung  der  Formel  (8)  wurde  vorausgesetzt,  dass 
p  eine  ungerade  Primzahl  und  q  irgend  eine  ungerade  Zahl  sei. 
Nehmen  wir  also  an,  q  sei  eine  Primzahl,  und  machen 


(12). 


(f) 


so  wird  die  Zahl  v  durch  die  Formel  (8)  bestimmt,  wenn  darin  die 
Buchstaben  p  und  q  gegen  einander  vertauscht  werden;  man  erhält 
auf  diese  Weise 


(13). 


E 


(f)+-(¥)+-+- 


2      •    q 


\   {mod.  2). 


Der  Vergleich  der  Formeln  (11)  und  (13)  liefert: 
ausserdem  hat  man  den  Formeln  (4)  und  (12)  zufolge 
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(f)  =  !-''""'(';)■ 

mithin 

(14).  (i)  =  (-  ,)^    ^' (I)  . 

und  dies  ist  die  Formel,   welche  wir  herleiten  wollten. 

Anmerkung.  —  Es  ist  zu  beachten,  dass  die  Zahl  —  1 
Rest  aller  Primzahlen  ^i  -\-  1,  aber  Nichtrest  aller  Primzahlen 
4/  +  3  ist. 

Der  in  No.  311  gegebenen  Definition  gemäss  ist  nämlich 


(^) 


1) 


2 


Dies  ergiebt  sich  übrigens  auch  aus  unserer  Formel  (8);  denn 
für  q  =  —  1  reducirt  sich  jeder  Term  des  zweiten  Gliedes  die- 
ser Formel  auf  —  1,  und  man  hat 

Daraus  geht  hervor,  dass  die  Congruenz 
ic^  -f-  1  ^  0  [mod.  p) 
möglich  oder  unmöglich  ist,  je  nachdem  p  die  Form  Ai  -\-  1 
oder  4i  -(-  3  hat.  Findet  der  erste  Fall  statt,  so  geht  p  in  die 
Summe  zweier  Quadrate  auf  und  ist  folglich  selbst  die  Sunmie 
zweier  Quadrate,  zu  welchem  Resultate  uns  bereits  der  Wilson'- 
sche  Satz  geführt  hat. 

333.  Die  Formel  (7)  der  vorhergehenden  Nummer  setzt, 
wie  wir  oben  bemerkt  haben,  nur  voraus,  dass  q  nicht  durch 
p    theilbar    ist.      Nehmen    wir    q  =   2   an,    so  reduciren    sich 

die  in  (7)  vorkommenden  Ausdrücke  E  (--),  •  .  •  sämmllich  auf 
Null,  und  man  erhält 

fi  =  i  =  ^tl  (^od  2) ; 

ausserdem  ist  ^~     eine  ungerade  Zahl,  und  man  kann  schreiben 

Setzt  man  zweitens  q  =  —  2 ,  so  reduciren  sich  die  Aus- 
drücke 
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der  Formel  (7)  sämmtlich  auf  —  1 ,  und  man  erhält 


oder 

„    _.   (p-l)(p-3) 


[mod.  2). 


Für  jede  ungerade  Primzahl  p  ist  danach 

(p+l)   (p-l)  (p-l)  (p-3) 

(7)  =  '-  ^'""~'  (^)  =  '-  ^'^' 

und  diese  Formeln  enthalten  den  folgenden  Satz : 

Lehrsatz.  —  Die  Zahl  +  2  ist  quadratischer  Rest 
jeder  Primzahl  von  einer  der  beiden  Formen  8A:-{-l, 
8A:  +  7;  sie  ist  Nichtrest  jeder  Primzahl  von  einer  der 
beiden  Formen  8A:-f- 3  ,  SA-j-Ö. 

Die  Zahl  —2  ist  quadratischer  Rest  jeder  Prim- 
zahl von  einer  der  beiden  Formen  8A:-f-l,8A:-f-3;  sie 
ist  Nichtrest  jeder  Primzahl  von  einer  der  beiden 
Formen  8Ä:  +  5  ,  ^k  ^1. 

334.  Es  dürfte  von  Nutzen  sein,  einige  Anwendungen  des 
Satzes  von  Legend re  hier  folgen  zu  lassen. 

Für  die  Primzahlen  3  und  p  =  3  n  +  1  ist 

(;7)  =  (-i)'^(l)=(-')'^(¥> 

ausserdem  ist  -f-  1  Rest,    —  1  Nichtrest  von  3.    Theilt  man  da- 
her die  Primzahlen  in  die  vier  Klassen : 

12  A:  +  1  ,  12  A:  +  5  ,   12  /f  +  7  ,   12  Ä:  +  11, 
so  erhält  mau  den  Satz: 

Die  Zahl  -j-  3  ist  quadratischer  Rest  aller  Prim- 
zahlen 12k-\-l  und  12A:+11,  Nichtrest  aller  Prim- 
zahlen 12Ar+5  und  12Ar+7. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Remerkungen,  die  wir  in  No.  311 
machten,  können  wir  hinzufügen: 

Die  Zahl  — 3  ist  Rest  aller  Primzahlen  12  Ä:  +  1, 
12Ä:  +  7,  Nichtrest  aller  Primzahlen  12 Ä: -f- 5  ,  12 Ar -f-  ll! 

Diese   beiden   Sätze  sind  zuerst  von  Euler  im   8'^"  Rande 
der  Comment.  nov.  Petrop.  bewiesen. 
*    Hinsichtlich  der  Primzahlen  5  und  p  hat  man 
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es  ist  aber 

je  nachdem  p  von  der  Form  5  n  +  1  oder  von  der  Form  5  n  +  2 
ist.    Theilt  man  daher  die  Primzahlen   nach  dem  Rest,   der  sich 
bei  ihrer  Division  durch  20  ergiebt,  in  die  acht  Klassen 
20A:  4-  1  ,  20A:  +  3  ,  20k  -{-  7  ,   20/r  +  9 
20k  +  11,  20Ä:  -j-  13,  20k  -j-  17,  20k  +  10, 
so  erhält  man  folgenden  Satz: 

Die  Zahl  +5   ist  quadratischer  Rest  aller  Prim- 
zahlen einer  der  Formen 

20k  -j-  1  ,  20k  -\-9  ,  20k  +  11  ,  20k  +  19; 
sie  ist  Nichtrest  aller  Primzahlen  der  Formen 

20Ä:  +  3  ,  20k  +  7  ,  20^  +  13  ,  20^  +  17. 
Die  Zahl  —  5   ist  quadratischer  Rest   aller   Prim- 
zahlen der  Formen 

20;^  +  1  ,  20Ar  +  3  ,  20A:  +  7  ,  20k  +  9; 
sie  ist  Nichtrest  aller  Primzahlen  der  Formen 

20k  +  11  ,  20Ä  -f  13  ,  20k  -f  17  ,  20k  -[-  19. 

Uetaer  die  Congruenz  x'^  —  N  ^  0  {mod.  p) ,  deren  Modul  p 
eine  Primzahl  ist. 

335.     Der   Satz   von   Legend re  liefert  das   Mittel,   durch 
eine  leichte  Rechnung  zu  entscheiden,  ob  die  Congruenz 

x^  —  N  ^  0  [mod.  p) 
lösbar  ist  oder  nicht;  denn  die  Redingung,  unter  welcher  dieser 
Congruenz  genügt  werden  kann,  ist 


(t)  =  + 


1. 


Es  kommt  also  nur  darauf  an,   das   Zeichen   des   Symbols  (—\ 

zu  bestimmen.     Die  Zahl  N  kann  immer   unter  p  hinabgedröckt 
werden;  hat  man  dann 

N  =  a'*  bß  cY  .  .  ., 
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wo  a,  b,  c,  ...  ungleiche  Primfactoren  bezeichnen,  so  ist 

(f )  =  (f)  (f )  (?)  -  ' 


nun  ist  offenbar 


wenn  u  gerade,  und 


(?) 


+  1. 


(?)-(?)• 

wenn  a  ungerade  ist.    Die  Bestimmung  von  (^^  ist  daher  auf  die- 
jenige der  einfacheren  Symbole 

(f)'(7).- 

zurückgeführt;   a,  b,  ...   sind  die  Primfactoren  von  N,   welche 
in  dieser  Zahl  mit  ungeraden  Exponenten  versehen  sind. 

Betrachten   wir  eins  dieser  Symbole ,  z.  B.  (—\  Sein  Werth 

ist  unmittelbar  bekannt,  wenn  «  =  2  ist.     Im  entgegengesetzten 

Falle  wird  die  Bestimmung  von  (^— ^  durch  den  Satz  von  Legen- 

dre  auf  diejenige  von  (^\  zurückgeführt.  Verfährt  man  dann  mit 

(^\  ebenso,   wie  wir  mit  ^— ^  verfuhren,  u.  s,  w.,  so  wird  man 
jedenfalls  zu  Symbolen  gelangen,  deren  Werth  bekannt  ist. 

Beispiel.  —  Wir  wollen  eine  der  von  Legendre  in  seiner 
Theorie  des  nombres  betrachteten  Congruenzen,  nämlich 

X'  +  1459  =  0  {mod  22366891) 
untersuchen. 

Der  Modul   ist  eine   Primzahl   4^  +  3,    und  auch  1459  ist 
eine  Primzahl  dieser  Form;   man  hat  daher 

/^\   ^    /-   1459  \    ^^  __   /     1459     \    /22366891\ 

\p)  V2236689V  V22366891/  ~  V     1459    )' 

Der  Best  der  Division  von  22366891  durch  1459  ist  421,  mithin 

(1\  =  /Uly 

421  ist  eine  Primzahl  von  der  Form  4Ar-f-  1.  folglich 
\p'  V42I/  V421/  \    421    /  ' 

da  4  X  49  ein  Quadrat  ist. 
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Die  vorgelegte  Congruenz  besitzt  daher  zwei  Wurzeln. 
336.     l^achdem  man  erkannt  hat,  dass  die  Congruenz 
x^  —  iV  ^  0  {mod,  p) 
möglich  ist,   handelt  es  sich  darum,   sie  aufzulösen.     Wir  unter- 
scheiden dabei    zwei   Fälle,    je    nachdem  der  Modul  p  von  der 
Form  4A:  -f-  3,  oder  von  der  Form  4yt  -j-  1  ist. 
Es  sei  zunächst 

;,==4Ä:+  3; 
wenn  die  vorgelegte  Congruenz  möglich  ist,  so  hat  man 

iV  2    —1=0  oder  iV^^  +  ^— 1  =  0  [mod.p), 
oder  auch 

y/.-  +  2  _  ^  ^  Q  [mod.p). 
Daraus  folgt,  dass  die  Wurzeln  unserer  Congruenz  folgende  sind: 

^  ^  +  N^^  +  \ 

Es  sei  jetzt  p  von   der  Form  4^-|-  1.    Die  Zahlen  4ä^  -f-  1 
zerfallen   in   zwei  Arten,   in  Zahlen   von   der   Form  ^k  -\-  \  und 
in  solch«  von  der  Form  8/:  -f-  5;   wir  werden  jede  Art  für  sich 
betrachten. 
Wird 

;>  =  8/<:4-  5 
vorausgesetzt,  so  hat  man,  wenn  die  vorgelegte  Congruenz  mög- 
lich ist, 

^4/.  +  2_^  =  0  [mod.p], 
oder 

(A''^+'+   1)  (iV'^'  +  '  — 1)  =  0[mod.p). 
Es  ist  daher  entweder 

^2/.  +  i  _  1  ^  0  [mod.  p), 
oder 

^2/c  +  i  _j_  j  EEE  0  [mod.  p). 

Wenn  der  erste  dieser  beiden  Fälle  stattfindet,  so  ergiebt  sich 

^^2A  +  2  _  ^  ^  Q  [mod.p), 
und  folglich  hat  die  vorgelegte  Congruenz  die  Wurzeln 

ic  ^  +    iV  [mod.  p)  . 

Findet  dagegen  der  zweite  Fall  statt,  so  setzen  wir 
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&  =  iV^+'  {mod.  p) ,  so  dass  ^"^  =  N^''^^  =  —  JS  [mod.  p) 
ist;  dann  geht  die  vorgelegte  Congruenz  über  in 

ic^  -|-  '9'2  ^  0  {mod.  p). 
Nun  hat  p  die  Form   Ak  -\-  1;   man  kann    daher  p   als  Summe 
zweier  Quadrate  darsteilen,  die  prim  zu  einander  sind.     Ist 

p   =    «2    _|_    ^2  ^ 

und  bezeichnen  t  und  u  zwei  unbestimmte  Grössen,    so  folgt 

(„2  _|_  ^2)  (^2  _|_  ^2)  3=  [at  +  /3m)'  +  {au  —  ßtf  ~  0  {mod.  p). 
Bestimmt  man  jetzt  t  und  u  mittels  der  Bedingung 
au  —  ßt  =  &, 
so  liegt  auf  der  Hand,  dass  die  vorgelegte  Congruenz   durch  die 
Werthe 

X  ^  -^  {cct  -\-  ßu)   {mod.  p) 
befriedigt  wird. 

Wir  haben  jetzt  noch  den  Fall  zu  untersuchen,  in  welchem 
p  die  Form  ^  k  -\-  1  hat.  Dann  ist  es  im  Allgemeinen  nicht 
möglich,  die  vorgelegte  Congruenz  ohne  Versuche  zu  lösen,  und 
man  ist  genöthigt,   die  Terme  der  Beihe 

p-\-N  ,  2^4-iV,  Zp-\-  N  ,... 
zu  berechnen,  bis  man  zu  einem  Term  gelangt,  welcher  ein  voll- 
ständiges Quadrat  ist.     Dies  wird   nothwendig   einmal  geschehen, 
wenn  die  vorgelegte  Congruenz  möglich  ist,  und  da  das  gesuchte 
Quadrat  kleiner  als  ~  p^  ist,  so  kann  die  Anzahl  der  Terme  der 

vorstehenden  Beihe,   die  man  zu  berechnen  hat,   nie  grösser  als 

1 
—  p  sein. 

4 

Es  kann  in  dem  vorliegenden  Falle  aber  auch  vorkommen, 
dass  sich  die  gesuchten  Wurzeln  direkt  bestimmen  lassen.  Es  sei 
nämlich  2^  die  höchste  in  j9  —  1  enthaltene  Potenz  von  2 ,  und 
es  werde 

p  =  2^  a  -\-   1 

gesetzt;  a  ist  eine  ungerade  Zahl  und  (*  wenigstens  gleich  3.   Da 
die  vorgelegte  Congruenz  möglich  ist,  so  hat  man 

N-^      "  =  1   {mod.  p) , 
und  es  ist  möglicherweise  auch 

^''  =  +  1  [mod.  p). 
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Unter  dieser  Voraussetzung  ist 

JV"+^  =  +  iV  {mod.p), 
und  da  a  ungerade  ist,   so  können   wir  ganz   ebenso  verfahren, 
M'ie  es  im  Falle  p  =  ^  k  -\-  b  geschah. 

Heber  die  Congruenz  x^  —  iV  ^  0 ,   wenn  der  Modul  eine 
beliebige  Zalil  ist. 

337.     Wir  nehmen  zunächst  an,  der  Modul  sei  eine  Potenz 
p^'  einer  ungeraden  Primzahl  p,   es  sei  also  die  Congruenz 
(1). .  a;2  —  iV  =  0  [mod.  p^') 

vorgelegt.  Wir  lösen  diese  Congruenz  zuerst  in  Beziehung  auf 
den  Modul  p  und  bezeichnen  ihre  Wurzeln,  welche  sich  durch 
Anwendung  der  in  No.  336  dargelegten  Methode  ergeben,  mit 
-f-  I;  dann  ist 

(2).  ^"^  —  N  =  0  (mod.p), 

und  folglich 

{f  —  Nf  =0  [mod.  p") . 

Nun  erhält  man  durch  Entwicklung  der  Potenz  (^  -|-  ]/ N^  ein 
Resultat  von  der  Form 

(3).  c^-\-VW  =  « -\-ßr^> 

worin  a  und  ß  ganze  Zahlen  sind;   daraus  ergiebt  sich 

(4).  i'^  —  j/Nf  =    a  -  ß]/N, 

also  ist 

(5).  «2  _  ^^2  ^  (^2  _  A^)»'  =  0  {mod.  p'"). 

Die  Formel  (3)  oder  (4)  liefert  auch 


oder,  der  Formel  (2)  wegen, 


f-' 
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woraus  hervorgeht,  dass  ;?  weder  in  a  noch  in  (3  aufgehen  kann. 
Dann  lassen  sicli  zwei  ganze  Zahlen  t  und  u  von  solcher  Beschaf- 
fenheit ermitteln,  dass  man 
(6).  a  =  ßt  -\-  p^u 

hat,  und  wenn  dieser  Werth  von  u  in  die  Formel  (5)  eingesetzt 
wird,  so  folgt 

ß"-  [f  ^  N)  =  0  [mod.  p") , 
oder 

(7).  f  ~  N  =  0  {mod.  p^) ; 

demnach  hat  die  vorgelegte  Congruenz  die  beiden  Wurzeln 

X  =  +  t. 

Anmerkung.  —  Wir  haben  bisher  den  Fall  ausgeschlossen, 
in  welchem  die  Zahl  iV  ein  Vielfaches  von  p  ist;  dann  fordert 
die  vorgelegte  Congruenz,  dass  auch  x  durch  p  theilbar  sei.  Ist 
JV  =  p^"  iV',  wo  n  den  Grad  der  höchsten  in  iV  aufgehenden 
Potenz  von  p^  bezeichnet,  so  kann  der  vorgelegten  Congruenz 
nur  unter  der  Bedingung  genügt  werden,  dass  x  theilbar  ist  durch 
p".     Setzt  man  nun  x  =  p"z,  so  reducirt  sich  die  Congruenz  auf 

z'^  -  N'  ~  0  {mod.  p^-^") , 
und  diese  ist  unmöglich  oder  hat  nur  die  Wurzel  z  =  0,  wenn 
auch  N'  noch  den  Factor  p  enthält. 

338.     Wir  betrachten  ferner  die  Congruenz 

x"^  —  N  =  0  {mod.  2"). 
Ist  2*"  die  höchste  in  iV  aufgehende  Potenz  von  2~,  so  muss 
X  offenbar  durch  2"  theilbar  sein,  und  wenn 

N  =  2^"iV',  X  =  2"z 
gesetzt  wird,  so  geht  unsere  Congruenz  über  in 

z"^  —  N'  =  0  {mod.  2''-2«). 
Man  kann  danach  N  als  ungerade  oder  als  das  Doppelte  einer 
ungeraden  Zahl  voraussetzen.  Ist  N  das  Doppelte  einer  ungera- 
den Zahl,  so  kann  die  vorgelegte  Congruenz  offenbar  nur  dann 
gelöst  werden,  wenn  v  =  1  ist;  von  diesem  Falle  dürfen  wir 
abstrahiren. 

Es  sei  also  iV  eine  ungerade  Zahl.  Für  v  =  2  reducirt  sich 
die  vorgelegte  Congruenz  auf 

x-  —  1  ^  0  oder  auf  x"^  -{-  1  ^  0  {mod.  4); 
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nur  die  erstere  dieser  Congruenzen  ist  möglich  und  hat  die  AVur- 
zeln  +  1- 

Wenn  v  >  2  ist,  so  ist  die  vorgelegte  Congruenz  unmög- 
lich, wofern  nicht  N  die  Form  8Ä:  -|-  1  hat»  und  man  erhält 
leicht  eine  Lösung  durch  successive  Substitutionen.  Es  ist  zu 
beachten,  dass  eine  besondere  Lösung  zur  allgemeinen  führt. 
Bezeichnet  nämlich  Xq  eine  Wurzel  der  vorgelegten  Congruenz, 
so  lässt  sich  dieselbe  auf  die  Form 

{x  —  a-J  [x  -\-  x^)  ~  0  [mod.  2") 
bringen;  daraus  folgt 

x  ^  x^^  =  2l  ,  x^  Xq  =  2*'~^  u, 
wo  t  und  u  unbestimmte  Grössen  sind.   Es  ist  danach 

t  =  2^-^11  +  Xq-, 
u  ist  willkürlich,  und  die  gesuchten  Wurzeln  sind  durch  folgende 
Formel  gegeben: 

a:  =  +  a-Q  +  2"-^  u  {mod.  2"). 
Beispiel  —  Es  soll  die  Congruenz 

.r2  -f.  15  ^  0  {mod.  2^") 
gelöst  werden.     Der  Werth   x  =  1   genügt   derselben,    wenn  2* 
statt  2"'  zum  Modul  genommen  wird;  man  macht  deshalb 

X  =   1   -\-   SXy 
und   erhält  durch  Einsetzung  dieses  Werthes    in   die   vorgelegte 
Congruenz 

1  +  ^1  +  ^^\^  =  0  {mod.  2%     • 
Daraus  ist  ersichthch,  dass  1  -\-  x^  durch  4  theilbar  sein  muss; 
man  wird  daher 

oc^  =  —  1   -j-  4ar2 
machen;  dadurch  ergiebt  sich 

1  —  7  x^  -{-  Ux^"^  =  0  {mod.  24), 
oder 

1  —  7  iCa  =  0  {mod.  2^). 
Dies  ist  eine  Congruenz  ersten  Grades;   ihre  Wurzel  ist  7,  und, 
wenn 

Xo  =  7 
gemacht  wird,  so  erhält  man  a-j  =  27  ,  a;  =  217.     Die  Wur- 
zeln der  vorgelegten  Congruenz  sind  also  durch  die  Formel 
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a:  =  -h  217  +  612  u 
bestimmt,  welche  die  vier  Zalilen 

217  ,  295  ,  729  ,  807 
umfasst. 

339.     Der  Fall,  in  welchem   der   Modul  M  der  vorgelegten 
Congruenz 

x"^  —  N  =  0  {mod.  M) 
eine  beliebig  zusammengesetzte  Zahl   ist,   lässt  sich  mittels  eines 
schon    einmal    angewandten   Schlussverfahrens    auf   die  früheren 
Fälle  zurückführen.     Es  sei 

M  =  p"^  qf^  r^  .  .  ., 
WO  p,  q,r,  ...  ungleiche  Primzahlen  bezeichnen.  Jede  Zahl, 
welche  der  vorstehenden  Congruenz  nach  dem  Modul  M  genügt, 
muss  ihr  auch  in  Beziehung  auf  die  Moduln  p'"  ,  q^  ,  r^  ,  .  .  . 
genügen.  Sind  a,b,  c,  .. .  beziehungsweise  Wurzeln  dieser  Con- 
gruenzen, so  erhält  man,  wie  wir  in  No.  325  bei  Gelegenheit 
eines  ähnlichen  Falles  bemerkt  haben,  eine  der  gesuchten  Lösun- 
gen dadurch,   dass  man  die  Zahl  x  mittels  der  Bedingungen 

X  ^  a  [mod.  p")  ,  x  '^  b  [mod.  q^)  ,  x  ^  c  [mod.  r^)  ,  ... 
bestimmt;   diese   Aufgabe   hat    aber   bereits  ihre  Erledigung  ge- 
funden. 
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Eigenschaften  der  ganzen  Functionen  einer  Yeränder- 
liehen  in  Beziehung  auf  einen  Primzahlmotlul. 


Ganze  Functionen;    die   naoh    einem   Primzahlmodul  irre- 
duetibel  sind. 

340.  Ich  werde  im  Folgenden  eine  bereits  in  der  vorigen 
Auflage  dieses  Werkes  auseinandergesetzte  wichtige  Theorie  mit 
ganz  neuen  Entwicklungen  und  von  einem  etwas  anderen  Gesichts- 
punkte aus  vorführen.  Diese  Tlieorie  bezieht  sich  ausschliesslich 
auf  Primzahlmoduln;  sie  war  der  Gegenstand  einer  Abhandlung, 
die  ich  am  4.  December  1865  der  Akademie  der  Wissenschaften 
vorgelegt  habe. 

Es  seien  p  eine  Primzahl  und  g)  {x)  ,  F{x)  zwei  ganze  Func- 
tionen von  X  mit  ganzen  Coefficienten.  Wenn  man  zwei  ganze 
Functionen  '^  [x]  ,  %  [x]  mit  ganzen  Coefficienten  ermitteln  kann, 
die  von  solcher  Beschaffenheit  sind,  dass  man  identisch 

(p  [x)  ip  {x)  =  F{x)  +  p%  {x), 
folglich 

(p  (x)  ij)  [x]  ^^  F  {x)  (mod.  p) 

hat,  so  sagen  wir,  die  Function  F{x)  sei  durch  cp  (x)  in  Bezie- 
hung auf  den  Modul  p  theilbar,  oder  sie  sei  nach  dem 
Modul  p  gleich  dem  Produkte  der  Functionen  g)  {x)  ,  i/;  (a;). 
Setzen  wir  voraus,  eine  ganze  Function  9)  {x)  sei  nach 
abnehmenden  Potenzen  von  x  geordnet.  Wenn  alle  Coefficienten 
durch  p  theilbar  sind;  so  ist  die  Function  Null  in  Beziehung  auf 
den  Modul  p.  Im  entgegengesetzten  Falle  sei  a  der  erste  in  Be- 
ziehung auf  p  von  Null  verschiedene  Coefficient;  dann  lässt  sich 
eine  ganze  Zahl  a  ermitteln,  für  welche 
aa  ^  1  [mod.  p) 
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ist,  und  folglich  kann  man  das  Produkt  atp  [x]  auf  die  Form 

a(p[x)  =  F{x)  -{-  p%  {x) 
bringen,  worin  F{x)  eine  ganze  Function  bezeichnet,  deren  höch- 
ster Term  den  Coefficienten  Eins  hat;  man  darf  offenbar  voraus- 
setzen, alle  übrigen  Coefficienten  seien  unter  p  hinabgedrückt. 

Eine  ganze  Function  F{x)  mit  ganzen  Coefficienten  soll  irre- 
ductibel  in  Beziehung  auf  denPrimzahlmodul/)  heissen, 
wenn  sie  in  Beziehung  auf  diesen  Modul  durch  keine  ganze  Func- 
tion theilbar  ist,  deren  Grad  kleiner  als  der  ihrige  ist,  und  wenn 
ausserdem  die  höchste  in  ihr  enthaltene  Potenz  von  x  den  Coef- 
ficienten Eins  hat. 

341.  Lehrsatz  I.  —  Wenn  die  beiden  Functionen 
(p{x)  und  ifix)  in  Beziehung  auf  den  Primzahlniodul  p 
keinen  gemeinschaftlichen  Divisor  besitzen,  so  lassen 
sich  zwei  ganze  Functionen  Z/und  V  von  der  Beschaf- 
fenheit ermitteln,  dass  identisch 

Utp  {x)  —  VtlJ  {x)  ^  1   {7no(I.  p) 
ist. 

Bezeichnen  a  und  h  die  Coefficienten  der  höchsten  Potenz 
von  X  in  qo  {x)  und  in  i/;  [x) ,  so  kann  man 

cp  [x]  ^  ciA  ,  '^  {x)  ^  bB  [mod.  p) 
setzen,   wo  A  und  B  ganze  Functionen  von  x  sind,  in  welchen 
die  höchste  Potenz  von  x  den  Coefficienten  Eins  hat. 

Dies  vorausgesetzt,  verfahren  wir  mit  den  Polynomen  A  und 
B  in  der  Weise,  als  wollten  wir  ihren  grössten  gemeinschaft- 
lichen Divisor  bestimmen.  Dabei  vernachlässigen  wir  die  mit  p 
multiplicirten  Terme  und  fügen  jedem  Best  ein  Polynom  von  der 
Form  p '  k  {x)  hinzu,  welches  so  gewählt  ist,  dass  der  fragliche 
Rest  nach  dieser  Addition  durch  den  Coefficienten  des  höchsten 
Terms  theilbar  ist.  Ausserdem  haben  wir,  bevor  wir  diesen  Rest 
als  Divisor  benutzen,  den  allen  seinen  Tennen  gemeinschaftUchen 
Factor  zu  unterdrücken.  Da  wir  voraussetzen,  dass  die  Poly- 
nome A  und  B  keinen  gemeinschaftlichen  Divisor  besitzen,  so 
muss  diese  Operation  zu  einem  numerischen  Rest  r»  führen,  wel- 
cher nach  dem  Modul  p  nicht  Null  sein  kann,  und  wenn  wir 
notii,  um  in  dieser  Beziehung  überhaupt  eine  Bestimmung  zu 
trelTen,  annehmen,  dass  der  Grad  von  B  nicht  kleiner  als  der- 
jenige von  A  ist,  so  erhalten  wir  folgende  Reihe  von  Congruenzen: 

Serret,  Alg-ebra.  H.  7 
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A 

=  B 

Q^ 

+    n 

7?,) 

B 

=  Ri 

O2 

+    r. 

i?. 

R, 

=    i?2 

Ö3 

+    -3 

R, 

Rn- 

-2  ^    Rn—1 

Qn 

+    ^« 

[mod.  p) ; 


rj  ,  r,  ,  .  .  .  ,  r,,  sind  ganze  Zahlen,  die  nach  dem  Modul  p  nicht 
Null   sein  können ,   und   R^  ,  R^  ,  .  . .  ,  Q^^  ,  Q.^  ,  .  .  .  sind  ganze 
Functionen   von   x,   in   welchen   die   höchste  Potenz   von  x  den 
Coefficienten  1  hat.     Aus  diesen  Relationen  ergiebt  sich 
r^R^  =  A—QyB 
r,r^R,  =  {ry-^Q,Q,)B  —  Q,A  U      w     ^ 

r,r,r,R,  =  {r,-\-QMA-[r,0,-{.ir,JrQiQ2)0s]ß    ^  ^^^^'- 


Die  letzte  der  Congruenzen,  die  auf  diese  Weise  entstehen,  hat 
offenbar  die  Form 

r,  rj  .  .  .  r„  e:::^  MA  —  NB  {mod.  p), 

und  darin  sind  M  und  JS  ganze  Functionen.  Es  sei  nun  a  die 
Zahl,  mit  welcher  man  das  Produkt  a  h  r^r^. . .  rn  multipliciren 
muss,  damit  das  Resultat  nach  dem  Modul  p  der  Einheit  con- 
gruent  sei;  wird  dann  die  letzte  Congruenz  mit  aba  multiplicirt 
und   U  statt  haM,    F  statt  aßiV' geschrieben,  so  folgt 

1  ^   Ucp  (x)  —    Vtlj{x)   (mod.p), 
oder 

1  +  PXi-'^)  =   ü<p{x)  —    Vi(j{x), 

w.  z.  b.  w. 

342.  Lehrsatz  IL —  Wenn  die  ganze  Function  F {x), 
welche  nach  dem  Primzahlmodul  p  irreductibel  ist,  in 
Beziehung  auf  diesen  Modul  in  das  Produkt  g)  (x)  ip  {x) 
der  ganzen  Functionen  cp  (x)  \ind  ijj  (x)  aufgeht,  so  geht 
sie  in  wenigstens  einen  der  beiden  Factoren   auf. 

Wenn  nämlich  ip  {x)  in  Beziehung  auf  den  Modul  p  nicht 
durch  F  {x)  theilbar  ist,  so  besitzt  F{x),  als  irreduclibele  Func- 
tion, keinen  einzigen  der  Divisoren,  welche  t/;  (ic)  enthalten  kann. 
Es  lassen  sich  daher  drei  ganze  Functionen  P,  ü  und  F  von 
der  Beschaffenheit  ermitteln,  dass 

l-\-  pP  =  UF{x)  —   V'^  {x) 
ist.    Ausserdem  hat  man  der  Voraussetzung   nach 
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cp  [x)  ip  {x)   —   F{x)  fix)  =  pxix), 
worin  f{x)   und  x{x)   ganze   Functionen  bezeichnen,   und   durch 
Multiplicatlon  dieser  beiden  Gleichungen  erhält  man 

[«p  {x)  ^  {x)  -Fix)  fix)-]  (1  +  pP)  =px{x)  [ßF{x)  —  Vi,  lx)l 
oder 
^icc){<p{x)-i-p[Pcp{x)-\-  Vxix)-]}=F{x)  {f{a:)-{-plPf{x)^Uxix)]}. 

Das  Polynom  Fix)  geht  daher  algebraisch  in  das  erste 
Glied  der  vorhergehenden  Formel  auf.  Da  nun,  wie  wir  eben 
gesehen  haben ,  F  ix)  mit  i/^  [x)  keinen  Factor  gemeinschaftlich 
hat,  so  muss  die  Function 

(Pix)  -{-  p  [Pipix)  +    Vxix)-] 
durch  Fix)  theilbar  sein,  und  man  hat 

cp{x)  =  F{x)f^  ix)  +  px{x)> 
oder 

(p{x)  ^  F  [x)  /",  [x)  {mod.  p) , 
worin  /",  {x)  eine  ganze  Function  bezeichnet. 

Zusatz.    —    Wenn   die    nach   dem   Primzahlmodul   p 
irreductibele    ganze  Function   F {x)    in   Beziehung    auf 
diesen  Modul  in  keine  der  Functionen 
<jo,  {x)  ,  cp^ix)  ,  .  .  .  ,  (p„,  {x) 
aufgeht,  so  geht  sie  auch  nicht  in  die  Function 

cp  ix)  =  qp,  {x)  •  9)2  N  •  •  •  fm  (x)  -\-  PX  N 
auf,  welche  nach  p   dem  Produkte   der  Functionen  (p^, 
T'?,---.  ^mCongruentist. 

Dies  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  dem  eben  bewiesenen  Salze. 

Bemerkungen   über   die  Zerlegung   einer   ganzen  Function 
in  irreductibele  Factoren. 

343.  Eine  ganze  Function  g){x),  welche  nach  dem  Modul 
p  nicht  congruent  Null  ist,  kann  irreductibel  oder  reductibel  sein. 
Im  letzteren  Falle  lässt  sie  sich  in  irreductibele  Facto- 
ren  zerlegen,    und  man  erhält 

F  {x)  F^  {x)  i^2  ix)  ,..  Fm^i  ix)  =  acp  ix)  +  px  ix) ; 

darin  bezeichnen  F  {x)  ,  F^  {x)  ,  . .  .   Polynome   mit  ganzen  Coef- 
ßcienten,   die  in   Beziehung   auf  den   Modul  p  irreduclibel  sind, 

7* 
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%{x)  eine  ganze  Function  und  «  die  Zahl,  mit  welcher  q»  (a;)  mul- 
tiplicirt  werden  muss,  damit  der  Coefficient  der  höchsten  Potenz 
von  oc  auf  Eins  reducirt  werde. 

Aus  dem  Zusatz  zum  vorhergehenden  Satze  geht  hervor,  dass 
die  Function  a  cp  (x)  nur  auf  eine  Art  nach  dem  Modul  p  in  irre- 
ductibele  Factoren  zerlegt  werden  kann.  Dies  zu  beweisen,  neh- 
men wir  an,  wir  hätten 

f ,  .  .  .  ,  F  ,  .  .  .  bezeichnen  irreductibele  Factoren.  Der  irrcducti- 
bele  Factor  F  geht  in  Beziehung  auf  den  Modul  p,  dem  erwähn- 
ten Zusätze  zufolge,  in  einen  der  Factoren  des  ersten  Gliedes, 
z.  B.  in  f  auf,  und  da  auch  f  irreductibel  ist,  so  müssen  die 
Factoren  F  und  /  einander  congruent  sein.  Wir  können  daher 
f  durch  F  -\-  p%{x)  ersetzen;  dann  geht  unsere  Formel  über  in 

Ff,f^:..  =  FF,F,_...-{-pi{x). 
Die  Function   %{x)   muss  durch  F  theilbar   sein,    und   die   Aus- 
führung dieser  Division  liefert 

f,f,  ...  =^  F,F^  ...-{-  PI  (x). 
Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Schlussverfahrens  erhält  man 
das  Resultat,  dass  die  Factoren  F,  i^j,  F^,  ...   beziehungsweise 
den  Factoren  /",  f^,  f^,  ...  nach  dem  Modul  p  gleich  sind. 

344.  Es  kann  der  Fall  eintreten ,  dass  mehrere  der  irre- 
ductibeln  Factoren  von  ag){x)  =  ^{x)  einander  gleich  sind; 
dann  hat  die  Function  0  {x)  mit  ihrer  Abgeleiteten  einen  Divisor 
gemeinschaftlich.     Nehmen  wir  an,  es  sei 

x;i  x,"^  ...x„y  =  o{x)  +  p%{x), 

wo  X^  ,  X^  ,  . . .  ,  X,n  Polynome  bezeichnen,  welche  in  Beziehung 
auf  den  Modul  p  irreductibel  und  von  einander  verschieden  sind. 
Bildet  man  die  Abgeleiteten  beider  Glieder  und  stellt  allgemein 
die  Abgeleitete  von  X,-  durch  Z/  dar,   so  erhält  man 

X,    '       ^2  ^       ••■Z>7i'"       \n^X^X,^X^--- Xm-\ \-1lmX  „iX^Xc,-"  X,„-l) 

=  0'[x)  +  p%{x). 
Wenn  keiner  der  Exponenten  n^  ,  n^  ,  •  . .  ,  n,»  ein  Vielfaches 
von  p  ist,  so  ist  der  eingeklammerte  Factor  durch  keinen  der 
irreductibeln  Factoren  X^  ,  X^  ,  .  .  .  ,  Xm  in  Beziehung  auf  den 
Modul  p  theilbar;  denn  damit  derselbe  z.  B,  durch  X^  theilbar 
sei,    müsste  X^  in  einen  der  Factoren  des  Produkts 
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AL^  Ä^2  ^3  •  •  ■  ^wi 
aufgehen ;  dies  ist  aber  unmöglich ,  da  Zj  ,  ^3  ,  .  .  .  ,  X^  irre- 
ductibel  und  von  Zj  verschieden  sind,  und  da  der  Grad  von 
.¥,'  kleiner  als  derjenige  von  Zj  ist.  Das  Produkt  der  irreducli- 
belen  Factoren ,  welche  die  Function  0  {x)  mit  ihrer  Abgeleite- 
ten gemeinschal'tlich  hat,  ist  daher 

y  «1—1     V  "2—1  Y    "m— 1 

ylj  ^2  •  •  •  ■^m 

Dies  ist  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  dieser 
Functionen  in  Beziehung  auf  den  Modul  p,  und  um  ihn  zu  erhal- 
len, hat  man  die  gewöhnliche  Regel  anzuwenden,  bei  jeder  Divi- 
sion aber  die  vorkommenden  Vielfachen  von  p  zu  vernachlässigen 
und  den  Coefficienten  des  höchsten  Terms  jedes  Restes,  bevor 
man  diesen  als  Divisor  benutzt,   auf  die  Einheit  zu  reduciren. 

Wenn  einer  der  Exponenten,  z.  B.  n^,  ein  Vielfaches  von 
p  ist,  so  geht  die  «,*"  Potenz  des  Factors  X^  in  den  grössten 
gemeinschaftlichen  Divisor  ein. 

Bezeichnet  Fj  das  Produkt  derjenigen  der  Factoren  Zj ,  Zj , 
. .  .  ,  welche  in  (D  (x)  mit  ein  und  demselben  Exponenten  «j  behaf- 
tet sind,  Tj  das  Produkt  derjenigen,  welche  den  Exponenten  «2 
haben ,  u.  s.  w. ,  so  ist 

und  durch  ein  Schlussverfahren,  welches  mit  dem  in  No.  50  an- 
gewandten völlig  übereinstimmt,  lässt  sich  heweisen,  dass  die 
Factoren  F,  ,  Fj  ,  F3  ,  .  .  .  durch  einfache  algebraische  Divisio- 
nen ermittelt  werden  können. 


Ganze  Functionen  einer  Veränderlichen,  reducirt  in  Bezie- 
hung auf  einen  Primzahlmodul  und  in  Beziehung  auf  eine 
irreductibele  ganze  Function. 

345.  Wenn  man  eine  ganze  Function  %  [x)  durch  ein  irre- 
ductibeles  Polynom  F  [x)  von  irgend  einem  Grade  v  dividirt,  so 
erhält  man  einen  Quotienten  9)  (.r)  und  einen  Rest,  welcher  durch 
f{x)  -\-  p%  [x)  dargestellt  werden  kann;  f{x)  ist  eine  ganze  Func- 
tion, deren  Grad  höchstens  gleich  v  —  1  ist,  und  deren  Coeffi- 
cienten nach  Belieben  zwischen  den  Grenzen  0  und  p,  oder  zwi- 
schen —    — i—  und  -\-  ^'~     genommen  werden  können.     Man 
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hat  also 

%  (x)  =  f[x)  -\-  F  [x)  (p  [x]  +  px  {x)  , 
oder 

%  [x)  ^  f{x)  -\-  F  [x]  cp  (x)  [mod.  p). 

Die  Function  f{x)  soll  der  in  Beziehung  auf  den  Modul  p 
und  in  Beziehung  auf  die  irreductibele  Function  F {x) 
reducirte  Werlh  von  %  [x)  heissen. 

Der  allgemeine  Ausdruck  der  reducirten  Functionen  ist 

f{x)  ==  %  -{-  a^x  -{-  «2^^  +  •  •  •  +  ^v—i  ^^~^' 

Da  jeder  der  Coefficienten  «^  ,  «j  ,  .  . . ,  aj,_i  p  verschiedene 
Werthe,  z,  B. 

0,1,2,3,...  ,(/>—!) 
annehmen    kann,    so    kann    die   Function  f  {x)  p^    verschiedene 
Werthe  haben,     p  dieser  Werthe  sind  von  der  Veränderlichen  x 
unabhängig;  es  sind  dies  die  p  Zahlen 

0,1,2,3,...,  (p— 1). 
Lehrsatz.  —   Es  seien  X,  ,  X.^ ,  . . .  ,  Xm  m  Functionen 
von  x^  reducirt  in  Beziehung  auf  den  Modul  p  und  in 
Beziehung  auf  die  irreductibele  ganze   Function  F [x). 
Ferner  sei 

%  [x)  =  A.X"'  +  A^X""'  H h  ^—1  ^'  +  ^«. 

eine  ganze  Function  m^^"  Grades  der  Veränderlichen 
X,  deren  Coefficienten  ganze  Functionen  von  x  sind. 
Wir  ersetzen  X  in  %  {X)  der  Beihe  nach  durch 

Xi  ,  A  2  j    •  •  •   >  X„t ', 

wenn  alle  dadurch  erhaltenen  Besultale  in  Beziehung 
auf  den  Modul  p  durch  F {x)  th eilbar  sind,  so  hat  man 
identisch 

%  {X)  =  A,  {X-X,)  [X-X^]  ...  (X-  X^) 
+  F{x)cp{X.x)+px{X,x), 

worin  qp  und  %  ganze  Functionen  der  beiden  Veränder- 
lichen X  und  X  mit  ganzen  Coefficienten  sind. 

Wir  betrachten  vorläufig  X,  ,  X,  ,  .  . .  ,  X,n  als  unbestimmte 
Grössen  und  bezeichnen  mit  %^  [X)  und  R^  den  Quotienten  und 
den  Rest  der  Division  von  %  [X]  durch  X — X^.  Ebenso  seien 
^2  {X)  und  R^  der  Quotient  und  der  Rest  der  Division  von  ^^  {X) 
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durch  X — X^,  u.  s.  w.,  endlich  ^^^^  [X)  und  Rm  der  Quotient  und 
der  Rest  der  Division  von  %^^_^{X)  durch  Z — X„,.  Dann  liefern 
die  Identitäten 

•  g   (X)       =  {X-X,)  %,  {X)  +  R,  , 
,^.  \%AX)      =  (x-x,)  %,  [X]  +  R,, 

%„^A^  =  {x-x,„)%^jx)  +  i?,^, 

da  g^(X)  =  ^0  ist' 

f  5  (Z)  =  i?i  +  R,  {X~X^)  +  i?3  {X~X^)  {X-  X,)-\--.- 
(2).     \  +  i?^  (^— ^i)  •  •  •  {X—X„,-i) 

[  -^J^{x-Xi)---{X—X„,), 

und  man  erhält,  wenn  man  X  der  Reihe  nach  durch 

X^  ,  X^  I   .  .  .   ,   X,n 

ersetzt, 

{^[X,)  =  R,, 

%[X^)  =  R,-[-R^{X^-X,), 

%{X,)  =  R,  +  R,AX,-X,)  +  R^{X.,- X,)  {X,  —  X^) , 


(3). 


^(Z,„)    =  i?i  +  i?2  (X^-  JTi)  H 

Wir  nehmen  jetzt  an,  -Tj  ,  Zj  ,  . .  .  ,  Z„,  seien  ganze  Functionen 
von  X,  reducirt  in  Reziehung  auf  den  Modul  p  und  in  Reziehung 
auf  die  irreductibele  Function  F{x).  Wenn  diese  Functionen  von 
einander  verschieden  sind,  so  kann  die  Differenz  je  zweier  der- 
selben in  Reziehung  auf  den  Modul  p  nicht  durch  F{x)  theilbar 
sein,  und  da  dies  der  Voraussetzung  nach  mit  den  ersten  Glie- 
dern der  Formeln  (3)  der  Fall  ist,  so  müssen  die  Polynome 
R^  ,  R2  ,  . .  .  ,  Rm  in  Reziehung  auf  den  Modul  p  durch  F  (x) 
theilbar  sein.  Dann  nimmt  die  Formel  (2)  die  Form 
(4).  %{X)  =  J,iX—X^)  ...  {X-X„,)  -f  F{x)g>{X,x)-}-px{X,x] 
an,  und  dies  war  eben  zu  beweisen. 

Zusatz. —  Es  sei|^(Z)  eine  ganze  Function  der  bei- 
den Veränderlichen  X  und  x,  die  in  Reziehung  auf  X 
vom  Grade  m  ist,  und  in  welcher  der  Coefficient  von 
X"'  in  Reziehung  auf  den  Modul  p  nicht  durch  die  irre- 
ductibele Function  i?'(a;)  theilbar  ist.  Setzt  man  an  die 
Stelle   von  X  der  Reihe   nach   die  p"  in  Reziehung  auf 
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den  Modul  p  und  in  Beziehung  auf  die  Function  F {x) 
reducirten  F'unctionen  von  x,  so  sind  höclistens  m  der 
erhaltenen  p*  Resultate  durch  F {x)  nach  dem  Modul /> 
theilbar. 

Nehmen  wir  an ,  die  m  Functionen  von  x 

1  f  -^  ■>'"''  '     '" ' 
reducirt  in  Beziehung  auf  den  Modul  j9  und  in  Beziehung  auf  die 
Function  F(x),  seien  so  beschaffen,  dass  jede  der  Functionen 

%  (.Y,)  ,  g  (X2)  ,  . . .  .  g  (Ag 

nach  dem  Modul  p  durch  F  {x)  theilbar  sei.  Dann  besteht  die 
Formel  (4)  identisch,  und  wenn  darin  X  durch  eine  von 

A^  ,  Ä2  ,  •  •  •  ,  Xm 
verschiedene  reducirte  Function  A^+i  ersetzt  wird,  so  hat. man 

+  F{x)  (p{x)  -\rpx{x). 
Nun  kann   F  [x)   nach   dem   Modul  p  nicht   in   das  Produkt  der 
Differenzen  X^+i  —  X^  ,  Xm+\  —  X^  ,  ...   aufgehen ;   folglich  ist 
%  [Xm+i)    nach    diesem   Modul    durch    das    Polynom   F  {x)    nicht 
theilbar. 

Fundamental -Eigenschaften  der  nach  einem  Primzahlmodul 
irreductibelen  Polynome, 

346.  Lehrsatz  I.  —  Jedes  Polynom  F  (x)  mit  gan- 
zen Coefficienten  und  vom  Grade  v,  welches  in  Bezie- 
hung auf  den  Primzahlmodul  p  irreductibel  ist,  geht 
nach  diesem  Modul  in  die  Function  xP^  —  x  au  f. 

Der  allgemeine  Ausdruck  der  in  Beziehung  auf  den  Modul 
p  und  in  Beziehung  auf  die  irreductibele  Function  F{x)  reducir- 
ten ganzen  Functionen  von  x  ist 

ö^  ,  Oj  ,  .  . .  ,  rt,_i  sind  ganze  Zahk-n,  die  zwischen  0  und  p,  oder 
zwischen  —  -^ —  und  -\-  ^—x —  liegen.     Eine   dieser  Functionen 

ist  Null;  wir  abstrahiren  von  derselben  und  bezeichnen  die  p^—X 
von  Null  verschiedenen  reducirten  Functionen  mit 
(1).  Zj   ,   Xj  ,   .  .  .   ,  X^y-x- 
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Dies  vorausgesetzt,  sei  f{x)  eine  nach  dem  Modul  p  durch  F  [x] 
nicht  theilhare  ganze  Function   von   x',   wir   betrachten   die  Pro- 
dukte der  Functionen  (1)  in  f{x),  nämlich 
(2).  X,f{x)  ,  X,f{x)  ,  ...,XpV_,f[x). 

Keines  dieser  Produkte  ist  nach  dem  Modul  p  durch  das 
irreductibele  Polynom  F  [x)  theilbar,  da  die  Factoren,  aus  denen 
es  besteht,  diesen  Divisor  nicht  zulassen.  Offenbar  kann  aber 
auch  die  Differenz  zweier  Terme  der  Reihe  (2)  nicht  durch  F{x) 
nach  dem  Modul  p  theilbar  sein,  da  diese  Differenz  selbst  ein 
Term  von  (2)  ist.  Die  in  Beziehung  auf  den  Modul  p  und  in 
Beziehung  auf  das  irreductibele  Polynom  F  [x]  reducirten  Werthe 
der  Produkte  (2)  sind  daher  von  einander  verschieden,  und  kei- 
ner von  ihnen  ist  Null:  folglich  fallen  sie,  abgesehen  von  der 
Reihenfolge,  mit  den  Termen  der  Reihe  (1)  zusammen.  Daraus 
geht  hervor,  dass  zwischen  den  Functionen  der  Reihe  (2)  und 
den  entsprechenden  Functionen  von  (1)  //  —  1  Congruenzen  von 
der  Form 

X„J[x)  =  Z„  +  F{x)  cp  {x)  {mod.  p) 

bestehen,  durch  deren  Multiplication  sich 

.r^  Z.  . .  .  Zpv_i  [f[x)p"-^-.l]  ^  F{x)(p  [x]  {mod.  p) 
ergiebt,  worin  cp  eine  ganze  Function  von  x  darstellt.     Das  Pro- 
dukt Zj  Xj  ...  XpV_i  ist  in  Beziehung  auf  den  Modul  p  durch 
F [x)  nicht  theilbar,  mitbin  hat  man 

(3).  f{xY*-^  —  l^F{x)cp{x){mod.p), 

oder,  wenn  man  mit  f{x)  multiplicirt, 

(4).  f[a:)P'  —  f[x)  =  F{x)  tp  [x)  [mod.  p). 

Wir  haben  vorausgesetzt,  die  Function  f{x)  sei  nach  dem  Modul 

p  nicht  durch  F [x)   theilbar;   es  liegt  aber   auf  der  Hand,   dass 

die  Formel  (4)  auch  dann  gültig  bleibt,  wenn  f{x)  ein  Vielfaches 

von  F  {x)  ist. 

Da    die  F'ormei  (4)    für   jeden   Werth   der  ganzen   Function 
f[x)  besteht,  so  können  wir  f{x)  =  x  annehmen;    dann  ist 
(5).  xv^'  —  X  '^  F{x)  (p  {x)  [mod.  p) , 

also  unser  Satz  bewiesen. 

347.  Hilfssatz.  —  Es  seien  f{x)  eine  ganze  Func- 
tion der  Veränderlichen  x,  p  eine  Primzahl  und  n 
irgend  eine  ganze  Zahl;  dann  hat  man 
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f{xP")   =  [f{x)Y  +  P%{x), 
worin  %{x)  eine  ganze  Function  bezeichnet. 
Es  sei 

f{x)    =    «0    -f-    «1^    -|-    «2^^    _[_...   _|-    a,nX>". 

Die  p^^  Potenz  von  f{x)  besteht  erstens  aus  den  p*«"  Potenzen 
der  verschiedenen  Terrae,  ferner  aus  Termen,  welche  gewisse 
Potenzen  mehrerer  Terrae  von  f{x)  enthalten;  der  Coefficient 
irgend  eines  dieser  letzteren  Terrae  hat  die  Forra 

1  -2  •••p  

(1- 2.- ?,)•••  (l-2---y;t)    ' 
Da  nun  jede  der  Zahlen  qy  ,  q^  ,-  •  .  ,  q^  kleiner  als  p  ist,  so  ist 
dieser  Coefficient  durch  p  theilbar,  und  raan  hat 

[/■(a;)]p  -\-pi[x)^  a/  -\-  a^v xv  -\-  ö/a;^/'  -f-  ...  -f-  a^Px^^v. 
Nach  dem  Fermat'schen  Satze  ist  aber 
aP  ^  a  [mod.  p) , 
folglich 

[f{x)\p  -^p%{x)  =  a^-{-  a^xP  +  «2  a:2p  -f- (-  a« x^'P , 

oder 

f{xP)  =  lf{x)-]P  -i-  piix); 
darin  bezeichnet  %  [x)  eine  ganze  Function. 
Schreibt  man  xp"~    statt  x,  so  folgt 

und  hier  bezeichnet  %  [x]  eine  neue  ganze  F'unction. 
Dies  vorausgesetzt,  nehmen  wir  an,  es  sei 
f[xP"-')  =  [f{x)r-'  +  p;tN; 
wird  diese  Formel   auf  die  /)**=  Potenz  erhoben,    so  ergiebt  sich 
mit  Rücksicht  auf  die  vorhergehende  Relation 

f{xp")  =  [f[x)y  +  pi{x). 

Wenn  demnach  diese  Formel  für  einen  Werth  des  Exponenten  n 
besteht,  so  besteht  sie  auch  für  den  nächst  höheren  Werth;  da 
sie  nun  für  n  =  1  bewiesen  ist,  so  muss  sie  allgemein  gül- 
tig sein. 

348.     Lehrsatz  n.  —  Eine  ganze  Function  v'""  Gra- 
des F{x),  welche  in  Beziehung  auf  den  Primzahlmodul 
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p  irreductibel  ist,  geht  nur  dann  nach  diesem  Modul 
ina'P'" — X  auf,  wenn  ^  ein  Vielfaches  von  v  ist. 

Wir  zeigen  zunächst,  dass  die  Function  a:^"  —  x,    wenn    fi 
<  V  ist,  nach  dem  Modul  jt?  durch  F  [x)  nicht  theilbar  sein,  d.  h. 
dass  man  nicht  haben  kann: 
(1).  xP^—  X  =  F{x)  (p  [x)  -\-  p%  [x] , 

worin  q)  (x)  und  %  {x)  Polynome  mit  ganzen  Coefficienten  sind. 
Dies  zu  beweisen,  nehmen  wir  an,  die  Relation  (1)  bestehe,  und 
setzen 

f{x)  =  ÜQ  -\-  (ii  X  -\-  a^x'^  -\-  •  •  •  -\-  Or—t  x^~^ ; 

ß^  ,  öj  ,  ...  sind  irgend  welche  zwischen  0  und  p  —  1  enthaltene 
ganze  Zahlen.     Nach  dem  vorhergehenden  Hilfssatze  ist 

lf{x)y^  =  fixp^)  +  PxA^)> 

worin  Xt  {x)  eine  ganze  Function  bezeichnet,  und  wenn  im  zwei- 
ten Gliede  dieser  Identität  xp^  durch  den  aus  (1)  genommenen 
Werth  X  -f-  F [xj  (p  {x)  -f-  px{x)  ersetzt  wird,  so  nimmt  dieses 
Glied  offenbar  die  Form 

fix)  +  F{x)  0ix)  -i-  p^ix) 

an,  wo  0  und  W  Polynome  mit  ganzen  Coefficienten  darstellen; 
es  ist  daher 

(2).  [/  {x)yf'  ~f[x)  =^  F  [x)  0  [x]  -\-  pW  [x). 

Aus  dieser  Formel  (2)  geht  hervor,  dass,  wenn  man  in  der 
Function  (/>'*)  «^"  Grades 

ÄP^  —  X 

X  durch  jede  der  in  Beziehung  auf  den  Modul  p  und  die  Func- 
tion F{x)  reducirten  p"  Functionen  ersetzt,  man  p"  Resultate 
erhält,  welche  sämmtlich  nach  dem  Modul  p  durch  F  [x]  theil- 
bar sind.  Dies  ist  aber  nach  No.  345  für  ft  <  v  unmöglich; 
mithin  kann  die  Formel  (1)  in  diesem  Falle  nicht  stattfinden. 

Zweitens  behaupten  wir,  dass  die  Formel  (1)  nur  dann  beste- 
hen kann,  wenn  ^  durch  v  theilbar  ist.      Es   sei  nämlich  q  der 
Quotient  und  r  der  Rest  der  Division  von  ft  durch  v,  also 
^i  ^    vq  -\-   r. 

Nach  dem  Lehrsatz  1  (No.  346)  geht  F  [x]  in  Beziehung  auf  den 
Modul  p  in  die  Function 
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xP*  —  X  =  X   [^P"-! — '1] 
auf,  und  diese  gehl  algebraisch  in 

X  (a:P"*-i  —  l)  =  xP""  -  X 
auf,    da    der    Exponent   p^'^—l    ein    Vielfaches   von    p"  —  !    Ist. 
Folglich  ist  xP^^  —  x    nach    dem   Modul  p  durch   F{x)   theilbar. 
Der  Voraussetzung  nach  geht  F  {x)  nach  dem  Modul  p  aber  auch 
in   die  Function  xp'^  —  x  auf;   daher  muss  auch  die  Differenz 

[xPf'-^x)    —    {xP"^  —x)   =   xP"'^'^'' —  XP'"' 

nach  dem  Modul  p  durch  F{x)  theilbar  sein.  Dem  Hilfssatze  der 
No.  347  zufolge  ist  diese  Differenz  nach  dem  Modul  p  der  Potenz 

{xP''  —  x)p"' 
congruent,  und  diese  Potenz  kann  nur  dann   nach  dem  Modul  p 
durch  F  [x)  theilbar  sein,  wenn 

xP^ X 

in  Beziehung  auf  denselben  Modul  durch  F  {x)  theilbar  ist.  Da 
aber  r  <  v  ist,  so  ist  dies,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  nur 
für  r  =  0  möglich. 


Bestimmung  der  Anzahl  der  ganzen  Functionen  f '«"  Grades, 
welche  in  Beziehung  auf  einen  Primzahlmodul  p   irreduc- 

tibel  sind. 

349.  Wir  sind  jetzt  im  Stande  zu  beweisen,  dass  es  ganze 
Functionen  jeden  Grades  v  giebt,  welche  in  Beziehung  auf  einen 
Primzahlmodul  p  irreductibel  sind;  auch  ist  es  leicht,  wie  man 
sehen  wird,  die  Anzahl  dieser  Functionen  zu  bestimmen. 

VVir  betrachten  die  Function  xP^  —  x  und  setzen  voraus,  die- 
selbe sei  in  Factoren,  die  nach  dem  Modul  p  irreductibel  sind, 
zerlegt,  d.  h.  es  sei 

F{x)  Fl  (x)  F,  (x)  ...  ^  xP'  —  x  -^  PI  (a-). 

worin  F  [x),  F^  [x),  F^[x),  u.  s.  w.  ganze,  nach  dem  Modul  p 
irreductibele  Functionen  sind  und  ^  [x]  irgend  eine  ganze  F'unc- 
tion  bezeichnet. 

Es  ist  unmöglich,  dass  zwei  der  Factoren  F ,  P. .  F^,  u.  s.  w. 
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einander  gleich  sind,  da  die  Function  a:^' — .r  keinen  Factor  mit 
ilirer  Abgeleitelen  gemeinschaftlich  hat.  Ausserdem  führen  die 
frfdieren  Entwicklungen  zu  folgenden  Ergebnissen: 

P.  Jede  nach  dem  Modul  p  irreduclibele  ganze  Function 
v'e"  Grades  ist  in  der  Reihe  F  [x)  ,  F^  {x)  ,  F^  {x) ,  u.  s.  vv.  ent- 
halten. 

2".  Der  Grad  irgend  einer  Function  dieser  Reihe  ist  gleich 
V  oder  gleich  einem  Divisor  von  v. 

3".  Diejenigen  der  Functionen  F{x),  F^{x),  F^  {x),  u.  s.  w., 
deren  Grad  ein  Divisor  ^i  von  v  ist  [^  <  v),  gehen  nach  dem 
Modul  p    in    die  Function  x^^ — x  auf. 

Daraus  geht  hervor,  dass,  wenn  man  die  Function  x^^  —  x 
nach  dem  Modul  p  durch  das  Produkt  aller  irreductibelen  Func- 
tionen dividirt,  welche  in  eine  der  Functionen  xf^  —  x,  wo  ft 
ein  Divisor  von  v  ist,  aufgehen,  man  einen  Quotienten  V  erhält, 
welcher  das  Produkt  aller  nach  dem  Modul  p  irreductibelen  gan- 
zen Functionen  v*^"  Grades  ist. 

Wenn  z.  R.  v  eine  Primzahl  ist,  so  sind  die  irreductibelen 
Factoren  von  a;''*  —  x  sämmtlich  vom  Grade  v  oder  vom  Grade 
1 ;  das  Produkt  der  Factoren  ersten  Grades  ist 

X  [x  —  1)  {x  —  2)  ...  [x  —  p  -\-  1),  oder  xP  —  x. 

Man  hat  daher  in  diesem  Falle 


XP  — X 

Der  Grad  von  F  ist  hier  p* — p\  folglich  ist  die  Anzahl  N  der 
in  Reziehung  auf  efnen  Primzahlmodul  p  irreducti- 
belen ganzen  Functionen,  deren  Grad  v  eine  Primzahl 
ist,  gleich 


N  = 


P"  —P 


Wir  wenden  uns  jetzt  zum  allgemeinen  Falle:   es  sei 

V  =   q^"i   q^-^  .  .  .    g^^m, 

worin  q^  ,  q.^  ,  .  .  .  ,  gm  ungleiche  Primzahlen  und  Wj  ,  ?/., »m 

irgend    welche    ganze    positive    Zahlen   sind.     Der   Kürze   wegen 
setzen  wir  für  jeden  Werth  der  ganzen  Zahl  A 


und  machen  ausserdem 


xP'-^x  =  [l], 
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X 


L  ^'  J  L  ?2  - 


^/« 


qm—i  qm 


danach  ist  Za  das  Produkt  von 

»1(7«  —  1)  .  . .  (m  —  k  -\-  i) 
1.2.. .A 

Symbolen  [  ],  und  die  Nenner  der  Argumente  dieser  Symbole 
sind  die  Produkte  von  je  k  der  m  Zahlen  q^,  q^,  ....  q-m-  Dies 
vorausgesetzt,  behaupten  wir,  es  sei 

V  =  ^  ^^  ^*  -^6  •  •  • 
X,  X3  X,  .  .  .    ' 

Wir  dcnke^  uns,  der  Zähler  und  der  Nenner  dieses  Ausdrucks 
seien  in  irreductibele  Factoren  zerlegt,  und  bezeichnen  einen  die- 
ser Factoren  mit  F  {x).  Wenn  der  Factor  F  {x)  vom  Grade  v 
ist,  so  tritt  er  nur  in  X  auf;  folglich  hat  er  im  Zähler  des  vor- 
stehenden Ausdrucks  den  Exponenten  ] ,  im  Nenner  den  Expo- 
nenten Null. 

Wenn  der  Grad  [i  von  F  [x)  kleiner  als  v  ist,  so  gehen 
einige  der  Primfactoren  q  in  v  wenigstens  einmal  mehr  als  in  (i 
ein;  werden  diese  Factoren,  deren  Anzahl  s  sich  auch  auf  1  redu- 
ciren  kann,  mit  q^,  qi,  .  .-,  qs  bezeichnet,  so  geht  der  Grad  ju^  in 


q,   qz  ...  qs 

aber  nicht  in  den  Quotienten  von  v  durch  einen  neuen  Factor  q, 
wie  qs+i-,  auf.  Der  irreductibele  Factor  F  {x)  tritt  in  X  in  der 
ersten  Potenz  auf;  wir  wollen  allgemein  bestimmen ,  mit  welchem 
Exponenten  er  sich  in  Xk  vorfindet.  Hat  man  ^  >  s,  so  ist  der 
Factor  F  {x)  in  der  Function  Xk  nicht  enthalten;  wenn  aber 
k  <i  s  oder  k  =  s  ist,  so  enthält  Xk  offenbar  so  viele  Factoren, 
die  gleich  F  (x)  sind,  als  es  Combinationen  von  5  Elementen  zur 
/t*«^"  Klasse  giebt.     Da   die  Anzahl  dieser  Combinationen  gleich 
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sis—l)...{s  —  k-^l) 
1  •  2  •••& 

ist,  so  enthalten  der  Zähler  und  der  Nenner  des  vorhergehenden 
Ausdrucks  den  Factor  F  (x)  mit  Exponenten ,  welche  beziehungs- 
weise den  folgenden  Summen  gleich  sind: 

s  js  —  l)     .     s{s—l)  {s  —  2)  (s—3) 


1 


1.2         '  1-2-3-4  ' 


und 


^     ,     s{s-l){s—2)     ,     .V  (^-1)  •••  (s  —  i)     , 
1       ■"  1-2-3  """  1-2-3-4-5  ' 


Diese  beiden  Summen  sind  aber  einander  gleich;  denn  ihre  Dif- 
ferenz ist  offenbar  gleich  (1  —  1)*  oder  gleich  Null.  Folglich  ist 
der  Zähler  unseres  Ausdrucks  in  Beziehung  auf  den  Modul  p  durch 
den  Nenner  theilbar,  und  der  Quotient  der  Division  ist  gleich 
dem  Producte  V  aller  ganzen  Functionen  v**'"  Grades,  welche 
nach  dem  Modul  p  irreductibel  sind. 

Es  ist  übrigens  gut,  zu  beachten,  dass  der  Zähler  des  Aus- 
drucks von  V  algebraisch  durch  den  Nenner  theilbar  ist.  Dies 
zu  beweisen,  genügt  es,  das  eben  angewandte  Schlussverfahren 
zu  wiederholen,  und  dabei  durch  ju.  immer  einen  Divisor  von  v 
darzustellen,  zugleich  auch  das  Polynom  jit**^"  Grades  F  [x)  durch 
einen  der  linearen  Factoren  zu  ersetzen,  welche  algebraisch  in 
xP^  —  X,  aber  nicht  in  a:^'"'  —  x  {(i^  <C  fi)  aufgehen.  Der  Grad 
des  Polynoms   V  kann  durch 

V  V  V 

p^  —  2^  pVi     -|_      'S^  p^. +  (—  l)"'"^     ^p9^97.-.q,„-i 


+   (—   1)       pl^i-^'-lm 

dargestellt  werden,  und  da  dieses  Polynom  das  Produkt  aller  iV 
ganzen  Functionen  v^^'^  Grades  ist,  welche  in  Beziehung  auf  den 
Modul  p  irreductibel  sind,  so  hat  man 


2  p«^+...  4- (_  1)— 1^/'*— *-i^_(_  jfp*'*— *». 


350.  Aus  der  vorstehenden  Formel  kann  man  zwei  sehr 
einfache  Grenzen  für  die  Anzahl  ^Y  der  nach  dem  Primzahlmo- 
dul p  irreductibeln  Congruenzen  v"^"  Grades  entnehmen.  Geht 
man  nämüch  von  der  Formel 
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aus,  so  hat  man 

+  .•••• 

darin  sind  überall  natürliche  Logarithmen  gemeint. 
Aus  dieser  Formel  folgt  zunächst 

^   -  (^^  —  VJ  "T"  +  V^  ~  ^j  "TT"   ■ 


oder 
ferner 


+  [^  —  vy  iTäTs"  +  • 


jv  <  Pl:rP 


r  1  -  -  1  -  -  A 

V.  V  V  -^ 


oder 


V  —  1  V 


wo  g)  (v)  die  Gesammtzahl  der  Zahlen  bezeichnet,  die  prim  zu  v 
und  kleiner  als  v  sind.  Jede  der  ermittelten  Grenzen  drückt 
den  Werth  von  TV  aus,  wenn  v  eine  Primzahl  ist. 

Ueber  die  Zerlegung  einer  gegebenen  ganzen  Function  in 
Pactoren,  die  nach  einem  Primzahlmodul  irreductibel  sind. 

351.  Wenn  es  sich  darum  handelt,  eine  gegebene  Func- 
tion %  [x)  in  Facloren  zu  zerlegen ,  w  eiche  nach  dem  Modul  p 
irreductibel  sind,  so  hat  man  zunächst  zu  untersuchen,  ob  diese 
Function  vielfache  Divisoren  besitzt.  Wenn  dies  der  Fall  ist,  so 
ist  sie  von  der  Form 
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g  {sc)  =   Fl"'   F/'    F.,"'   .  .  .  {mod.  p) , 
wo    Fj,    Fj,    ...    ganze    Functionen   sind,   welche  nur    einfache 
Factoren  zulassen,   und  die   nach   No.  344  durch   einfache   alge- 
braische Divisionen  bestimmt  werden  können. 

Die  Aufgabe  ist  somit  auf  den  Fall  zurückgeführt,  in  wel- 
chem %  [x)  nur  einfache  Factoren  enthält;  dann  hat  die  Function 
%  [x)  mit  ihrer  Abgeleiteten  keinen  Factor  nach  dem  Modul  p 
gemeinschaftlich. 

Dies  vorausgesetzt,  erhfdt  man  das  Produkt  der  irrediictibelen 
Factoren  ersten  Grades  von  ^  [x] ,  wenn  man  den  grösston  ge- 
meinschaftlichen Divisor  der  Polynome  g  [x]  und  xp  —  x  ermit- 
telt. Wir  bezeichnen  diesen  Divisor,  der  sich  auch  auf  Eins  redu- 
ciren  kann,  mit  P^  und  setzen 

%[x)  =  P,  %^  {x)  [mod.p), 
wo  ^1  {x)  eine  ganze  Function  ist. 

Weiter  erhält  man  das  Produkt  der  irreductibelen  Factoren 
zweiten  Grades  von  %  {x)  oder  von  %^  [x),  wenn  man  den  gröss- 
ten  gemeinschaftlichen  Divisor  der  Polynome  %^  {x)  und  xv  — x 
bestimmt,  und  wenn  dieser  Divisor,  der  sich  gleichfalls  auf  Eins 
reduciren  kann,  mit  P.^  bezeichnet  wird,  so  hat  man 
?f,  [x)  =  P^%[x)   [mod.p), 

wo  ^2  (^)  6'"6  ganze  Function  ist. 

Ebenso  liefert  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  P^  der 
Functionen  gj  N  und  x^'  —  x,  wenn  er  sich  nicht  auf  Eins 
reducirt,  das  Produkt  der  Divisoren  dritten  Grades;  es  ist 

^2  (^)    =    -P3  ^3   (^)    (»»O«'-  P)  ' 

u.  s.  w.  So  fortfahrend ,  muss  man  offenbar  zu  einer  Function 
%,„  [x)  gelangen,  welche  sich  auf  Eins  reducirt,  und  es  ist 
%  [x)  ^  P^P^P.^...  P,n  [mod.  p). 
Um  die  Lösung  der  Aufgabe  zu  vollenden,  hat  man  noch 
jedes  der  Polynome  P^.  in  irreductibele  Factoren  v'^'^"  Grades  zu 
zerlegen.  Die  allgemeinste  Methode,  welche  dies  leistet,  besteht 
im  Folgenden :     Man  dividirt  das  Polynom  P^  durch  die  Function 

F  [x)  =  X''  -{-  J^x"-^  4-  ^2 «"-2  -}- 1-  A^_ix  4-  A^, 

deren  Coefficienten  unbestimmt  sind,  und  drückt  sodann  aus,  dass 
die  V  Terme  des  Restes  nach  dem  Modul  p  congruent  Null  seien. 
Dadurch  erhält  man  ein  System  von  v  Congruenzen,  mittels  wei- 
se rrei,  Alg-cbra.  II.  g 
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eher  die  v  Cocfficienten  J^,  Ä^,  .  .  .,  Ay  bestimmt  werden  kön- 
nen. Bezeichnet  (u-v  den  Grad  von  Py,  so' wird  dies  Congruen- 
zensystem  augenscheinlich  f*  Lösungssysteme  zulassen,  welche 
beziehungsweise  den  \i  irreductibelen  Polynomen  r*"^"  Grades  ent- 
sprechen, deren  Produkt  gleich  Py  ist. 

Die  Aufgabe,  alle  ganzen  Functionen  v'*'"  Grades  zu  suchen, 
welche  nach  dem  Modul  p  irreductibel  sind,  ist  ein  specieller 
Fall  der  im  Vorhergehenden  behandelten  Aufgabe.  Letztere  geht 
nämlich  in  jene  über,  wenn  in  der  vorstehenden  Entwicklung 

%  [x]  =  xf^ X 

gesetzt  v^ird. 

Classification  der  nach  dem  Primzahlmodul  p  irreductibelen 
ganzen  Functionen  v"^"  Grades. 

352.  Wenn  n  ein  Divisor  von  p'  —  1  ist,  so  geht  die 
Function  x" — 1  in  a:^'~^  —  1  oder  in  xP^  —  x  auf.  Wird  daher 
x" — 1  in  Factoren  zerlegt,  die  nach  dem  Modul  p  irreductibel 
sind,  so  dass  man 

F  {x)  F,  (x)  F^{x)  ...  =  x"—!  +  px  {x) 
bat,  wo    %  {x)    eine  ganze  Function  ist,    so  sind  die  Functionen 
F  {x) ,  F^  (x),  ...  unter  den  irreductibelen  Factoren  von  xP^  —  x 
enthalten,   und  ihr  Grad  ist  folglich  gleich  v  oder  gleich  einem 
Divisor  von  v. 

Wenn  F{x)  eine  nach  dem  Modul  jo  irreductibele  ganze  Function 
yten  Grades  ist,  und  wenn  n  die  kleinste  Zahl  von  der  Beschaffen- 
heit darstellt,  dass  x"  —  1  durch  F  {x)  nach  dem  Modul  p  theilbar 
ist,  so  sagen  wir:  Die  Function  F  {x)  gehört  zum  Exponen- 
ten w.  Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  n  ein  Divisor  von  p* — 1 
ist;  denn  da  F  (x)  nach  dem  Modul  p  in  die  beiden  Functionen 
xP^~^ — 1  und  x" — 1  aufgebt,  so  ist  F{x)  auch  ein  Divisor  von 
x^ — 1,  wenn -ö-  den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  der  bei- 
den Zahlen  p^ — 1  und  n  bezeichnet,  und  da  F  {x)  zum  Expo- 
nenten n  gehört,  so  muss  &  =  ji  sein.  Man  sieht  auch,  dass 
ti  ein  p^  —  1  eigener  Divisor  sein  muss,  d.  h.  dass  ti 
nicht  in  jo^  —  1  aufgehen  kann,  wenn  jtt  <  v  ist.  Fände  näm- 
lich das  Gegentheil  statt,  so  würde  a;" — 1  ein  Divisor  von 
xP^~^  —  1,  diese  letztere  Function  also  nach  dem  Modul  p  durch 
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F{x)  theilbar  sein,  was  unter  der  Voraussetzung  ft  <  v  unmög- 
lich ist. 

Dies  vorausgesetzt,  stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  die  Anzahl 
der  ganzen  Functionen  r*''"  Grades  zu  bestimmen,  welche  nach 
dem  Primzahlmodul  p  irreductibel  sind,  und  die  zu  einem  Expo- 
nenten n  gehören,  welcher  ein  p^ — 1  eigener  Divisor  ist. 

Es  sei 

n  =  ^Tj«.  q.»^.  .  .  .  q^"m  , 

Avo  5',,  gr.,,  ...,qm  ungleiche  Primzahlen  sind.  Wir  setzen  ferner 
X    =  x"  —  \, 

X^  =  (^  x^^—  Ij   y  x^—  1  j   •  •  •   \x~^  —  \J  , 

X^    =    (^iC*'*^—  l)     (^.r*^—  1  )     •   •   ■     [x^m-llm 1), 

X„,==  (x^i-'-tm—xy, 

danach  ist  Xk  das  Produkt  von 

m  {m  —  1)  .  . .  (wi  —  A:  -|-  1) 


Factoren,  welche  aus 


1 .  2 


.^/t 


dadurch  hervorgehen,  dass  man  für  'Q'k  die  Produkte  von  je  k 
der  Factoren  q^,  q^,  .  . .,  qm  nimmt.  Bezeichnet  endlich  V  das 
Produkt  aller  ganzen  Funktionen  v"*"  Grades,  welche  nach  dem 
Modul  p  irreductibel  sind  und  zum  Exponenten  n  gehören,  so 
behaupten  wir,  es  sei 

y   =  -^  -^2  ^4  -^6    •  •  • , 
-^1  -^3  -^5  •  •  • 

Wir  beweisen  diese  Behauptung  mittels  eines  Schlussverfah- 
rous,  welches  dem  in  No.  349  angewandten  ganz  ähnlich  ist. 
Denken  wir  uns  die  beiden  Terme  des  Ausdrucks  von  V  in  irre- 
duclibele  Factoren  zerlegt;  einer  dieser  Factoren  sei  i^(a:).  Wenn 
die  Function  F  [x]  zum  Exponenten  n  gehört,  so  tritt  sie  nur  in 
X  auf,  und  hat  folglich  im  Zähler  von  V  den  Exponenten  1 ,  im 
Nenner  den  Exponenten  Null.  Gehört  aber  F  [x]  zum  Exponen- 
ten m  <i  n,  so  geht  7n  in  die  Quotienten  auf,  welche  sich  erge- 

8* 
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ben,  wenn  man  n  durch  einige  der  Faktoren  q,  z.  B.  durch 
^j,  g^,  ...,  qs  dividirt.  Der  Factor  F  [x)  tritt  dann  in  X  in  der 
ersten  Potenz  auf;  er  kommt  in  Xk  gar  nicht  vor,  wenn  ä:  >  s 
ist;  hat  man  aber  k  <C  s,  so  besitzt  F  {x)  in  Xa  den  Exponenten 

s{s—l)  •'•(■V  — Är+l) 
i  .2  ...  k 

welcher  gleich  der  Anzahl  der  Combinationen  von  s  Elementen 
zur  Ar*«"  Klasse  ist.  Daraus  ergiebt  sich,  dass  der  Factor  F  {x) 
in  dem  Ausdruck  von    V  den  Exponenten 

1  -  -f  +  '-^^ =  (1  -  1)-'  =  0 

hat.  und  l'olglich   ist   V  gleich   dem  Produkte   aller   irreductiheln 
Functionen  v'*^^"  Grades,  welche  zum  Exponenten  n  gehören;   die 
Anzahl  dieser  Functionen  bezeichnen  wir  mit  N. 
Der  Grad  der  Function    V  ist 

"-(7  +  7+--+f)  +  (f„   +  ,^  +•••)  — ■ 

\  7l  92  '/m  J  \  '/l  '/i  9\  93  ) 

1 ?L__, 

—  yi  <72  •  •  •  !7"* 
oder 

\         qi)  \  qi)  \         q«*) ' 


Man  hat  daher 

V 

oder 


V 

wenn  9)  (n)  die  Anzahl   der  ganzen  Zahlen   bezeichnet,   die  prim 
zu  n  und  kleiner  als  n  sind. 

Wenn  n  ein  Primzahl  ist,   so  reducirt  sich   die  vorstehende 
Formel  auf 

V 

und  daraus  folgt 

n  =  vN  -j-  1- 
Danach  hat  jede   Primzahl,    die   ein  p^  —  1  eigener  Divisor   ist, 
die  Form   kv  -\-  1,  was  mit  einem  Satze  von   Euler  überein- 
stimmt. 
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353.  Aus  dem  Vorhergehenden  ist  ersichtlich,  dass  die  in 
Beziehung  auf  den  Modul  p  irreductibelen  ganzen  Functionen  v'^" 
Grades  sich  nach  dem  Exponenten,  zu  welchem  sie  gehören, 
naturgemäss  in  mehrere  Klassen  vertheilen.  Eine  dieser  Klas- 
sen umfasst  die  Functionen,  welche  zum  Exponenten  p^  —  1 
gehören,  und  welche  in  der  Theorie,  die  uns  jetzt  beschäftigt, 
eine  wichtige  Rolle  spielen.  Sie  haben  z.  B.  die  in  dem  folgenden 
Satze  enthaltene  bemerkenswerthe  Eigenschaft. 

Lehrsatz.  —  Wenn  F{x)  eine  nach  dem  Modul  p  irre- 
ductibele  ganze  Function  v*^"  Grades  bezeichnet,  die 
zum  Exponenten  p"  —  1  gehört,  so  erhält  man  die  nach 
dem  Modul  p  verschiedenen  p^  —  1  ganzen  Functionen 
(y_l)ten  Grades  dadurch,  dass  man  die  Reste  nimmt, 
welche  sich  bei  den  Divisionen  der  Potenzen 

X  ,  x^  ,  x^  ,  .  .  .  ,  xf^~^ 
durch  F  [x]  ergeben. 

Zwei  dieser  Potenzen,  af  und  0:"+'",  können  nämlich,  wenn 
man  sie  durch  F  [x)  dividirt,  nicht  Reste  (v— 1)*'^"  Grades  he- 
fern, die  nach  dem  Modul  p  congruent  sind;  denn  sonst  würde 
der  Ausdruck 

£!;"+"•  —  ic*"  oder  a;"*  [x^  —  1) , 

und  mithin  auch  a;" — 1  nach  dem  Modul  p  durch  J?*  (aj)  theilbar 
sein,  und  dies  ist  unmöglich,  da  n  kleiner  ist,  als  der  Exponent 
p^  —  1 ,  zu  welchem  F  [x]  gehört. 

354.  Aus  der  dargelegten  Theorie  ergiebt  sich  weiter  der 
folgende  wichtige  Satz: 

Lehrsatz.  —  Wenn  n  eine  Primzahl,  a  eine  primi- 
tive Wurzel  von  n  und  der  Modul  p  von  der  Form 
a -\- kn  ist,   so  ist  die  Function 

a;»  — 1 
x  —  1 

in  Beziehung  auf  den  Modul  p  irreductibel. 

n  ist  nämlich  eine  Primzahl;  ausserdem  ist  n  ein  p"~^  —  1 
eigener  Divisor,  da  p  —  kn  eine  primitive  Wurzel  von  n  ist; 
folglich  ist  die  Anzahl  der  nach  dem  Modul  p  irreductibeln  Fac- 

toren  von  Fhier  gleich  '^-^  oder  gleich  1. 
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Zusatz.  —    Wenn   n    eine    Primzahl    ist,    so   ist  die 
Function  ^  _      algebraisch  irreductibel. 

Es  sei  nämlich  a  eine  primitive  Wurzel  von  n.     Lejeune- 
Dirichlet  hat  nachgewiesen,  dass  die  arithmetische  Progression 

a  ,  a  -\-  n  ,  a  -\-  2n  ,  a  -\-  3n  ,  .  .  . 

unendlich  viele  Primzahlen  enthält.     Eine  dieser  Primzahlen  sei 

p  =  a  -\-  kn', 

dann  ist  die  Function — ^;— -  nach  dem  Modul  p,  folglich  um  so 
mehr  algebraisch  irreductibel. 


Vergleiehnng  der  nach  dem  Modul  p  irreduetibelen  ganzen 
Functionen,  welche  zu  Exponenten  gehören,  die  aus  den- 
selben Primfactoren  gebildet  sind. 

355.  Wenn  n  durch  den  Modul  p  theilbar,  wenn  etwa 
n  =  pn'  ist,  so  erhält  man 

a;«  —  1  =  (a;»'  —  l)**  [mod.  p) , 
und  mithin  ist  die  Function  .r"  —  1  auf  a:"'  —  1  zurückgeführt. 

Wir  setzen  voraus,  n  sei  nicht  durch  p  theilbar.  Bezeichnet 
dann  v  die  kleinste  Zahl  von  der  Beschaffenheit,  dass  ^' —  1 
durch  n  theilbar  ist,  so  geht  die  Function  x"  —  1  nach  dem 
Modul  p  in  xp^ — x  auf,  und  der  Grad  jedes  ihrer  irreduetibelen 
Factoren  ist,  wie  wir  gesehen  haben,  gleich  v  oder  gleich  einem 
Divisor  von  v.  Diejenigen  dieser  Factoren,  die  zum  Exponenten 
n  gehören,   sind  aber  sämmtlich   vom  Grade  v,   und   wir  haben 

oben  gefunden,  dass  ihre  Anzahl  gleich  '^-^   ist,    wo  cp  die  ge- 
wöhnliche Bedeutung  hat. 

Bezeichnen  wir,  dies  vorausgesetzt,  mit  jit  die  kleinste  Zahl, 
die  so  beschaffen  ist,  dass  jeder  Primfactor  von  n  in  p(^  —  1  auf- 
geht, so  ist  V  offenbar  ein  Vielfaches  von  ft.   Es  sei  nämlich 
V  =  ^q  -\-   r\ 

die  Primfactoren  von  n  gehen  der  Voraussetzung  nach  in 

p(iq+r 1 

und  ebenso  in  die  Grösse  pi^'i — 1  auf,  welche  ein  Vielfaches  von 
pi^ — 1  ist;  sie  müssen  daher  auch  in  die  Differenz 
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pfiq+r  — pfiq  oder  p^"^  (p'"  —  1) 

aufgehen.     Dies  ist  aber,  da  r  <i  ^  ist,  nur  für  ;•  ==  0  möglich; 

man  hat  daher 

(1).  V  =  q(i. 

Es  sei  ^— -1 —  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  der  Zahlen  n 

und  pf^ —  1.  Macht  man 

(2).  n  =  ^  X, 

so  sind  k  und  d  relative  Primzahlen;  es  folgt  sodann 

und  da   das   erste  Glied   dieser  Formel   eine  ganze  Zahl   ist,   so 
muss  A  ein  Divisor  von  - — —  sein.     Erhebt  man  die  Identität 

p(^  =  1  -\-  {p/^  —  1) 
auf  die  q^'^  Potenz,  so  ergiebt  sich 

(4)       <!    ^-'  1    -<-       1.2       (^  ^^- 

und  dieser  Ausdruck  muss  durch  X  theilbar  sein. 

Es  bezeichne  d'  einen  Primfactor  von  X,  und  zwar  sei  &" 
die  höchste  in  X  enthaltene  Potenz  von  &.  Da  &  in  fi  und  folg- 
lich in  p^'  —  1  aufgeht,  so  lehrt  die  Formel  (4),  dass  auch  q 
durch  &  theilbar  ist.  Wir  behaupten  aber  ausserdem,  dass, 
wenn  &  nicht  gleich  2  ist,  jeder  Term  des  Ausdrucks  (4),  vom 
zweiten  Terme  an,  eine  höhere  Potenz  von  &  enthält,  als  der 
erste  Term,  Das  Verhältniss  des  allgemeinen  Terms  zum  ersten 
Terme  kann  nämlich  auf  folgende  Form   gebracht  werden: 

(y-1)  (y-2)  ...   (y-A+1)   ^    /p^-iy-l  ^A-1  . 

^•^■-  1.2  ...{k-1)  ^    \      i^      )  ^       k       ' 

die  beiden  ersten  Factoren  sind   ganze  Zahlen;  was  den  dritten 
Factor  betrifft,  so  ist  derselbe  grösser  als 

folglich,  da  /c  wenigstens  gleich  2  ist,  grösser  als  1,  wenn  ^  >  2 
ist.     Der  mit  — j—  gleichbedeutende  irreductibele  Bruch  enthält 
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daher  den  Factor  &  im  Zähler.  Da  das  er^te  Glied  der  Formel 
(4)  der  Voraussetzung  nach  durch  &"  theilbar  ist,  so  muss  nach 
dem  Vorhergehenden  q  den  Divisor  &"  zulassen. 

Ist  also  A  eine  ungerade  Zahl,  so  ist  g  durch  k  theilbar. 
Wenn  umgekehrt  q  durch  X  theilbar  ist,  so  ist  dies  offenbar 
auch  mit  dem  Ausdruck  (4)  der  Fall,  und  folglich  ist  das  erste 
Glied  der  Formel  (3)  eine  ganze  Zahl.  Dann  leuchtet  ein,  dass 
q  =  X  sein  muss,  da  v  die  kleinste  Zahl  ist,  für  welche  n  in 
p^  —  1  aufgeht ;  man  hat  folglich 

(6).  V  =  Aft. 

Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  ob  wir  veranlasst  werden,  die- 
sen Schluss  zu  modificiren,  wenn  X  gerade  ist.  Wenn  X  zunächst 
das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl  ist,  so  muss  der  Ausdruck 
(4)  und  daher  auch  q  durch  2  theilbar  sein ;  damit  also  der  Aus- 
druck (3)  eine  ganze  Zahl  sei,  ist  auch  jetzt  noch  erforderlich 
und  hinreichend,  dass  q  ein  Vielfaches  von  X  sei,  und  die  For- 
mel (6)  bleibt  bestehen. 

Wir  nehmen  daher  an,  X  sei  durch  eine  höhere  als  die  erste 
Potenz  von  2  theilbar.     Macht  man  in  dem  Ausdruck  (5)  ^■=2, 

2^^— 1 

so  wird  der  dritte  Factor  — r—  .  Da  k  wenigstens  gleich  2  ist,  so 

ist  dieser  Factor  nie  kleiner  als  1;  er  reducirt  sich  aber  auf  1 
für  k  =  2,  und  dann  kann  es  vorkommen,  dass  die  beiden  ersten 
Terme  des  Ausdrucks  (4)  dieselbe  Potenz  von  2  enthalten.  Die- 
ser Fall  tritt  jedoch  nicht  ein ,  wenn  pf^—1  durch  4  theilbar  ist, 
d.  h.  wenn  p  die  Form  4??i  -|-  1  hat,  oder  wenn  p  zwar  von 
der  Form  4  m  —  1,  zugleich  aber  ft  eine  gerade  Zahl  ist.  In  die- 
sen beiden  Fällen  macht  die  Anwesenheit  des  Factor  2  in  A  keine 
Modification  unserer  Schlüsse  erforderlich,  und  die  Formel  (6) 
bleibt  bestehen. 

Anders  verhält  es  sich  in  dem  Falle  ,  den  wir  jetzt  noch  zu 
erörtern  haben,  in  welchem  nämlich  A  durch  eine  höhere  als  die 
erste  Potenz  von  2  theilbar ,  p  von  der  Form  4  m  —  1  und  (i 
eine  ungerade  Zahl  ist;  dieser  Fall  verdient  besondere  Beachtung. 
Unserer  Voraussetzung  nach  ist 

p  =  2'  ■  t  —  1   ,  X  =  2^  ■  s; 

darin  stellen  t  und  s  ungerade  Zahlen  dar,   und   die  Exponenten 
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i  ,j  sind  gleich  2  oder  grösser  als  2.  Da  ft  ungerade  ist,  so 
liefert  die  erste  dieser  Formeln 

pH-  =  2'  '^  —  1 , 

wo  'ö-  eine  ungerade  Zahl  ist;  da  ausserdem,  wie  wir  oben 
gesehen  haben,  der  Exponent  q  gerade  sein  muss,  so  erhält 
man,  wenn  man  die  letzte  Formel  auf  die  q^^  Potenz  erhebt, 


(^)-{ 


.  1  2'-l  «-—iL  1      '  1.2 


_|_  g--.(g  — ^+1)  2'-  ik-i)  ^k-i  _j_  .  .  .1  . 
Das  Verhältniss  des  allgemeinen  Terms  zum  ersten  Terme  ist 

1.2...(A:  — 1)  -^         k 

Nimmt  man  ^  >  1  an,  so  ist  der  letzte  Factor  dieses  Ausdrucks 
grösser  als  1,  da  i  wenigstens  2  ist,  und  der  irreductibele  Bruch, 
welcher  diesem  Factor  gleich  ist,  hat  einen  geraden  Zähler; 
ausserdem  sind  die  übrigen  Factoren  ganze  Zahlen;  folglich  ent- 
hält in  der  Formel  (7)  der  erste  der  eingeklammerten  Terme 
eine  nicht  so  hohe  Potenz  von  2,  als  die  folgenden  Terme. 
Bezeichnet  man  dann  mit  ro  die  kleinste  Anzahl  von  Factoren  2, 
die  man  in  q  einführen  muss,  damit  der  Ausdruck  (3)  ganz 
werde,  so  hat  man 

0)  =  1,  oder  a>  =  J  —  ?  -f-  1 , 
nämlich  w  =  1,  wenn  j  <  oder  =  i  ist,   denn  in  diesem  Falle 
genügt  es,  dass  q  gerade  sei,  und 

(o  =  j  —  «  +  1  ,  wenn  J  >  i  ist. 
Ausserdem  darf  q  in  beiden  Fällen   nur  die  ungeraden  Primfac- 
toren  von  X  enthalten;  es  ist  daher 

g  =  -^— r,  oder  q  =  —. — i  , 
2-'-^  2*~^ 

und  folglich 

(8).  ^  =  -T^  ' 

oder 

(9)-  "  =  2-fe  • 

Die  Formel  (8)  findet  statt,  wenn  J  <  i,  die  Formel  (9),  wenn 
j  >  i  ist;  für  i^J  fallen  beide  Formeln  zusammen. 
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356.  Wir  wollen  jetzt  die  Folgen  der  vorhergehenden  Un- 
tersuchung entwickeln.  Zunächst  betrachten  wir  den  Fall,  in 
welchem  die  Formel  (6)  besteht,  und  bezeichnen  mit  N  die  An- 
zahl der  irreductibelen  ganzen  Functionen  v*'="  Grades,  welche 
zum  Exponenten  n  gehören.    Nach  No.  352  ist 

V  In 

oder,  der  Formel  (2)  wegen, 

iV  =  —  .  p^-^  .  TM  . 

II     '        d  n 

Ist  nun  n'  eine  Zahl,  welche  alle  Primfactoren  von  n  mit 
irgend  welchen  Exponenten,  ausserdem  aber  keine  anderen  Prim- 
factoren enthält,  so  hat  man 

y  jn)   ^^   tp  (n)  ^ 
n'  n 

und   da  ^   T"     der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  von  n  und 

p^  —  1  ist,  so  kann  man 

pt'  —  l 

nehmen.  Wird  n  durch  diesen  Werth  n'  ersetzt,  so  geht  der 
Ausdruck  von  iV  über  in 

und  daraus  folgt,  dass  iV  auch  die  Anzahl  der  irreductibelen  Func- 
tionen  («,*<'"  Grades  darstellt,  welche  zum  Exponenten  ^—-z —  ge- 
hören. 

Wir  setzen  der  Kürze  wegen 

d 
so  dass  n  =  öl  ist,  und  zerlegen  x'^  —  1  in  Factoren,  die  nach 
dem  Modul  p  irreductibel  sind;  es  ergebe  sich 

(11).  x^  —  l  =  F[x)  F,  {x)  F^{xy...-\-px  ix). 

(i  ist  die  kleinste  Zahl  von  der  Beschaffenheit,  dass  xp^~^ — 1 
durch  x^  —  1  nach  dem  Modul  j9  Iheilbar  ist;  denn  wenn  ii'<C^ 
wäre,  und  S  \\\  pf^'  —  1  aufginge,  so  müsste  die  Zahl  p^"' — 1 
alle  Primfactoren  von  n  enthalten,  was  der  Voraussetzung  wider- 
spricht.    Diese  Bemerkung  bestätigt  die  Thatsache,   die  übrigens 
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aus  unserer  Analyse  hervorgeht,  dass  der  Grad  jedes  irreducti- 
helen  Factors  der  Formel  (11)  gleich  fi  oder  gleich  einem  Divisor 
von  fi  ist. 

Wird  jetzt  in  der  Formel  (11)  x  durch  x^   ersetzt,   so  folgt 

(12).        x"  —  l  =  F  {x^)  Fl  {x^)  F^  {x^)  "  •  -\-  PI  {x^)- 

Sind 

(13).  F{x)  ,F,{x)  ,  ...  ,  F^_^{x) 

die  iV  Factoren  jit*«°  Grades  der  Formel  (11),  so  sind  in  (12)  die 
Factoren  vom  Grade  la  =  v  offenbar 

(14).  Fix'-)  ,  F,[x^)  ,  ...  ,  F^_^{x^). 

Nun  giebt  es  N  irreductibele  Functionen  v*®"  Grades,  welche 
nach  dem  Modul  p  in  x^  —  1  aufgehen;  diese  Functionen  sind 
daher  nichts  Anderes,  als  die  Polynome  (14),  und  wir  erhalten 
den  folgenden  Satz: 

Lehrsatz  I.  —  Hat  man  die  N  nach  dem  Modul  p 
irreductibelen  ganzen  Functionen  (n*""   Grades  gebil- 

det,  welche  zum  Exponente.n  ^   ~    gehören,  und  ersetzt 

sodann  a;  durch  x'- ,  wo  X  eine  Zahl  bedeutet,  die  prim 
zu  d  ist,  und  die  keinen  nicht  auch  in  pf^  —  1  aufge- 
henden Primfactor  enthält,  so  erhält  man  die  N  irre- 
ductibelen Functionen  vom  Grade  An*,  welche  zum  Ex- 

ponenten  k  ^—z —  gehören.  Eine  Ausnahme  macht  je- 
doch derFall,  in  welchem  ft  eine  ungerade  und  X  eine 
durch  4  theilbare  Zahl  ist,  während  zugleich  p  die 
Form  4 ?  —  1  hat, 

357.  Fassen  wir  jetzt  diesen  Ausnahmefall  in's  Auge :  p  hat 
die  Form  4  m — 1,  ft  ist  ungerade  und  X  eine  durch  4  theilbare 
Zahl.  Dann  findet  eine  der  Formeln  (8)  und  (9)  statt,  und  wenn 
wieder  iV  die  Anzahl  der  irreductibelen  ganzen  Functionen  v'<=" 
Grades  bezeichnet,  die  zum  Exponenten  n  gehören,  und  k  die 
kleinste  der  beiden  Zahlen  i  und  j  darstellt,  so  hat  man 

Der  Formel  (2)  wegen  kann  man  auch  schreiben: 

(i  d  n 
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b'"  —  1 
Da  alle  Primfactoren  einer  der  Zahlen  n  und'  - — ; —     auch    der 

a 

andern  angehören,  so  kann  man  hier 

j/^  —  1      cp  {n) 
d  n 

durch  (p  i^^-—. —  )  ersetzen  und  erhält 

N 

^^^3I  ist  daher  die  Anzahl  der  irreductibelen  Functionen  (it*^"  Gra- 
des,  welche  zum  Exponenten  ^——z —  =  6  gehören. 

Wir  behalten  die  Formel  (11),  welche  die  Zerlegung  des 
Binoms  x^  —  1  in  irred'uctibele  Factoren  liefert,  und  ebenso  die 
Formel  (12)  bei,  welche  aus  (11)  dadurch  hervorgeht,  dass  man 
X  durch  x^  ersetzt.  Diejenigen  der  Factoren  F  {x),  Fi{x),  ..., 
welche  zu  einem  Exponenten  gehören,  der  kleiner  als  ö  ist,  lie- 
fern in  (12)  entsprechende  Factoren,  deren  irreductibele  Diviso- 
ren zu  einem  Exponenten  gehören,  der  kleiner  als  n  ist.  Die 
irreductibelen  Factoren  von  x"  —  1 ,  welche  zum  Exponenten 
^  =  p^  gehören,  müssen  daher  in  eins  der  öÄ^n  Polynome 

F{x^)  ,  Fiix^)  ,  F^{x^)  ,  .  .. 

N 

aufgehen,   welche  den  auf  den  Exponenten  8  bezüglichen  ^_^ 

Factoren 

F[x)  ,  F^{x)  ,  F^[x)  .  .  .. 

entsprechen.     Die  Polynome,   um  die  es  sich  handelt,   sind  vom 

N 
Grade  Aj*,   ihre  Anzahl  ist  ^_.^,   und  die  Anzahl  der  irreducti- 
belen Functionen  vom  Grade  ^^  ist  N.    Jedes  unserer  Polynome 

ist  folglich  das  Produkt  von  2*—^  irreductibelen  Factoren  (s^^i)  *'^" 

Grades.     Daraus  entnehmen  wir  folgenden  Satz: 

Lehrsatz  II. —  Es  sei  p  eine  Primzahl  von  der  Form 
2'f — 1,  wo  i  nicht   kleiner  als  2  und  t  eine  ungerade 

Zahl  ist;    ferner  seien  jia    eine    ungerade    Zahl,  ^— ^ — 

ein  Divisor  von  p^^  —  1,  X  eine  Zahl  von  der  Form   2Js, 
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wo  j  nicht  kleiner  als  2  und  s  ungerade  ist;  endlich 
sei  k  die  kleinste  der  Zahlen  i  und  j. 

Hat  man  die  ^ — r  nach  dem  Modul  p  irreductibelen 
ganzen  Functionen  fi*^"  Grades  gebildet,  welche  zum 
Exponenten  ^-^  gehören,  und  ersetzt  darin  a;  durch 

die  Potenz  ic^,  deren  Exponent  ^  =  2^5  prim  zu  d  ist  und 
nur  die  in// — 1  aufgehenden  Primfactoren  enthält,  so 

erhält  man  »f.-zrr  Functionen  vom  Grade  Xfi,  und  jede 
derselben  ist  in  2*-^  irreductibcle  Factoren  zerleg- 
bar, so  dass  sich  im  Ganzen  iV  irreductibcle  Polynome 

vom   Grade    ^^^  ergeben. 

358.  Wir  bezeichnen  mit  g  eine  primitive  Wurzel  der 
Primzahl  p.   Die  Functionen  ersten  Grades,  welche  zum  Exponen- 

n  —      I 

ten  gehören ,  sind  offenbar  x  —  g'^'^ ,  wenn  a  eine  Zahl  bc- 

deutet,  die  prim  zu  ^-^ —  ist.     Stellt  man  also  diese  Functionen 

durch  X — g^  dar,  so  ist  d  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor 
der  Zahlen  e  und  p  —  1.  Wird  jetzt  in  den  Lehrsätzen  I  und 
II  fi  =  1  vorausgesetzt,  so  ergiebt  sich  der  folgende  neue  Satz, 
der  von  grosser  Wichtigkeit  ist: 

Lehrsatz  III.  —  Es  seien  g  eine  primitive  Wurzel 
der  Primzahl  p;  l  eine  ganze  Zahl,  welche  keinen 
nicht  auch  in  p — 1  aufgehenden  Primfactor  enthält; 
e  eine  ganze  Zahl,  die  prim  zu  l  ist;  d  der  grösste  ge- 
meinschaftliche Divisor  der  Zahlen  e  und  p  —  1. 

1".  Wenn  p  von  der  Form  A^q  -{-  1  ist,  oder  wenn 
p  die  Form  A.q  —  1  hat,  zugleich  aber  X  ungerade  oder 
dasDoppelte  einer  ungeraden  Zahl  ist,  soistdie  bino- 
mische Function  x^  —  g^  nach  dem  Modul  p  irreducti- 

n  —  1 
bei   und  gehört    zum   Exponenten  k  • 

2*>.     Wenn  p  und  X  beziehungsweise  die  Formen 
p  =  'iU  —  l  ,  X  =  2JS 
haben,    wo   i   und   j  wenigstens  gleich  2,  und    t  ,  s  un- 
gerade Zahlen  sind,  und  wenn  ausserdem  die  kleinste 
der  Zahlen  i,jm\ik  bezeichnet  wird,  so  ist  die  bino- 
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mische  Function  x^  — g"  nach  dem  Modul  p  reductibel, 

und  zwar  lässt  sie  sich  in  2'—^  irr eductibele  Factoren 

X 
vom   Grade  ^^—^  zerlegen,   welche   sämmtlich  zum  Ex- 
ponenten A^         gehören. 

Dieser  Satz  lehrt  uns  alle  nach  dem  Primzahlmodul  p  irre- 
ductibelen  binomischen  Functionen,  ohne  Ausnahme,  kennen.  Die 
Function  x^  —  g^  {mod.  p)  kann  nämlich  nicht  irreductibel  sein, 
wenn  X  und  e  einen  Divisor  gemeinschaftlich  haben.  Wenn 
ausserdem  X  einen  Primfactor  -8^  enthält,  der  nicht  in  p  —  1 
aufgeht,  so  besitzt  die  Congruenz  x^  —  g"  ^  0  [mod.  p)  eine 
Wurzel ,  und  folglich  lässt  x^  —  g^  nach  dem  Modul  p  einen 
Divisor  von  der  Form  x  —  a  zu;  daraus  geht  hervor,  dass  auch 

x^  —  a  ein  Divisor  von  x^ — g^  sein  wird. 

359.  Wenn  p  die  Form  2'f  —  1  hat,  wo  i  wenigstens 
gleich  2  und  t  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  giebt  es,  wie  wir 
soeben  gesehen  haben,  nur  dann  irreductibele  binomische  Func- 
tionen vom  Grade  X,  wenn  X  ungerade  oder  das  Doppelte  einer 
ungeraden  Zahl  ist.  Man  kann  jedoch  sehr  leicht,  auch  wenn  X 
eine  beliebige  gerade  Zahl  ist,  nach  dem  Modul  p  irreductibele 
trinomische  Functionen  vom  Grade  X  bilden,  vorausgesetzt,  dass 
X  nur  die  Primfactoren  enthält,   durch  Avelche  p — 1  thcilbar  ist. 

Der  Voraussetzung  nach  hat  p  die  Form 
p  =  2'<  —  1, 
und  darin  ist  t  eine  ungerade  Zahl.     Setzen  \\\v 

V  ==  2'~^X  , 

so  ist  die  Zahl  v  durch  2'  theilbar,  da  X  gerade  ist.  Bezeichnet 
sodann  g  eine  primitive  Wurzel  von  p  und  e  eine  Zahl,  die 
prim  zu  X  ist,  so  lässt  sich  die  Function 

x^  —  g 

nach  dem  Lehrsatz  III  (No.  358)  in  2'~^  irreductibele  Factoren 
vom  Grade  X  zerlegen.  Um  diese  Factoren  zu  erhalten,  bemer- 
ken wir,  dass  die  Zahlen  2'  und  p — 1  den  grössten  gemein- 
schaftlichen   Divisor   2   haben,    und    dass  e  und    '^—^     ungerade 

sind;  daraus  folgt,  dass  man  stets  zwei  ganze  Zahlen  %  und  i, 
von  der. Beschaffenheit  ermitteln  kann,  dass 
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ist;  dann  hat  man 

g'^'^  ^  —  g'  {mod.  p) , 
und  die  Function,  die  wir  betrachten,  ist 

x*'  —  g"  ^  sc'^^~  ^   -\-  ff''^  {mod.  p). 

Dies  vorausgesetzt,   mögen  u  und  v  zwei  Veränderliche   bezeich- 

nen.    Da  t  und  ^—^ —  ungerade  Zahlen  sind,   so  ist  die  erste  der 

beiden  Functionen 

p+i  p+i  p-i  p— 1 

durch  tr'~  -f-  z;-'~  ,  die  zweite  durch  u  -\-  v  algebraisch  theil- 
bar.  Das  Produkt  dieser  Functionen  lässt  sich  daher  auf  die 
Form 

[u  -f-  v)  [u}^~    -f-  v'^^~  )  f  [u  ,  v) 
bringen,   wo  f  ein  Polynom  mit  ganzen   Coefficienten   ist.     Voll- 
führt man   aber   die  Multiplication   beider   Functionen,   so  erhält 
man 

[uV  4-  vP)  -\-   [u  +  v)    [uv)   2     ; 
ausserdem  ist  bekanntlich 

{uV  -^vP)  =  [u-\-v)P   +  p%{u,v), 
und  es  leuchtet  ein,  dass  %  {u  ,  ?;)  durch  u  -\-  v  Iheilbar  ist.   Man 
kann  folglich  schreiben 

[uP  -f  vP)  =  [u  -{-v)P  —  p[u-\-  v)  /•,  [u  ,  v), 
und   darin   stellt  /",    ein   Polynom   mit  ganzen   Coefficienten   dar. 
Setzt    man    die    beiden  Ausdrücke,    die  wir   für  das  betrachtete 
Produkt  erhallen  haben,  einander  gleich,   so  ergieht  sich,   wenn 
der  Factor  u  -\-  v  unterdrückt  wird,  die  folgende  Identität: 

(1).  [u  +  v)P-^  +  [uv]  ^  =  (m2-i  -I-  j;2'-^j  f{u,v)-\-  pf^  [u ,  v) ; 
darin  sind  f  und  f^  offenbar  ganze  und  symmetrische  Functionen 
der  Veränderlichen  u  und  v,  mit  ganzen  Coefficienten. 

Wir  ersetzen  jetzt  u  und  v   durch   die  beiden  Wurzeln   der 
Gleichung 

X2  —  I  ^  —  1  =  0 , 

in  welcher  ^  eine  neue  Veränderliche  bezeichnet.  Alle  ganzen  und 
symmetrischen  Functionen  von  u  und  v,  mit  ganzen  Coefficien- 
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ten,  werden  dann  ganze   Functionen   von   ^,    deren   Coefficienlen 
gleichfalls  ganz  sind,  und  die  Formel  (1)  liefert 

(2).  f-'-l  =  Ei:^)cp{-i)-{-px{^), 

wenn 

oder 

(3).     E{^=[l    +  /l  +  l]''''  +    [4  -  /l  +  \ 

gesetzt  wird,  und  wenn  q>  {^)  ,  %  (^)  Polynome  mit  ganzen  Coef- 
ficienten  l)ezeichnen. 

Da  jetzt  das  Polynom  E  (^)  ein  Divisor  von 

ist,  so  besitzt  die  Congruenz 

(4).  E{^)=0  [mod.p], 

deren  Grad  2'"^  ist,  2'"^  Wurzeln.   Werden  diese  Wurzeln  mit 

bezeichnet,  so  hat  man 

(5).  E  (^)  =  (^—^0  (I  -  -Q  ...{i-  l-xi-i)  +  Jt'»  (I) , 

und  darin  ist  cd  (^)  ein  Polynom  mit  ganzen  Coefficienten. 

Die  Formeln  (3)  und  (5)  liefern  {m  E  {l)  Werthe,  die  iden- 
tisch sein  müssen.    Setzt  man  diese  Werthe  einander  gleich  und 

macht 

1  A 

SO  folgt  nach  Fortschaffung  der  Nenner 

0  [x]  bezeichnet  ein  Polynom  mit  ganzen  Coefficienten ,  und  das 
Zeichen  IT  drückt  das  Produkt  der  Factoren  aus,  welche  der 
Ausdruck 

x^  —  '^g^  3c^^  —  g'^^ 
darstellt;    wenn    für    ^   jede  Wurzel    der    Congruenz   (4)   gesetzt 
wird.     Diese  Factoren  sind  die  irreductibelen  Functionen ,  die  wir 
ermitteln  wollten. 
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Ueber  eine  nach  dem  Modul  p  irreductibele  Function  /)'*"" 

Grades. 

360.  Die  in  No.  351  auseinandergesetzte  Methode  zur  Bil- 
dung der  irreduclibelen  Functionen  ist  wenig  geeignet,  ange- 
wandt zu  werden.  Von  grosser  praktischer  Bedeutung  sind  dage- 
gen die  vorhergehenden  Lehrsätze,  die  es  ermöglichen,  direkt 
eine  irreductibele  Function  vom  Grade  l  zu  bilden,  wenn  X  nur 
die  Primfactoren  des  um  eine  Einheit  verringerten  Moduls  ent- 
hält. Wir  werden  nämlich  später  sehen,  dass  die  Kenntniss 
einer  einzigen,  nach  einem  Primzahlmodul  irreductibelen  Func- 
tion irgend  eines  Grades  ausreicht,  um  alle  idirigen  irreductibe- 
len Functionen  desselben  Grades  direkt  zu  bilden. 

Wir  theilen  noch  einen  Satz  mit,  der  eine  nach  dem  Prim- 
zahlmodul p  irreductibele  Function  p*''"  Grades  kennen  lehrt. 

Lehrsatz. —  Wenn  die  Zahl  g  nicht  durch  die  Prim- 
zahl p  theilbar  ist,  so  ist  die  Function  xv — x  —  g  in 
Beziehung  auf  den  Modul  p  irreductibel. 

Es  sei  nämlich  F  [x)  ein  nach  dem  Modul  p  irreductibeler 
Factor  der  in  Rede  stehenden  Function;  dann  ist 

xP  —  X  —  g  ^  F[x)  •  (p[x)  {mo^.  p) , 
und  darin  bezeichnet  cp  {x)  ein  Polynom  mit  ganzen  Coefficienten. 
Daraus  folgt 

xP  ^  X  -\-  g  -^  F  {x)  cp  {x)  [mod.  p) 
und,  wenn  beide  Glieder  auf  die  (p'"— ^)"'  Potenz  erhoben  werden, 
cdP"^  E^  a:P"'~^  -]-  g  -[-  F  [x)  <p  [x]  [mod.  p) ; 

auch  in  dieser  Formel  ist  qo  [x]  ein  Polynom  mit  ganzen  Coeffi- 
cienten. Macht  man  der  Reihe  nach  m=l,  2,  3,  ...,  so 
crgiebt  sich 

xP   iJ?  X    -\- g -\-  F  [x)  cp  [x) 

xP'^  =:  xP  -f  ^  -f  F[x)  cp  [x]        X  -{-^g  -\-  F  [x]  cp  (x) 


xP^  ipz:  xP'-\-g-\-  F{x)  cp  {x)  ^    x  -\-  3  g  -\-  F  (x)  cp  [x] 


{mod.  p). 


und  man  erhält  für  jeden  Werth  von  »i 

icP"'  ^^  X  -\-  mg  -\-  F  (x)  cp  [x)  {mod.  p). 
Wir  setzen  jetzt  voraus,   ?n   bezeichne   den  Grad   voij v^ (.r) ; 

Sfiret,  Algebra.    U.  9  ' 
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dann  geht  F  {x)  in  xp"'  —  x  auf;  mithin  fordert  die  vorherge- 
hende Formel,  dass 

mg  ^  0  oder  m  i^  0  {mod.  p) 

sei.  Da  also  m  ein  Vielfaches  von  p  ist,  so  muss  m  =  p  sein, 
d.  h.  F  {x)  ist  nichts  Anderes,  als  die  Function  xP  —  x  —  g 
selbst. 

Classification  der   in  Bezieliung   auf  einen   Primzahlmodnl 
und  eine  irreductibele  Function  reducirten  Functionen. 

3G1.  Es  sei  F  {x)  eine  nach  dem  Primzahlmodul  p  irre- 
ductibele ganze  Function.   Setzt  man 

f{x)  =  r/y  -j-  «jo;  -f-  a^X'  -{-•••-{-  ar-i^*'~^> 

wo  «0  ,  öj  ,  .  . .  ,  ö^-i  ganze    Zahlen  sind,    die    zwischen  0  und 

p  —  1,  oder  zwischen  —  ^~     und  -f-  ^"~"     liegen,  so  ist  f  (x) 

der  allgemeine  Ausdruck  der  nach  dem  Modul  p  und  nach  der 
irreduclibelen  Function  F{x)  reducirten  Functionen.  Die  Ge- 
sammtzahl  dieser  reducirten  Functionen  ist  p*,  und  jede  dersel- 
ben genügt,  wie  wir  gesehen  haben,  der  Dedingung 

[/•  {x)  ]P''  ~f{x)  =  F  [x)  ^  [x]  [mod.  p) , 

welche  ausdrückt,  dass  die  Function 

\f[x)Y  -f{x) 

nach  dem  Modul  p  durch  F  [x)  theilbar  ist. 

Im  vorigen  Kapitel  haben  wir  eine  Eintheilung  der  ganzen 
Zahlen  gegeben;  eine  ganz  ähnliche  Eintheilung  wollen  wir  jetzt 
in  Betreff  der  Functionen  f  [x]  begründen.  Die  nachstehende 
Entwicklung  setzt  den  Lehrsatz,  den  wir  uns  soeben  in's  Ge- 
dächtniss  zurückriefen,  nicht  voraus;  derselbe  wird  im  Gegentheil 
sich  leicht  aus  dieser  Entwicklung  entnehmen  lassen. 

Wir  werden  in  der  Folge  eine  besondere  Bezeichnung  in 
Anwendung  bringen,  deren  Einführung  in  die  vorliegende  Theorie 
uns  von  Nutzen  zu  sein  scheint.  Da  wir  nämlich  A^  B  [mod.  p.) 
schreiben,  um  auszudrücken,  dass  die  Differenz  der  Zahlen  A 
und  B  durch  p  theilbar  ist,  so  ist  es  nalurgemäss,  sich  der 
Bezeichnung 

%[x)  ^  fix)  [mod.  p.  Fix)-} 
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zu  bedienen,  um  auszudrücken,  dass  die  Differenz  der  beiden 
ganzen  Functionen  g  (x),  f  [x)  nach  dem  Modul  p  durch  die  irre- 
ductibele  Function  F  [x]  theilbar  ist.  Letztere  nennen  wir  dann 
die  Modularfunction  und  sagen:  %{x)  und  f  [x)  sind  nach 
dem  Modul  p  und  nach  der  Modularfunction  F  {x)  con- 
gruent.  Endlich  werden  wir  der  Kürze  wegen  den  nach  dem 
"Modul  und  nach  der  Modularfunction  reducirten  Functionen  den 
Namen  kleinste  Reste  beilegen. 

362.  Dies  vorausgesetzt,  sei  X  irgend  einer  der  p*  —  1 
von  Null  verschiedenen  VVerthe  von  f{x)',  wir  nehmen  im  Fol- 
genden auf  den  Werth  Null  überhaupt  keine  Rücksicht.  Die 
kleinsten  Reste  der  Terme  der  Reihe 

1  ,  X  ,  X'  ,  X^  ,  ... 

sind  gleichfalls  Werthe  von  f[x).  Da  aber  f[x)  nur  />'  —  1  ver- 
schiedene Werthe  hat,  so  müssen  einige  dieser  Werthe  sich  unend- 
lich oft  in  der  Reihe  der  Potenzen  von  X  vorfinden.  Wir  neh- 
men an,  es  sei 

Z" +"'=-;  Z"'.  [mod.p,  F{x)\, 
oder 

Z"'  (X"  —  1)  =  0  \mod.p,  F  [x)]  . 
Da    X"  nach  dem  Modul  p  nicht  durch  F  {x)  theilbar  sein  kann, 
so  muss 

Z"=  1  [mod.p,  F[x)'],   . 
und  folglich 

X^"  =  1  ,  X^"=l  ,  .  ..  [mod.p.  Fix)] 
sein.     Es  giebt  daher  eine  unendliche   Menge  Potenzen  von  X, 
welche   der  Einheit  congruent  sind.     Rezeichnet  n   die  kleinste 
Zahl,  für  welche 

Z"  =  1  [mod.  p,  F  [x)'] 
ist,  so  stellen 
(1).  1  ,  z,  z\  Z^  ,  ...  ,  Z"~^ 

n  Werthe  von  f{x)  dar,  deren  kleinste  Reste  verschieden  sind. 
Hat  man  p"—  1  =n,  so  umfasst  die  Reihe  (1),  oder  die  Reihe 
der  kleinsten  Reste  von  (1)  alle  Werthe  von  f  [x). 

Wenn  p*  —  1  >  m  ist,  so  sei  X^  einer  der  Werthe  von 
f  {x) ,  welche  nicht  unter  den  kleinsten  Resten  der  Reihe  (1)  ent- 

9* 
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lialton  sind.  Multiplicirt  man  die  Functionen  (1)  mit  X, ,  so  erhält 
man  die  neuen  Functionen 

(2).  Xi ,  xz,  ,  zV, , . . . ,  ;r"~^A', , 

deren  kleinste  Reste  verschieden  sind.  Es  seien  nämlich  ;/  und 
n'  zwei  zwischen  0  und  n  liegende  Zahlen;   hätte  man  nun 

Z"'Xi   —  X"""  J^  =^  0  \innd.  p,  F  [x)]  , 
so  miisste,   da  Xj  nach  dem  Modul  jo  nicht   durch  F  [x)  theilha'r 
sein  kann, 

Z"'  —  X"""  =  0  [rnod.  p,  F  [x]'] 

sein,  was  der  Voraussetzung  widerspricht.  Ausserdem  sind  die 
Grössen  (2)  von  den  Termen  der  Reihe  (1)  verschieden^  denn 
wäre  z.  R. 

A'"  X,  :e=  X"    \inod.  p,  F[x)\, 

so  würde  sich  durch  Multiplication  mit  x^~^ 

X"X,  =  x""-"'-^""  oder  X,  =  2—'^'+""  ^rnod,  p,  F  [x)] 

ergeben,  was  mit  der  Voraussetzung  gleichfalls  in  Widerspruch 
steht. 

Wir  sehen  somit,  dass  p*'  —  1  entweder  gleich  2w,.  oder 
grösser  als  2n  ist.  Wenn  p'''  —  1  >  2n  ist,  so  sei  Xj  ein  Werth 
von  f  [x),  welcher  sich   unter  den   kleinsten  Resten  von  (1)   und     i 

(2)  nicht  vorfindet.     Multiplicirt  man  die  Functionen   (1)  mit  X.,,     ^ 
so  eihält  man  die  neuen  Functionen 

und  man  überzeugt  sich  durch  Wiederholung  des  eben  dargeleg- 
ten Schlussverfahrens,   dass  die   kleinsten   Reste  der   Functionen 

(3)  untereinander  und  von  den  Resten  der  Reihe  (1)  verschieden 
sind.  Es  ist  auch  leicht  einzusehen,  dass  kein  Term  von  (3)  den- 
selben kleinsten  Rest  wie  ein  Term  der  Reihe  (2)  haben  kann; 
hätte  man  z.  B. 

X"'  Xj  nn  X""  Xj   [mod.  p,  F  (.r)]  , 
so  würde  sich  durch  Multiplication  mit  X""" 
X"  X2  e:e  x"-'''+""  X,  oder  X^  =  X"-"'+""x,   [mod.  p,  F  [x)] 
ergeben,  was  der  Voraussetzung  widerspricht. 

P^'—  1   ist  danach  entweder  =  3«,  oder  >  3«.     So   fori- 
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fahrend   erkennt  man,   dass  p^  —  1   jedenfalls  ein  Vielfaches  von 
n  ist. 

Wenn  n  die  kleinste  Zahl  ist,  für  welche  man 

X"  =  1   [mod.  p,  F{x)] 
hat,  so  sagen  wir:   Die  Function  X  gehört  nach  dem  Mo- 
dul p   und   nach  der  Modularfunction  F  (x)   zum  Expo- 
nenten n.     Da  diese  Zahl  n  ein  Divisor  von  p" —  1  ist,  so  zieht 
die  vorhergehende  Congruenz  die  folgende  nach  sich: 

X^"''^—!  =  0  [mod.p.  Fix)]. 
und   wir  haben   somit   den  in   No.  346  hergeleiteten   Satz   auf's 
Neue  bewiesen. 

363.  Lehrsatz  I.  —  Wenn  die  nach  dem  Modul  p 
irreductibele  Function  F {x)  vom  Grade  v  ist,  und  wenn 
ti  irgend  einen  Divisor  vonp"  —  1  bezeichnet,  sogiebt 
es  so  viele  reducirte  Functionen,  welche  nach  dem 
Doppelmodul  [p,  F{x)]  zum  Exponenten  w  gehören,  als 
die  Zahl  cp{n)  Einheiten  enthält;  (p  {n)  drückt  aus,  wie 
viele  Zahlen  prim  zu  n  und  nicht  grösser  als  ?i  sind. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  mit  demjenigen  identisch,  den 
wir  in  No.  306  anwandten,  als  die  Aufgabe  vorlag,  die  ganzen 
Zahlen  in  Beziehung  auf  einen  Primzahlniodul  zu  classificiren. 
Der  Wichtigkeit  des  Gegenstandes  wegen  werden  wir  ihn  aber 
nochmals  vorführen. 

Wir  nehmen  an,  es  gebe  eine  zum  Exponenten  n  gehörende 
Function  X^;   dann  sind  die  kleinsten  Beste  der  Functionen 

(1).  1 ,  Xi ,  X.- , . . . .  xr' 

von   einander  verschieden.    Bezeichnet  ausserdem  e  irgend   eine 

der  Zahlen 

1  ,  2  ,  3  .....(«-  1)  , 

so  zieht  die  Congruenz 

X"  =  1  [mod.p.  Fix)] 
die  folgende  nach  sich: 

(2).  X"^'  =  1  oder  {X')"  e£e  1  [mod.  p,  F  (.r)]  . 

Setzt  man  also  in 

X"  —  1 
an  die  Stelle   von  X  jede  der  n  Functionen  (1)',   so   erhält  man 
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n  Resultate,  die  nach  dem  Modul  p  durch,  2^  (o;)  theilbar  sind; 
nach  dem  Satze  der  No.  345  giebt  es  daher  ausser  den  Resten 
der  Functionen  (1)  keine  reducirte  Function,  deren  n'"  Potenz 
nach  dem  Modul  p  durch  F  [x]  theilbar  wäre. 

Wir  bezeichnen  jetzt  mit  m  den  Exponenten,  zu  welchem 
Xl  gehört,  d.  h.  die  kleinste  Zahl,  für  welche 

(3).  [X^]""  =  Xf '^  ^  1  [mod.p,  F{x)l, 

ist.  Die  Congruenz  (2)  fordert,  dass  n  ein  Vielfaches  von  m  sei; 
da  umgekehrt  Xj  zum  Exponenten  n  gehört,  so  muss  der  Con- 
gruenz (3)  wegen  me  ein  Vielfaches  von  n,  oder,  wenn  e  prim 
zu  n  ist,  m  durch  n  theilbar  sein.  Man  hat  also,  e  als  prim  zu 
n  vorausgesetzt,  m  =  n,  d.  h.  Xl  gehört  zum  Exponenten  ti, 
wenn  e  prim  zu  n  ist.  Haben  aber  n  und  e  einen  gemein- 
schaftlichen Divisor  'S-  >  1,  so  ist 

?t  c 

[Xy   =    {X,^y  =  1   [mod.p,F{x)-], 
und  folglich  gehört  Z[  nicht  zum  Exponenten  n.     Wenn  es  daher 
überhaupt   reducirte    Functionen  giebt,    die    zum   Exponenten   n 
gehören ,  so  muss  die  Anzahl  derselben  gleich  cp  («)  sein. 

Nun  gehört  aber  jede  reducirte  Function  zu  einem  Expo- 
nenten, welcher  einer  der  Divisoren 

d  ,  d'  ,  d"  .  .  . 
von  p*  —  1  ist.     Bezeichnet  also  ip  [ti)  die  Anzahl  der  zum  Expo- 
nenten n  gehörenden  reducirten  Functionen,  so  hat  man 

i/;(rf)  +  i/;(d')   +  ^{d")  +   •••  =  p^—1, 
mithin  auch 

^{d)-\-ii>  {d')  -j- 1^  (d")  H =  cp{d)-\-(p  {d')  +  cp  (rf")  H 

Wir  haben  aber  oben  gefunden,    dass  entweder 

i|;  (n)  =  g)  (n)  ,   oder  ip  (ti)  =  0 

ist;  der  letztere  Fall  kann  der  vorhergehenden  Formel  wegen 
niemals  stattfinden,  und  es  ist  somit 

ij,  (n)  =  (p{n). 

Zusatz. —  Es  giebt  g?  (p"  —  1)  reducirte  Functionen, 
welche  nach  dem  Modul  p  und  der  Modularfunction 
F[x)  zviVA  Exponenten  p*' — 1  gehören. 

364.  Lehrsatz  n.  —  Wenn  zwei  reducirte  Functio- 
nen X{1  X2  in  Beziehung  auf  den  Modul  p  und  die  Modu- 
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larfiinction  F  {x)  zu  Exponenten  w, ,  n.^  gehören,  die 
prini  zu  einander  sind,  so  gehört  der  kleinste  Rest 
des  Products  .^i  Zj  zum  Exponenten  ti^  n.^. 

Es  sei  nämüch  s  ein  Exponent,   für  welchen   die  Congruenz 

(1).  (X,  X^)'  =  X\  Xl  =  1  [mod.  p,  F  {x)-] 

besteht.    Wird  diese  Congruenz  auf  die  w^*®  Potenz  erhoben,   so 

ergiebt  sich 

X\"'  Xl"'  ^  1  [mod.p,  F{x)'], 
oder,  da  X^  zum  Exponenten  Ui  gehört, 
(^)-  Xl"'  =  1  [mod.p,  F{x)]. 

Die  Congruenz  (2)  zeigt,  dass  5m,  ein  Vielfaches  von  n^  ist; 
Hl  und  «2  sind  aber  relative  Primzahlen ;  folglich  ist  s  durch  «,, 
theilbar.  Ausserdem  ist  n^  irgend  eine  der  beiden  Zahlen  «p  «., ; 
mithin  ist  s  sowohl  durch  n^,  als  auch  durch  n2 ,  d.  h.  s  ist 
durch  das  Produkt  Wj  Wj  theilbar.  Da  endlich  der  Congruenz  (1) 
genügt  wird,  wenn  man  s  =  n^  n^  nimmt,  so  sieht  man,  dass 
?ii  «2  in  der  That  der  Exponent  ist,  zu  welchem  das  Produkt 
Z,  Xj  gehört. 

Zusatz  I.  —  Wenn  die  reducirten  Functionen 
Xi  f  X2  ,  • • •  ,  Xi 
in  Beziehung  auf  den  Modul  p  und  die  Modularfunc- 
tion  F{x)  zu  Exponenten  n,  ,  «2  »  •  •  •  .  "«  gehören,  von 
denen  je  zwei  prim  zu  einander  sind,  so  gehört  der 
kleinste  Rest  der  Function  X^  X2  ...  Z,-  zum  Exponen- 
ten   n^   «2    •  •  •    ^^• 

Zusatz  n.  —  Wenn  die  Zahl  p* — 1  gleich  2^  q^  rf^  ... 
ist,  wo  q,  r,  .  .  .  ungleiche  ungerade  Primzahlen 
sind,  und  wenn  Xi,  ,  X|  ,  X2  ,..  .  reducirte  Functionen 
bezeichnen,  die  beziehungsweise  zu  den  Exponenten 
2^,  $^,  r/*,  ...  gehören,  so  gehört  das  Produkt  XqXjXj  ... 
oder  sein  kleinster  Rest  zum  Exponenten  p"  —  1. 

Congruenzen  nach  einem   Frünzahlmodul  und  nach  einer 
Modiilarfunction. 

365.  Es  sei  %  [X)  eine  ganze  Function  der  Veränderlichen 
X,  in  welcher  die  Coefficienten  der  Potenzen  von  X  ganze  Zah- 
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It'n  oder  in  Beziehung  auf  den  Modul  p  und  die  irreductibele 
Function  v*^*^"  Grades  F  [x)  genommene  ganze  Functionen  der 
Veränderlichen  x  sind.     Wir  nennen  den  Werth 

X=f{x) 
eine  Wurzel  der  Congruenz 

g  {X)  =:  0  [mod.  p,  F  {x)]  , 
wenn  nach  Einsetzung  von  f  [x]  an   die  Stelle  von  X  die  Func- 
tion %  [X)  in  Beziehung  auf  den  Modul  p  durch  F  [x)  Iheilbar  ist. 

Mit  Rücksicht  hierauf  lüsst  sich  der  Zusatz  zu  dem  in  No. 
345  bewiesenen  Satze  folgendermassen  aussprechen: 

Eine  in  Beziehung  auf  einen  Primzahlmodul  und 
eine  irreductibele  Function  genommene  Congruenz 
hat  höchstens  so  viele  Wurzeln,  als  ihr  Grad  Einhei- 
ten enthält. 

366.  Lehrsatz  I.  —  Es  seien  F  {x)  und  %{cc)  zwei 
nach  dem  Modul  p  irreductibele  Functionen,  und  zwar 
sei  F  [x]  vom  Grade  v,  während  der  Grad  von  %  [x) 
gleich  V  oder  gleich  einem  Divisor  von  v  ist:  Dann  hat 
die  Congruenz 

^^  (X)  ~  0  [mod.p,  F[x)'] 
genau  so   viele  Wurzeln,    als  ihr   Grad  Einheiten  ent- 
hält. 

Da  nämlich  der  Grad  von  ^  [X)  ein  Divisor  von  v  ist,  so 
hat  man 

X''~X=%{X)%,[X)  +  p%{X),    ' 

wo  %i  {X)  und  X  i^l  Polynome  mit  ganzen  Coefficienten  sind. 
Andererseits  hat  die  Congruenz 

Z^"— X  =  0  [mod.  p,  F{x)'] 
die  p"  reducirten   Functionen  von  x.   Null  nicht  ausgeschlossen, 
zu  Wurzeln,   und  jede  dieser  Wurzeln  gehört  einer  der  beiden 
Congruenzen 

S-  (X)  =  0  ,  %  [X)  =  0  [mod.  p.  F  (x)] 

an.  Wenn  nun  eine  dieser  Congruenzen  weniger  Wurzeln  hätte, 
als  ihr  Grad  Einheiten  enthält,  so  müsste  die  andere  mehr  Wur- 
zeln zulassen,  als  in  ihrem  Grade  Einheiten  enthalten  sind;  dies 
ist  unmöglich,  unser  Satz  also  bewiesen. 
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367.  Lehrsatz  n.  —  Wenn  O  {X)  ein  Polynom  m^""^ 
(jrades  ist,  dessen  Coefficienlen  ganze  Zahlen  sind, 
und  in  welchem  der  Coefficient  von  Z"'  sieb  nach  dem 
Modul  p  nicht  auf  Null  reducirt,  so  kann  man  eine 
nach  demselben  Modul  p  irreductibele  Function  F  {x\ 
von  der  Beschaffenbeit  ermitteln,  dass  die  Con- 
g  r  u  e  n  z 

0{X)  EEE  0  [mod.  p,  F{x)'] 
m  Wurzeln   besitzt. 

Wir  zerlegen  das  Polynom  (2>  {X)  in  Factoren ,  die  nach  dem 
Modul  p  irreductibel  sind;  es  ergebe  sich 

0[X)  =  a>i  {X)  (l>2  {X)  0^{X)  .  .  .  [mod.  p), 

und  die  irrcductibelen  Polynome  0^  ,  0^  ,  .  ,  .  seien  beziehungs- 
weise von  den  Graden  n^  ,  n^  ,  .  • .  .  Jeder  der  angegebenen 
Factoren  von  (P  geht  nach  dem  Modul  p  in  eine  der  Functionen 

X^'"  -  X  ,  X"""-  —  X ,  Z^'"  -  X ,  .  .  . 

auf;  bezeichnet  also  v  die  kleinste  Zahl,  welche  gleichzeitig  durch 
n,  ,  «2  ,  .  .  .  theilbar  ist,  so  sind  diese  Factoren  sämmtlich  in 

X^'  -  X 

enthalten.  Nimmt  man  folglich  eine  irreductibele  Function  v'*"" 
Grades  F{x),  so  besitzt  jede  der  Congruenzen 

^1  (X)  =  0 


0,  {X)  =  0 

0.^{X)  ~  0 


'   [mod.  p,  F  [xy\ 


nach  No.  366  so  viele  Wurzeln,  als  ihr  Grad  Einheilen  enthält, 
und  daher  hat  auch  die  vorgelegte  Congruenz  so  viele  gleiche 
oder  ungleiche  Wurzeln,  als  ihr  Grad  Einheiten  enthält. 

Eigenschaften  der  Wurzeln  einer  Congruenz ,  in  welcher  das 

erste  Glied  eine  irreductibele  Function  ist ,  deren  G-rad  gleich 

dem  Grade  der  Mödularfunction  oder  gleich  einem  Divisor 

dieses  Grades  ist. 

•368.    Lehrsatz. —  Es  seien  F [x)  undg(a;)  zwei  nach 
dem  Modul  p  irreductibele  ganze  Functionen;  F{x)  habe 
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den  Grad  v,  %  {x)  den  Grad  (i,  welche  Zahl  gleich  v  oder 
gleich  einem  Divisor  von  v  ist;  bezeichnet  dann  X^ 
irgend  eine  Wurzel  von 

(1).  %i^)  =  0  [mod.p,F{x)], 

so  sind  die  Wurzeln  dieser  Congruenz  die  kleinsten 
Reste  der  Potenzen 

(2).  Zi  .  Xf  ,  zf  ,  .  .  .  ,  Xf-'  . 

Nach  No.  347  ist  nämlich 

^iJ^f)  =  [F{X,)f"  {mod.p),      '        ■ 

und  da  Äy  der  Congruenz  (1)  genügt,  so  hat  man 

%{Äf)  =  0  lmod.p,  F{x)^; 

folglich  ist  jede  der  Potenzen  (2)  oder  ihr  kleinster  Rest  eine 
Wurzel  der  vorgelegten  Congruenz.  Wir  haben  jetzt  noch  zu 
beweisen,  dass  die  Reste  dieser  Potenzen  von  einander  verschie- 
den sind.     Hätte  man 

Zf  =  Zf       lmod.p,  F{x)], 

also 

Zf  [zf  <^"-')-  l]  =  0  [mod.  p,  F  (a)]. 
so  müsste 

^^"'(/'-i)_j  ^  Q  [morf.p,  F{x)-] 

sein.  Der  Exponent,  zu  welchem  Z^  gehört,  wäre  danach  ein 
Divisor  von  p"' {p"^ — 1),  und  da  derselbe  den  Factor /?  nicht  ent- 
hält, ein  Divisor  von  p"  —  1;  man  hätte  folglich 

Z^"— 1  =  0  [mod.p,  Fix)]. 

Dies  ist  aber  unmöglich,  da  n  <C.  ^  ist;  mithin  sind  die  Reste 
der  Potenzen  (2)  von  einander  verschieden. 

Zusatz.  —  Rezeichnet  i^(a;)  eine  nach  dem  Primzahl- 
modul pirreduclibele  Function  v**^"  Grades,  so  sind  die 
Wurzeln  der  Congruenz 

F[X)  =  0  [mod.p.  F{x)'] 
die  kleinsten  Reste  der  v  Potenzen 

x  ,  xP  I  xP"^  ,  .  .  .  ,  xP"'^ . 
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Primitive  Wurzeln  der  Congruenz 

X^"'^—  1  =  0  [mod.p,  Fix)]. 

369.  Wenn  F  {x)  irgend  eine  nach  dem  Primzahlinodul  p 
irreductibele  ganze  Function  v^«^"  Grades  ist,  so  giebt  es  nach 
No.  363  unter  den  p"  —  1  VVurzehi  der  Congruenz 

(1).  X^"-^—  1=0  [mod.  p,  F  (.r)] 

immer  9?(p»  — 1),    die  zum   Exponenten  p"  —  1  gehören;    wir 

nennen  dieselben  primitive  Würz  ein. 

Bezeichnet  X  eine  beliebige  der  primitiven  Wurzeln  von  (1), 
so  sind  die  Wurzein  dieser  Congruenz  die  kleinsten  Reste  der 
Potenzen 

X  ,  X"^  ,  X^  ,  ...,  Z^""'  . 
Hat  man  die  Zahl  p" — 1  in  ihre  Primfactoren  zerlegt, 


pv—i  =  2^  / 


so  genügt  es  (No.  364,  Zusatz  11)  zur  Ermittlung  einer  primitiven 
Wurzel  von  (1),  die  Congruenzen 

(2).        Z'^  =  1  ,  Z^'"  EEE  1  ,  r'—  1  ,  .  .  .  [mod.  p,  F  [x)-] 
zu    bilden,    und    solche  Wurzeln  dieser  Co  jgruenzen   zu  suchen, 
welche  beziehungsweise  zu  den  Exponenten  2^  ,  ^  ,  r  ,  ...  gehö- 
ren.    Diese  Wurzeln  kann  man  primitive  Wurzeln  derjenigen 
der  Congruenzen  (2)  nennen,  auf  welche  sie  sich  beziehen. 

Wenn  die  Modularfunction  F{x)  eine  der  irreductibelen  Func- 
tionen V*''"  Grades  ist,  welche  zum  Exponenten  p" — 1  gehören, 
so  sind  die  p^ — 1  Wurzeln  der  Congruenz  (1)  offenbar  die  Reste 
der  Potenzen 

X  ,  x-'  ,  x^  ,  ...  ,  xP"-",  xP"-^', 
denn  in  diesem  Falle  ist  x  eine  primitive  Wurzel  der  Congruenz. 

370.  Kennt  man  eine  nach  dem  Modul  p  irreductibele  Func- 
tion v**^"  Grades  F{x),  und  hat  mittels  dieser  Function  eine  pri- 
mitive Wurzel  der  Congruenz 

(1).  X^"-'  —  1  EEE  0  Imod.p.Fix)'] 

bestimmt,  so  kann  man  leicht  alle  irreductibeln  Functionen  ermit- 
teln, deren  Grad  gleich  v  oder  gleich  einem  Divisor  von  v  ist, 
mit  andern  Worten:   man  kann  die  Function 
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.xi'^  —  X  oder  Z''"  —  X  ' 
in   Facloren    zerlegen,   welche    nach   dem   Modul    p    irreductibel 
sind. 

Es  sei  nämlich  Zj  eine  primitive  Wurzel  der  Congruenz  (1); 
jede  Potenz  X^  ist  Wurzel  einer  Congruenz 
(2).  g(Z)  IIE  0  Imod.  p,  F{x)'], 

in  welcher  ^  {X)  eine  nach  dem  Modul  p  irreduclibele  Function 
bedeutet,  deren  Grad  ^  gleich  v  oder  gleich  einem  Divisor  von  v 
ist.     Die  Wurzeln  der  Congruenz  (2)  sind  dann  (No.  368) 

(3).  Äl  ,  Ä'f  ,  xf  ,  ...  ,  Xf~' , 

und  da 

(4).  X'f  =  Xl  oder   X'l^P"-'^  =  1  [mod.  p,  F  (x)] 

sein  niuss,  so  ist  der  Exponent  c  (^ — 1)  ein  Vielfaches  von 
/>" —  1.     Wir  setzen 

p^  —  1  ^  mfi, 
und  nehmen  an ,  m  sei  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  der 
Zahlen  e  und  p^ —  1;  dann  reducirt  sich  die  Bedingung,  unter 
welcher  die  Congruenz  (4)  stattfindet,  darauf,  dass  />'"—!  durch 
n  Iheilhar  sei.  Damit  aber  die  Functionen  (3)  wirklich  verschie- 
den seien,  muss  ferner  fi  die  kleinste  Zahl  sein,  für  welche  n 
in  p/*  —  1  aufgeht. 

Hat   man   auf  diese   Weise   den   Grad  fi   der   Congruenz  (2) 
bestimmt,  so  ist  (No.  345)  identisch 

%{X]  =  {X-Xl){X-r^)...{X-r'''-)   [mod.  p.  F{x)-], 
und    durch    Ausführung    der    im    zweiten   Gliede    dieser   Formel 
geforderten  Multiplicationcn  erhält  man  einen  Ausdruck  von  ^-  {X), 
in  welchem  die  Veränderliche  x  nicht  mehr  vorkommt. 

So  kann  man  alle  irreductibelen  Functionen  bilden ,  in  welche 

sich  die  Function  X^   —  X  zerlegen  lässt. 

Bezeichnet  k  den  Exponenten ,  zu  welchem  X^  gehört,  so  ist 

X\'  =  1  [mod.p,  F{x)']\ 
daraus  ergiebt  sich,  dass  ke  durch  p"  —  1  =  mn  theilbar,    dass 
also  k  ein  Vielfaches  von  n  ist.   Nun  wird  aber  die  vorhergehende 
Congruenz  befriedigt,  wenn  man  k  =  n  annimmt;  folglich  gehört 
X"  zum  Exponenten  n. 
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Wir  beliaupten  ausserdem,  dass  die  irreductibele  Function 
%  (X)  zum  Exponenten  n  gehöre,  ßezeiclmen  nämlich  §j  (X) 
und  0  {X)  den  Quotienten  und  den  Rest  der  in  Beziehung  auf 
den  Modul  p  vollzogenen  Division  von  ä" — 1  durch  S(-<il.  so 
hat  man 

A'"-1  =  5(A')^,   {r)  +  0{X)+PX{Ä'), 

wo  X  eine  ganze  Function  bedeutet.  Dies  vorausgesetzt,  lassen 
die  Congruenzen 

X"  —  1=0  ,  %{X)  =0  [mod.  p,  F{x)] 

die  (u.  Wurzeln  zu,  welche  die  Reihe  (3)  bilden;  diese  ft  Wurzeln 
gehören  daher  auch  der  Congruenz 

0  (X)  =  0  [mod.  p.  F  (ar)] 

an.  Da  nun  der  Grad  von  O  nicht  grösser  als  (i  —  1  sein  kann, 
so  i^esteht  die  letzte  Congruenz  nothvvendig  identisch,  und  man 
hat 

<2>  (X)  =  0  (mod.  p) , 
folglich 

X"-l  =  ^{r)%,{X)-{-px{X); 

diese  Formel  ist  der  Ausdruck  des  angegebenen  Salzes. 

371.  Aus  der  vorstehenden  Betrachtung  entnehmen  wir 
Folgendes: 

Will  man  alle  irreductibelen  Functionen  v"""  Grades  bilden, 
die  zum  Exponenten  n  gehören,  welche  Zahl  n  ein  p^  ^- 1  eige- 
ner Divisor  ist,    so  setze  man 

p^  —  1  =  mn, 

und  lasse  e  irgend  eins  der  Vielfachen  von?«  bedeuten,  die  prim 
zu  n  sind.  Dann  ist  der  allgemeine  Ausdruck  der  gesuchten 
Functionen 

%  (i)  =  (X-X;)  (X  -^7)  .  . .  (X-Xf  ~')  [mod.  p,  F  [x)l 

W^ill  man  die  irreductibelen  Functionen  erhalten,  die  zum 
Exponenten  />" — 1  gehören,  und  denen  die  primitiven  Wurzeln 
entsprechen ,  so  mache  man  m=  1  ,  n  =  p"  —  1 ,  so  dass  es 
genügt,  in  der  vorhergehenden  Formel  für  p  alle  Zahlen  zu  neh- 
men ,  die  prim  zu  p*  —  1  und  zu  p  sind. 
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lieber  den  Gesichtspunkt,   aus  welchem  Galois  die  nach 
einem  Primzahlmodul  und   einer  Moduiarfunction   genom- 
menen Congruenzen  betrachtet  hat. 

372.  In  der  Theorie  der  gewöhnlichen  Congruenzen  sieht 
man  jede  durch  den  Modul  theilbare  Zahl  als  Null  an.  Ebenso 
verfährt  man  in  der  Untersuchung  der  Congruenzen  von  der  Form 

%  {X  ,x)  =  0  [mod.  p,  F  {x)']  , 
als  verschwänden  die  Vielfachen  von  F{x).  Nun  giebt  es  hier 
eine  unbestimmte  Grösse  x,  deren  man  sich  naturgemäss  dazu 
bedienen  kann,  die  Vielfachen  von  F  [x)  zum  Verschwinden  zu 
bringen;  es  genügt  in  der  That,  die  Uebereinkunft  zu  treffen, 
dass  diese  unbestimmte  Grösse  x  eine  imaginäre  Vy^urzel  der 
irreductibelen  Congruenz 

F  [x)  ^0  [mod.  p) 

sei.  Auf  diese  Weise  können  in  die  Analysis  neue  imaginäre  Grössen 
eingeführt  werden,  deren  Anwendung  zwar  nicht  unumgänglich  nö- 
Ihig,  aber  mit  gewissen  Vortheilen  verbunden  ist.  Diese  Auffassung 
rührt  von  Galois  her,  der  sie  eingehend  im  Bulletin  des  Sciences 
mathematiques  de  Ferussac  (t.  XIII,  p.  398)  dargelegt  hat.  Der 
von  Galois  1830  veröffentlichte  Artikel  ist  mit  dessen  übrigen 
Arbeiten  nochmals  abgedruckt  im  Journal  de  Mathematiques  pures 
et  appHquees  t.  XI. 

Die  in  den  vorhergehenden  Nummern  entwickelte  Theorie 
liefert  uns  von  Galois'  Gesichtspunkte  aus  folgende  Salze: 

Lehrsatz  I.  —  Bezeichnet  i  eine  imaginä,re  Wurzel 
der  irreductibelen  Congruenz  v^«^"  Grades 

F{x)  =  0  {mod.  p), 
so  kann  eine  nicht  identische  Congruenz  m*""  Grades 

cp  (x)  ^  0  {mod.  p) 
nicht  mehr  als  m  verschiedene  Wurzeln  von  der  Form 

«0    +    «!*■+    «2«^    +    •  •  •    +    «*-i«"*'~^ 

haben,  wo  a^,  Oj  ,  ...,  a^—i  ganze  Zahlen  bezeichnen,  die 
kleiner  als  p  sind. 

Lehrsatz  II.  —  Die  Congruenz 

xP*  —  x^O  {mod.  p) 
lässt  alle^*  Wurzeln  von  der  Form 
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ZU,  in  welcher  i  eine  Wurzel  der  irreductibelen  Con- 
gruenz  r'""  Grades 

F  [x)  ^  0  [mod.  p) 
bezeichnet. 

Lehrsatz  in.  —  Die  irreductibele  Congruenz  v**"' 
Grades 

F{x)  =  0  [mod.p) 

lässt  V  Wurzeln  zu,   die  durch 

l    ,    t        ,      l  ,...,? 

dargestellt  werden  können. 

Lehrsatz  IV.  —  Jede  nicht  identische  Congruenz 
hat  so  viele  gleiche  oder  ungleiche  Wurzeln,  als  ihr 
Grad  Einheiten  enthält;  alle  diese  Wurzeln  sind  ganze 
Functionen  ein  und  derselben  imaginären  Wurzel 
einer  irreductibelen   Congruenz. 

Lehrsatz  V.  —  Die  Congruenz 

xP"-^  —1=0  [mod.  p) 

besitzt  primitive  Wurzeln;  jede  derselben  ist  Wurzel 
einer  irreductibelen  Congruenz  v'*^"  Grades,  und  ihre 
Potenzen  liefern  alle  Wurzeln  der  vorgelegten  Con- 
gruenz. 

Lehrsatz  VI.  —  Hat  man 

wo  q^ ,  q.,,  ... ,  q„,  ungleiche  Primzahlen  und  «^  ,  «j »  ••  •»  ^»> 
irgend  welche  ganze  Zahlen  sind,   und  bezeichnen 

beziehungsweise  primitive  Wurzeln   der  Congruenzen 

^*'"'  —  1  =  0,  x'^""~  l=0,...,x''"' "'"—  1  =  0  {mod.  p) , 

so  ist  das  Produkt  r,  r,  .  .  .  r„,  eine  primitive  Wurzel 
der  Congruenz 

xP^-i  _  1  =  0  {mod.  p). 
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Anwendung  der  vorhergehenden  Theorie  auf  den  Fall  des 

Moduls  7. 

373.  Es  wird  von  Nutzen  sein,  einige  Fälle  eines  bestimm- 
ten Moduls  zu  untersuchen.  Zu  diesem  Zwecke  wählen  wir 
den  Modul  7,  für  welchen  3  eine  primitive  Wurzel  ist;  die  Reste 
in  Beziehung  auf  diesen  Modul  nehmen  wir  zwischen  den  Gren- 
zen —  3  und  -|-  3  an. 

Die  Congruenz  x''^~^  — 1  ^  0  (mod.  7).  —  Der  Lehr- 
satz der  No.  358  liefert  uns  unmittelbar  die  drei  irreductibelcn 
Functionen  zweiten  Grades 

a:2  4-  1  ,  a;2  -|-  2  ,  a;2  _  3. 

Wir  stellen  uns  jetzt  auf  den  Standpunkt  von   Galois  und  wol- 
len eine  primitive  Wurzel  der  Congruenz 
(1).  x'^-i  —  1  =  0  oder  a;"«  _  l  =  0 

ermitteln,  indem  wir  von  der  Wurzel  i  der  irreductibelen  Con- 
gruenz 

(2).  a:^  +  1  =  0  {mod.  7) 

ausgehen.     Da  48  =  2*  X  3  ist,   so  müssen  wir  eine  primitive 
Wurzel  der  beiden  Congruenzen 
(3).  .t3  _  1  ^  0  ,  x'«—  1  =  0  {mod.  7) 

kennen  lernen.  Die  erste  dieser  Congruenzen  hat  die  primitive 
Wurzel  2,  und  die  primitiven  Wurzeln  der  zweiten  gehören  der 
Congruenz 

(4).  cK»  -|-  1  =  0  {mod.  7)  '       - 

an,  welche,  weil  e^  ^ —  1  ist,  in  die  beiden  folgenden  zerfällt: 

X*  —  i  ^  0  ,  x^-j-i^O  {mod.  7). 
Betrachten  wir  die  erste  dieser  Congruenzen 

^4  —  «  ^  0  {ynod.  7) 
und  setzen 

X  =  cif^  -\-  a^  i , 
so  ergiebt  sich 

o,3^  —  3«(,^rtj/  —  üf^a^f  —  Söo«!^«^  +  «i'*»^  ^  i  {mod.  7), 
oder,  wenn  wir  mittels  der  Relation  i"^  ^  —  1  reduciren, 

{a,'  4-  «0?  «,^  +  O  +  (—  3  «o'  «1  +  3  «0 «i'  -  1)  «•  ^  0  {mod.  7), 

folglich'       . 

«o"  +Y'iy'Or  +  0,^=0  ,—  3rt„-V/^.  -f  .3«o«i^  —  1=0  {mod.  1). 
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Man  genügt  diesen  Congruenzen  dadurch,  dass  man 
ao  =  2  ,  ö,  =  —  3 
setzt;    die  zweite  der  Congruenzen   (3)   hat  daher   die  primitive 
Wurzel  2  —  3j,  und  mithin  ist 

(5).  a:  =  2  X  (2  —  30  =  —  3  +  ?  {mod.  1) 

primitive  Wurzel  der  vorgelegten  Congruenz.     Aus  (5)  folgt 

(6).  x'  =  2  +  /  +  «2  ^  1  _|_  ^-^ 

und  wenn  i  aus  (5)  und  (6)  eliminirt  wird, 

X-  —  X  -\-Z  =  0  {mod.  7). 
Dies  ist  die  irreductibele  Congruenz,   von   welcher  die   gesuchte 
primitive  Wurzel  abhängt.     Stellt  man  diese  Wurzel  durch  i  dar, 
so  sind  die   48  Wurzeln   der  Congruenz  (1)  die  mittels  der  Con- 
gruenz 

f2  — /-f.  3  =  0  (mo</.  7) 

reducirten  Werthe  der  Potenzen 

374.  Die  Congruenz  x'^-'^—l  =  0  {mod.  1).  —  Der 
Satz  der  No.  358  zeigt  lür  den  Modul  7  die  Existenz  der  vier 
irreductibelen  Functionen  dritten  Grades 


X 


2  .  ic3  — 3  ,  a:3  +  3  ,  a;3  +  2 


an.   Bezeichnet  i  eine  Wurzel  der  Congruenz 

f3  =  2  {mod.  7), 
so  sind  die  Wurzeln  der  vorgelegten  Congruenz  von  der  Form 

«0    +    «1  «    +  «2  «'^• 

Wir  wollen  nun  eine  primitive  Wurzel  der  vorgelegten  Con- 
gruenz 

(1).  a:3«  —  1  =  0  oder  a;^  •  »^  •  i9  -  1  =  0  {mod.  J) 

ermitteln.     Zu   diesem  Zwecke  genügt  es,   eine  primitive  Wurzel 
jeder  der  drei  folgenden  Congruenzen  zu  erhalten: 
(2).        a;2  —  1  =  0  ,  a;3^  —  1  -z£  0  ,  x^'^  —  1  —  0  {mod.  7). 
Die  primitive  Wurzel   der   ersten   der   Congruenzen   (2)   ist  —  1. 
Die  zweite  der  Congruenzen  (2)  kann  auf  die  Form 

(a;3  —  1)  {x^  —  2)  {x^  +  3)  =  0  {mod.  7)»'-'...  .     " 

gebracht  werden,  und  ihre  primitiven  Wurzeln  sind '.diff  ^^tIrzeln 
der  beiden  Congruenzen..'.-      •  V^aJ^ 

Serret,  Algebra.    II.  •    .    ..•  V'"'".  :  10.'    •''-^' 
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a;3  =  2   ,  a;3  —  —  3  {mod.  7) ; 
folglich    ist    i    primitive    Wurzel     der    zweiten     der    Congruen- 
zen  (2). 

Es  ist  jetzt  noch  eine  Wurzel  von  x^^ —  1^0,    oder  viel- 
mehr von 

^ i^  =  0  (mod.  7 

zu  suchen.  Sehen  wir,  ob  man  dieser  Congruenz  genügen  kann, 
M'enn  man  einfach  x  =  a^  -\-  a^i  statt  a^  -}-  «j  j  -f-  a^i"^  setzt. 
Wir  müssen 

(«0  +  a^  i)  19  =  1   {mod.  7) 
hahen;  wird  das  erste  Glied  dieser  Congruenz  nach  dem  binomi- 
schen Satze  entwickelt,  und  werden  die  Potenzen  von  a^  ,  a^  und  / 
mittels  der  Formeln 

al""  =  1   ,  öf  =  1  ,  1-3  =  2    [mod.  7) 
reducirt,  so  geht  dieselbe  über  in 

es  muss  also 

3  «0  —  3  «0^  «1^  ^  1   ,  «0^  a^  -\-  n^  a,^  ^  0 
sein.     Diese  beiden  letzten  Bedingungen  werden  durch  die  Werthe 

«0  =  —  1  '  «1   =  +  1 
erfüllt;  folglich  ist  ^ —  1  -j-  i  eine   primitive   Wurzel   der  dritten 
der  Congruenzen  (2).     Das  Produkt  der  drei  Grössen 

—  1  ,  /  ,  —  1  +  / . 
welches  gleich 

t  —  X- 

ist,  muss  daher  eine  primitive  Wurzel  der  vorgelegten  Congruenz 

^73-1  _  1  ^  0  {mod.  7) 

sein,  und  mithin  besitzt  dieser  Ausdruck  die  Eigenschaft,  dass 
seine  Potenzen  7—1  verschiedene  Ausdrücke  von  der  Form 

«0    +    «!'■+    «2  ^'^ 

liefern. 

Will  man   die  irreductibele   Congruenz  kennen   lernen,   von 
welcher  die  eben  gefundene  Wurzel  abhängt,   so  hat   man  i  aus 

X  =  i — t^  \xva^  »^  =  2  {mod.  7) 
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ZU  eliminiren.  Wird  der  Werth  von  x  auf  die  dritte  Potenz 
erhoben,  so  ergiebt  sich  nach  Reduction  der  Exponenten  von  i 

a:^  =  —  2  +  ;•  —  1-2  {mod.  7), 
folglich  ist 

x^  —  X  -{-  2  ^  0  {mod.  7).  '    . 

Es  ist  zweckmässig,  die  Wurzel  dieser  Congruenz,  die  durch ^' 
dargestellt  werden  möge,  als  Basis  der  imaginären  Grössen 
anzusehen,  so  dass  also 

1-3  —  z  -f  2  =  0  {mod.  7) 
ist;  dann  erhält  man  alle  imaginären  Grössen  von  der  Form 


«0    +    «I  «■    +    «2 


n 


f 

dadurch,  dass  man  i  auf  alle  Potenzen  erhebt,  und  mittels  der 
vorhergehenden  Congruenz  reducirt. 

375.  Die  Congruenz  a;'*-i  — 1  ^  0  {mod.  7).  —  Der 
Satz  der  No.  354  lehrt  uns  eine  nach  dem  Modul  7  irreductibele 
Function  vierten  Grades  kennen,  nämlich 

oder  X*  4-  x'^  4-  x"^  -\-  X  -\-  1; 

X  —  1  '  '  '  ' 

in  der  That  ist  der  Modul  7  primitive  Wurzel  für  die  Primzahl 
5.     Ausserdem  lässt  sich  jede  der  drei  binomischen  Functionen 

dem  in  No.  358  bewiesenen  Satze  zufolge  in  vier  Factoren  vier- 
ten Grades  zerlegen,  welclie  nach  dem  Modul  7  irreductibel 
sind.  Die  Entwicklung  der  No.  359  lehrt,  dass  diese  Factoren 
beziehungsweise  folgende  sind: 

sci-{-    a;2—  1,  x^-\-2x-  —  2,  x^-{-     a:^ -f- 3  , 

X*—    a;2  -  1  ,  x*  —  2x-  —  2,  x*  ~     x- -\- 3  , 

a:^  +  3a;2_l,  x^-{-3x'^  —  2,  x* -\- 2  x' -\- 3  , 

x*  —  3x''-—l,  x^  —  3x'^  —  2,  X*  —  2  x"' -{- 3  . 

Wir  bezeichnen  mit  i  eine  Wurzel  der  Congruenz 

(1).  2^  +  3  ?2  —  2  =0  {mod.  7) , 

und  suchen  eine  primitive  Wurzel  der  Congruenz 

(2).  a;'*-i— 1  =  0  oder  x^**^  —1=0  {mod.  7). 

Da  2400  =  2^  •  3  •  5-  =  32  X  3  X  25  ist,  so  müssen  wir 
eine  primitive  Wurzel  jeder  der  drei  Congruenzen 

10* 
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(3).     ä:32  —  1   =  0  ,   a;3  —  1  =  0  ,   o:^^  _'l  =  q  (^^^   7^ 
kennen  lernen. 

Nun  liefert  die  Congruenz  (1) 

4  =  2  —  3  ?2 
(4).  <[   ^8  =   1  +  3/2    l     (^orf.  7), 


■»«=  —2 


folglich  hat  man 


{i'Y  =  [i'Y^  =  —1  {mod.7). 

Daraus  geht  hervor,  dass  i^  eine  primitive  Wurzel  der  ersten  der 
Congruenzen  (3)  ist.  Die  zweite  Congruenz  (3)  lässt  2  als  primi- 
tive Wurzel  zu.  Es  ist  somit  nur  noch  für  die  dritte  Congruenz 
(3)  eine  primitive  Wurzel  aufzufinden;  wir  wollen  versuchen,  ob 
derselben  durch 

X  ==  ai  -\-  bi^ 
genügt  werden  kann.   Wird  dieser  Werth  in 

x'^^  ^  1  {mod.  7) 
eingesetzt,   so  ergiebt  sich,   wenn   man   mittels   der   Formeln  (4) 
reducirt  und   sodann   die   Coefficienten    der  Potenzen  von  i  der 
Null  congruent  setzt, 

—  2ö4&  _|_  3^2  ^3  _  ^5  ^  0 
2a^  -\-  Sa^b"^  —  2ab*  =  0 

—  aH  -{-  2a'^b'^  —  b-'  -]-  \  =0 

—  3«^  —  2a362_j_öft4  _|_  1  =  0 

Diese  Congruenzen  werden  durch  die  Werthe  0  =  3  ,  6  =  2 
befriedigt.  Da  man  sich  nun  leicht  überzeugen  kann,  dass  3/-}- 2/2 
der  Congruenz  x^  —  1  =0  nicht  genügt,  so  ist  dieser  Ausdruck 
eine  primitive  W^urzel  von  x"^'^  —  1^0.  Die  vorgelegte  Con- 
gruenz besitzt  daher  die  primitive  Wurzel 

■'    a;  =  2?3  (3/+ 2/2)  =  — ?4  _  3/5^ 

oder,  mit  Rücksicht  auf  (4), 

(5).  X  =  ~2  -\-  i  -\-  3/2  +  2/3. 

Daraus  folgt 

{a?2  =  -^1   —  /  +  /2  —  3/3 
x^  =  —  1   -h  /  —  3/2  +  2/3 
x^.  =  -3—  3/  +   i'\ 

und  durch  Elimination  voii.)'. erhält  man 


>  {mod.  7). 
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(7).  a;*  —  2a:3  —  2a;  —  2  =  0  (mod.  7). 

Bezeichnen  wir  jetzt  mit  i  eine  Wurzel  der  Congruenz  (7),  so 
liefern  die  2400  ersten  Potenzen  von  /  alle  Wurzeln  der  Con- 
gruenz 

^2400  _  1  =  0  {mod.  7). 

376.  Was  die  nach  dem  xModul  7  irreductibelen  Functionen 
betrifft,  deren  Grad  grösser  als  4  ist,  so  beschränken  wir  uns 
auf  einige  Andeutungen,  die  der  Leser  ohne  sonderliche  Schwie- 
rigkeit wird  weiter  entwickeln  können.  Wir  haben  keinen  Lehr- 
satz, der  es  gestattet,  eine  nach  dem  Modul  7  irreductibele 
Function  5^^"'  Grades  direkt  zu  bilden.  Man  kann  eine  solche 
aber  leicht  auf  dem  Wege  des  Versuchs  ermitteln.  So  erkennt 
man,  dass  die  Function 

x'^  -^  X  —  3 

nach  dem  Modul  7  irreductibel  ist.  Fände  nämlich  das  Gegen- 
theil  statt,  so  würde  diese  Function  einen  Divisor  ersten  oder 
zweiten  Grades  besitzen,  welcher  zugleich  der  Function  a;'*^  —  1 
angehören  würde.  Man  überzeugt  sich  aber  leicht,  dass  die  letzte 
Function  mit  der  vorgelegten  keinen  Divisor  in  Beziehung  auf 
den  Modul  7  gemeinschaftlich  hat.  Die  Function  x^-  -f-  a;  -—  3 
gehört  zum  Exponenten  7^  —  1,  so  dass,  wenn  /  eine  Wurzel 
der  irreductibelen   Congruenz 

j5  _j_  j  _  3  =  0  {tnod.  7) 
bezeichnet,   die  7^ —  1   ersten  Potenzen   von  /  die  Wurzeln   von 

^7  5-i„i  =0  {mod.  7) 
liefern. 

Es  giebt  zwei  irreductibele  binomische  Functionen  6'"'  Gra- 
des, nämlich  x^  -\-  2  und  x^  —  3,  und  aus  jeder  derselben  lässt 
sich  leicht  eine  primitive  Wurzel  der  Congruenz 

^76-1  _  1  =  0  {mod.  7) 
herleiten.     Setzt  mau  z.  B. 

j6  =  —  2  {mod.  7), 
so  genügt  es,  für  jede  der  vier  Congruenzen 
a;!«  —  1  =  0,  a;»  —  1  =  0  ,  x^''  —  1  =  0  ,  a;*-^  —  1  =  0  {mod.  7) 
eine   primitive  Wurzel   zu   bestimmen;,  dabei  verfahren  wir,   wie 
in  den  oben  erörterten  Fällen.     Man  erkennt  leicht,   dass  1  +  « 


150        Drittes  Kapitel.     Eigenschaften  der  ganzen  Functionen  etc. 

eine  primitive  Wurzel  der  vorgelegten  Congruenz  ist.  Diese  Wur- 
zel gehört  der  folgenden  irreductibelen  Congruenz  an: 
{x  —  l)^-\-2  =  0  {mod.  7). 
Was  endlich  den  7*''°  Grad  betrifft,  so  lehrt  uns  der  Satz 
der  No.  360  eine  irreductibele  Function,  nämlich  x''  —  x — g 
kennen ,  worin  q  von  Null  verschieden  ist.  Bezeichnet  i  eine 
Wurzel  der  irreductibelen  Congruenz 

(''  —  1  —  3  =  0  [mod.  7), 
so  ist  i  primitive  Wurzel  für  die  Congruenz 

a:^^-i  — 1  =  0  {mod.  7). 


Viertes  Kapitel. 

Ueber  die  Anzahl  der  zwischen  gegebenen  Grenzen 
enthaltenen  Primzahlen. 


Näherungsweise   Bereclinung   des  Prodvikts  1.2.3  ...  x, 
wenn  x  eine  grosse  Zahl  ist. 

377.  Die  Theorie,  die  ich  in  diesem  Kapitel  besonders  im 
Auge  habe,  fordert,  dass  man  die  ersten  Terme  der  Reihe  kenne, 
durch  welche  der  Logarithmus  des  Produkts  der  x  ersten  ganzen 
Zahlen  ausgedrückt  wird.  Diese  berühmte  Reihe  rührt  von  Stir- 
ling  her  und  war  der  Gegenstand  der  Untersuchungen  vieler 
Mathematiker,  von  welchen  namentlich  Cauchy,  Binet,  Malm- 
sten  und  Liouville  zu  erwähnen  sind.  Ich  glaube  aber  nicht, 
dass  es  unter  den  verschiedenen  Beweisen,  die  man  für  diese 
Formel  besitzt,  einen  giebl,  der  einfacher  als  derjenige  wäre, 
den  ich  am  2.  April  1860  der  AkadeiAie  3er  Wissenschaften  vor- 
gelegt und  in  einer  Note  zur  6.  Auflage  von  Lacroix,  traite 
elementaire  de  Caicul  differentiel  et  integral  nochmals  mitgetheilt 
habe.  In  dieser  Note  habe  ich  gezeigt,  dass  die  bekannte  For- 
mel von  Wallis  vöUig  zur  Begründung  der  Stirling'schen  For- 
mel ausreicht;  dazu  ist  die  Herleitung  so  leicht,  dass  man  die 
zweite  Formel  gewissermassen  als  eine  Umänderung  der  ersteren 
ansehen  kann.  Ich  werde  hier  nicht  alle  Entwicklungen,  die  ich 
a.  a.  0.  über  diesen  Gegenstand  angestellt  habe,  wiederholen, 
sondern  mich  auf  die  Begründung  derjenigen  Resultate  beschrän- 
ken, welche  für  die  hier  zu  erörternden  Fragen  unentbehrlich  sind. 

Wir  erinnern  zunächst  daran,  dass  die  Formel  von  Wallis, 
von  der  wir  ausgehen,  aus  der  bekannten  Formel 


cos 


^  =  (r-^")(i-|S)(i-ifö) 
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hergeleitet  werden  kann,  mittels  welcher  die  Function  cos  z  als 
Produkt  unendlich  vieler  linearer  Factoren  dargestellt  wird.  Letz- 
tere Formel  kann  in  folgender  Weise  geschrieben  werden: 

_       sin  M  ~    —  -;  J 


C  +  .)0-l5)(i-S)--. 


2 
und  wenn  man   z  =  ~    macht,  so  folgt 

oder 

Ji;    ^^  ^        2         4       £  2a;  — 2        2a;— 2  2a;      ,,..         

2  1     ■    3    '   y  '    5    ■"   2a;— 3   *    2a;— 1   *   2^iri  l""" ''*^  —  <^) ' 

und  dies  ist  die  Formel  von  Wallis. 

378.     Diese  Formel  nimmt  die  sehr  einfache  Form 

[^'  ==  1  (für  X  =  oo), 
[9;(2a;)p  ^  ' 

oder 

(1).  i^^  =  1  (für  x=oo) 

an,  wenn 

(2).  ^{a:)==        1-2. 3. ..a; 


gesetzt  wird ;  c  bezeichnet  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen. 
Aus  (2)  Ibigt 


-l  +  (x  +  \)  log- (1  +  1) 


oder 

(4).  K"^  =  -  1  +(.+!)  log  (l+l); 

in  diesen  und  den  folgenden  Formeln  ist  überall  von  natürlichen 
Logarithmen  die  Rede.     Nun  ist  für  o;  >  1 

log  (l    4-    1)   =    1    _    J-    +    J ..  +    (-1)"-^    _L    ... 

^  V      ^    x/  X    .        2a;2   ^    'dx^  ^        „^n        ^ 

also 

~^ ' -271  {ti -^  l]  X"  ' 


lieber  d.  Anzahl  d.  zwischen  gegebenen  Grenzen  enth.  Primzahlen.    153 

folglich  hat  man 

(fix)  1  1,3 


(5). 


log 


"D  12a;2  i2a?3   "T" 


g)(a;+l)  12a;2  12aj3     "      40a;< 

^  "  4_     (»-!)     .  (-1)"     ,     , 

~T~   2«(w+l)  ic«       "'" 


Die  Terme  dieser  Reihe  sind  abwechselnd  positiv  und  negativ; 
ausserdem  ist  der  absolute  Werth  des  Verhältnisses  des  n'"" 
Terms  zum  vorhergehenden  Terme 

n^  -\-  n  —  2        X 

Kür  M  =  2  ist  dieses  Verhältniss  gleich       ;  es  ist  aber  kleiner  als 

"  X 

,  wenn  n  >  2  ist.    Wenn  daher  auch  x  sich  auf  1  reducirte,  so 

X 

würden  doch  die  absoluten  Werthe  , der  Terme  der  Reihe  (5),  vom 
zweiten  Terme  an,  beständig  kleiner  werden.  Daraus  geht  her- 
vor, dass 

log  -^J—  <  A_  , 
^  (p  (a?+l)    ^    12a;'^ 

oder 

sein  nuiss.     Wir  wollen  aber  noch  eine  kleinere  Grenze  für 

«3P(^+l) 
ermitteln,  die  uns  später  von  Nutzen  sein  wird. 

MultipUcirt    man    nämlich    die    Formel  (5)   mit  x  -{-  i ,    so 
ergiebt  sich  ' 

(x  -4-  1)  lo'-       'P(^)      —  A ^ |_  .  .  . 

^x  f  ij   lOo    q,  (a;+  1)   —    12a;  120a;3  ^ 

,  («-3)  (-1)"-'      , 

'       2  («  —  1)  «  (w  -|-  1)  xn-l  -!-•••• 

Dieser  Reihe  fehlt  der  Term  in  — ^  ;  die  übrigen  Terme  sind  ab- 

x' 

wechselnd  positiv  und  negativ,  und  das  Verhältniss  des  Terms  in 
-  zu  dem  Terme  in  r  hat  den  absoluten  Werth 

(w  — 1)  (w  — 2)  "  •  1- 


(w— 1)  («  — 2)  +  2^K-^4)       X 


welcher   =  —  oder  <  —  ist,  je  nachdem   n  =.4   oder  >  4 
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ist.     Die  Terrae   der  letzten   Reihe   nehmen   daher  vom   zweiten 
Terrae  an,  auch  wenn  x  ==  1  ist,  beständig  ab,  und  raan  hat 


(x  4-  1)  \o<r  --?-^L_   ^  J_ 


oder 

(7)- 

(8). 


log 


qp  (x) 


< 


(p{x-\-l)    ^    12a;(a;+l) 

379.     Die  Forrael  (6)  zeigt,  dass 

cpix+l) 


ist,  worin  d-^  eine  zwischen  0  und  —  liegende  Zahl  bedeutet. 
Sind -ö-j ,  Oj ,  ...,  ^^_i  Zahlen,  welche  deraselben  Intervalle  an- 
gehören, so  folgt  aus  (8),  wenn  a;  in 

X  -\-  1  ,  X  -\-  2  ,  ...  ,  2x  —  1 
verwandelt  wird. 


(9). 


y  (a^  +  l) 
cp  {x-\-2) 

qp   (.T  +  3) 


,(^  +  D' 


J^  +  2)* 


<p{2x—i) 


(f  (2a;) 

Wir  multipliciren   die  Formeln  (8)  und  (9)  in  .einander.    Da 
die  Sumrae  der  x  Brüche 


'9'u 


+ 


^, 


+ 


'Ö'o 


+    •••    + 


kleiner  als 


12        x"^  ^    ^  12a; 


{x-^\f      '      (a?  +  2)2 
l  1 

ist,  so  erhält  man 

■8>i^  .Ist^ieiHe  positive  Zahl  und  kleiner  als  —  . 

Es-  ist  somit 

(11).    ;^v<  ^     ■■  JP^  =:"l  (für  a;  =  oo). 
'..  •;  •  .         •    qR.(.2a;)        ■     ^ 


(2a;  -  1)2 
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Dividirt  man  jetzt  die  Formel  (1)  durch  (11),  so  ergiebt  sich 

(12)  9  (ar)  =  1  (für  o:  =  oo) , 

d.  h.,  der  Formel  (2)  wegen, 

(13).  1  .  2  .  3  .  •  •  a;  =  /2^  •  e   V       (1  +  t^) ; 

darin  bezeichnet  c.^  eine  für  a;  =  oo  verschwindende  Grösse,  für 

welche  wir  noch  eine  obere  Grenze  zu  bestimmen  haben. 

380.     Wir  setzen,    wie  wir  bereits  im   II**"   Theile   dieses 
Werks  thaten, 

(14).  r  (a;  +  1)  =  1  •  2  .  3  .  •  .  a;. 

Mittels  der  vorhergehenden  Betrachtung  lässt  sich  leicht  ein  voll- 
ständiger Ausdruck  des  Produkts  F {x  •\- \)  oder,  was  auf  das- 
selbe hinausläuft,  ein  Ausdruck  des  natürlichen  Logarithmus 
log  r  [x -\-  1)  ermitteln.  Aus  Formel  (2)  folgt  zunächst 
(15).  log  r{x-^  1)=^  log  2  TT— ar  +  (a;  +  ^)  log  a:  +  log  9,  [x] ; 
ferner  besteht  die  Identität 

Wenn  aber  die  ganze  Zahl  m  unbegrenzt  wächst,  so  nähert  sich 
[Formel  (12)]  (p  {x  -\-  m  ■\-  t)  der  Einheit,  also  log  9)  (a;  +  w  -}- 1) 
der  Null ;  es  ist  daher 

(16)     i,g.M  =  2'"'sr.+t+.)' 

»1  =  0  -r   \        \  I       / 

oder,  der  Formel  (4)  wegen. 


(17). 


log  9  W  =  2"  [(-  +  »•  +  i)  l»8  (1  +  ^)-  1]= 

»t  =  0  I        '  _j 


folglich  geht  (15)  über  in 

log  r(a:  +  1)  =  1  log  27r  —  a:  +  (  a:  +  -^)  log  a: 


(18).^ 


»»  =  00 

wj  =  0  .    '  .  ■         ■.-.-■ 


Diese  von  Gudermann  gefundene  Forinel  ( 18.j  iässt  sicÜ ,   wie 
man  sieht,   leicht  aus  der  Wal  Tis 'sehen.  Formel  herleiten:. 
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381.  Aus  der  Formel  (18)  kann  man  zu  der  von  Stirling 
gelangen;  wir  wollen  iridess  diese  Transformation  nicht  vorneh- 
men, sondern  uns  darauf  beschränken,  die  uns  nöthigen  Gren- 
zen von  log  -T  (o;  -|-  1)  zu  bestimmen. 

Da  die  Grösse  log  g)  {x)  positiv  ist,  so  liefert  die  Formel  (15) 

(19).  logr{x-{-l)>  ^\0g27C  —  X~\-{x-j-^)  log  X. 

Ferner  erhalten  wir  aus  Formel  (16),  bei  Berücksichtigung 
der  Ungleichung  (7), 


log  cp  {x)  <     ^     l2{w-\-m){x  +  m-\-l) 


Nun  ist 


{x -\- m)  {x -\- m-\- 1)  X -\- m  x-\-m-\-l 

folghch 

12  log  <p  W  <  (1  -  ^)  +  (-j-^  -  -A-^) 

+  (x^   ~   ^  +  3 j   + 
Da   die  Summe  der  Reihe ,   welche   das  zweite  Glied   dieser  For- . 
mel  bildet,  gleich    ~  ist,  so  folgt 

log    (fix)     <    j^' 

und  es  ist  somit 

(20).     log  r  (^  +  1)<  -~  log  2  TT  -  o;  +  (x  +  |)  Jog  ^  +  j^  • 

Die  Formeln  (19)  und  (20)  enthalten  die  beiden  Grenzen,  die 
wir  ermitteln  wollten.  Gehen  wir  von  den  Logarithmen  zu  tien 
Zahlen  über,  so  crgiebt  sich 


(21). 


1  •  2  ■  'd  ■•■  X  >  j/2'7t 


i 


e       •  X 


;-+2- 


1  •  2  •  3  •  •  •  a;  <  //27r  e 


■  •*■  +  Ti.—  •*  +    «1 


.^üsdeiiiiim^  der  vorüergehenden  Formeln  auf  den  Fall,  in 
^^r/wel^keni  :^. nicht-  m^^       eine  ganze  positive  Zahl  ist. 

'^S'^/^:fk&n:.i€^^^hhei  g^ewöhhlich  mit  dem  Symbol  F  [x  -\-  1) 
eine;  ge^Ä^fesV -FunUlc^^  alle  reellen  und  complexen 
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Werthe  von  x  einen  bestimmten  Werth  hat,  die  nur  dann  unend- 
lich gross  wird,  wenn  x  gleich  einer  negativen  ganzen  Zahl  ist, 
und  die  für  ganze  positive  Werthe  von  x  sich  auf  das  Produkt 
1  •  2  •  3  •  •  •  a;  reducirt;  im  letzten  Falle  fällt  sie  mit  der  im 
Vorhergehenden  betrachteten  Function  zusammen. 

Man  gelangt  sehr  leicht  zur  Vorstellung  der  allgemeinen 
Functionen  F,  wenn  man  die  Function  l-2-3--a:zuinter- 
poliren,  d.  h.  wenn  man  das  Produkt  1  •  2  •  3  •  •  •  a;  durch  eine 
Function  von  x  darzustellen  sucht,  welche  eine  völlig  bestimmte 
Bedeutung  behält,  wenn  x  aufhört,  eine  ganze  positive  Zahl  zu 
sein. 

Es  seien  x  und  m  zwei  ganze  positive  Zahlen.     Die  x  Brüche 

mm  m 

m-{-l       m  +  2  m-^x 

nähern  sich  der  Einheit,  wenn  m  unbegrenzt  wächst,  während  x 
constant  bleibt.  Dasselbe  ist  daher  mit  dem  Produkte  dieser  x 
Brüche  der  Fall,  und  man  hat 

m^ f1   -I-       ]  1 

(;«  +  1)  (m  +  2)  •  •  .  (m  +  a;)    ^       '     ^"''  ~~      ' 

wo's,,,  eine  für  m  =  oo  verschwindende  Grösse  bezeichnet. 
Man  kann  auch 

(1  •  2  •  3  •  •  •  ot)  m^       /1   _1_       ^   1 

1.2-3  ...{m-{-x)  l^  -r  M   —    ^ 

schreiben ,  oder  wenn  man  beide  Glieder  mit  1  •  2  •  3  •  •  •  .t  mul- 
tipücirt , 

{x-\-l)  (a?4-2)  •••  (a;  +  ;«) 

Lässt  man  jetzt  die  ganze  Zahl  m  unendÜch   gross  werden,    so 

folgt 

m  1.2.3...a:=      ^rn  (1 -2  ■  3  ■  •■  m).m- 

^^>  1      ^      ö  X  ^^^      (^a:-\-l)  {x  +  2)  ■••  (x-l-m) 

Das  zweite  Glied  dieser  Formel  wird  unendHch ,  wenn  x  eine 
negative  ganze  Zahl  ist;  für  alle  übrigen  reellen  oder  complexen 
Werthe  von  x  hat  es  aber  einen  endlichen  und,  bestimmten  Werth, 
wie  sich  leicht  nachweisen  lässt.     Setzt  man  daher 

so  ist  im  Falle  eines  ganzen  iJositiven'ii|^Vi.;^..-r.;:,\v^^^^^^^      ..vV 
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Für  die  folgende  Betrachtung  ist  es  nöthig,  den  Werlh  von 
r  {^)  zu  bestimmen. 

Macht  man  in  der  Formel  (2)  x  =  —  ^,   so  ergiebt  sich 

rin   =       lim        (1  •  2  •  3  •  •  •  7h)^  2^"'  m~  2  ^ 
^^'  m  =  «,  1-2 -3  ■■•2m 

oder,  wenn  wie  in  No.  378 

,    .  1  •  2  •  3  ••• M 

(p  (^m)  = 

1/ —  m         m  ~\ 

y2n  •  e        •  m         2 

gesetzt  wird , 

ni]  =     lim    j/tv  [yw?. 

Da  endlich  jede  der  Grössen  cp  {m),  (p  (2  m)  für  m  =  (X>  sich  auf 
Eins  reducirt,  so  ist 

383.     Nach  dem  Vorhergehenden  kann  man 

/1\  TU       ^    -i\  1  •  2  •  3  •  •  •  ?w)  OT^  ,       ,         . 

(1).  I{x  +  1)   =  J^^J^_^2)...(^+m)   (1  +  ^"') 

schreiben,   wo  s^  eine  für  m  =  ck>  verschwindende   Grösse  ist. 
Aus  dieser  Formel  folgt 

log  r(a:  +  1)  =    l^o;  log  1  -  log  "^1  +  •  •  • 

+    r.T  log  ^^  —  log  ^-1  +  log  (1  +  s„,) . 

oder,  wenn  man  m -\- 2  statt  m  schrei^öt,  und  m  unendlich  gross 
werden  lässt, 

(2):     log  r(.  +  1)  =  j;  [.  log  (l  +  ,^)_  log  (l  +  ^)]  . 

Diese  Formel  ist  mit  (1)   gleichbedeutend  und   enthält  gleichfalls 
die  allgemeine  Definition  der  Functionen  F. 

Es  ist  jetzt  leicht,  die  Allgemeinheit  der  Formel  (18)  der 
No.  380  nachzuweisen;  dieselbe  liefert  nämlich,  ebenso  wie  die 
vorhergehende  Formel,  wenn  man  zweimal  nach  x  difl'erentiirt, 

■-  •:;  jf :%r  (a;  +  t)  ^  "^         i 

"  •.l>.:V^TVrfa;2  ^     (.^  _L  ;;j  _|_  1)2    * 

Da  demnacfi- äie  .el^slcQ  Glieder  beider  Formeln   dieselbe   Abge- 
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leitete  zweiter  Ordnung  haben,  so  können  sie  sich  nur  durch 
eine  Uneare  Function  von  x  von  einander  unterscheiden.  Nun 
sind  sie  aber  für  alle  ganzen  und  positiven  Werthe  von  x  einan- 
der gleich;  folglich  müssen  sie  für  alle  Werthe  von  x  gleich  sein. 
384.  Wir  können  nicht  umhin,  darauf  aufmerksam  zu 
machen,  dass  die  Function  r[x)  für  positive  Werthe  von  x  nichts 
Anderes  ist,  als  die  Function,  welche  von  Legen dre  den  Namen: 
Eulersches  Integral  zweiter  Art  erhalten  hat.  Schreibt 
man  nämlich  x — 1  statt  x,  so  geht  die  Formel  (1)  der  vorher- 
gehenden Nummer  über  in 


r[x\  =     ^«»» 


(1  •  2  •  3  •  •  •  m)  m^-i 


[  =  00     X  {x-\^\)  •  •  ■  {x-\-vi — 1) 
Durch  theilweise  Integration  des  Differentials  a^~^(l — a)'"rfa 


ergiebt  sich 


r«— 1(1-  «l-rf«  =  ""^^~"^"  +  ^    fa-il  —  ay-'da, 

und  wenn  man  die  Integrationsgrenzen  0  und  1  nimmt,  so  erhält 
man,  da  x  positiv  ist, 

1  1 

0  0 

Daraus  geht  hervor,  dass  für  jeden  Werth  der  ganzen  Zahl  n 

/„-.  (1  _„)•"* = :|:;;j:::^;:^  /U-.(i-.)"-v. 

0  ^  u 

ist.   Für  m  =  n  reducirt  sich  das  Integral  des  zweiten  Gliedes  auf 

1  . 

a  da  =      ,       ; 

.r-\->ii 

0 

man  hat  daher 
1 

1  ■  2  •  3  •  •  •  w 


0 


«-'(!-«)  'd^  =-,(,+  t)...(,-::p^ 


und,  wenn    -»   —  statt  a,  da  geschrieben  wirdj, 


0  ■  \:-i::.r:[/--.i .[.  i'-yCs^-^.:^; 


sc  -\-m 
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7/1 


oder  auch 


L-  0 
M 

Die  Grösse    (^1  —  — \     hat  den  Logarithmus 

"   +    2;«    +   3^^  +   •  •  •) 
und  erreicht  ihr  Maximum,  wenn  a  als  constant  angesehen  wird, 
für  w  =  00;  dieses  Maximum  ist  e~~".     Es  ist  daher 

I  a^-1  (1    —   ~yda   <     /  a^-^e-«t/a, 


und  man  kann 


m  m 

I  a^-1  (1  —  y)"«^«  =  (1  —  ^)  /  a^-ie-«rfa 

setzen,   worin   0  <  'S-  <  1    vorausgesetzt  wird.     Der  Ausdruck 
von  r  [x]  geht  dann  über  in 

M 


Lo 
+  (1  —  -O-)    /  a^-ie-«rf« 


Wir  sehen  jetzt  M  als  constant  an  und  lassen  m  unendlich  gross 
werden;  für  m  =  00  ist  ^1  —  — \    =  e"«,  folglich 

•.■'.■;  CO  00 
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Es  liegt  aber  auf  der  Hand,  dass  &  hier  in  alier  Strenge  Null 
sein  muss;  denn  die  vorhergehende  Formel  besteht  für  jeden 
Werth  von  31,  und  der  letzte  Theil  verschwindet  für  31  =  oc. 
Man  hat  mithin  für  alle  positiven  VVerthe  von  x 


CO 


r{x)  =    /  a^-*e-"rf« 


Bestimmung   zweier   Grenzen   für    die    Summe    der    natür- 
lichen Logarithmen  aller  ganzen  Zahlen,  die  nicht  grösser 
als  eine  gegebene  Zahl  sind. 

385.  Es  sei  «  eine  positive  ganze  Zahl.  Wir  machen  in  der 
Formel  (19)  der  No.  381  x  =  a  -{-  1  und  sublrahiren  sodann 
von  jeden«  Gliede  log  (a  -(-  1).  Zugleich  machen  wir  in  der  For- 
mel (20)  derselben  Nummer  x  =^  a:  dadurch  erhalten  wir 

(log  1  .  2  .  3...  «  >  log  y2n  4-  («+!)  log  (ö+l)  —  («+!)  —  |  log(«+l% 
(1),/  _  ^  ^    ' 

/  log  1.2.3  ...  ß  <^  log  ^271 -|-  a  log  a  —  « -j-  2  log  ^  -f"  T77  ' 

.Dies  vorausgesetzt,  sei  x  eine  beliebige  positive  Grösse,  die  wenig- 
stens gleich  1  ist,   und  es  bezeichne  a  die  grösste  in  x  enthal- 
tene ganze  Zahl.     Der  Voraussetzung  nach  bat  man 
a  <.  X   <C  a  -\-   1   und  a  >   1; 

daraus  folgt 

(a.+    1   -  I)  [log   («  +  ')   "  1]    >    (^  -   I)  ('»«  ^  -  I). 

(« +  i)  (i«8 « - 1)  +  ..]„  <:  ('^  +  I)  ('»s  -  - 1)  +  Ä  • 

oder 

(ö  +  1)  log  («  +  !)-  («  +  1)  -  i  log  [u  +  1) 
>  X  log  a;  ^ —  a;  —  ^  log  a; , 

(2).  \   fl  log  a  —  a  -f  I  log  a  +  j^ 


<  a:  log  X  —  X  -j-  i  log  a;  -|-  — 


Nennt  man  T  (a:)  den  Logarithmus  des  Produkts  aller  gan- 
zen Zahlen,  die  nicht  grösser  als  x  sind,  so  ergiebt  .sich  aus 
den  Ungleichungen  (l)  und  (2) 

Serret,  Algebra.  II.  '  11  . 
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(^)-  )  /  1 

(  T{x)  <  log  ^2:fr  -|-  x  log  .t  —  .r  -f-  i  'og  ^'  +  7^  • 

und  (lies  sind  die  Ungleichungen,   die  wir  herleiten  wollten. 


Ueber   die  Anzahl   der   zwischen  zwei   gegebenen  Grenzen 
enthaltenen  Primzahlen. 

386.  Die  Aufgabe,  die  Anzahl  der  Primzahlen  zu  bestim- 
men, welche  zwischen  zwei  gegebenen  Zahlen  liegen,  ist  noch 
nicht  gelöst  worden  und  scheint  die  grössten  Schwierigkeiten  dar- 
zubieten. Tchebichef  ist  der  erste,  der  diese  Frage  mit  Er- 
folg behandelt  hat.  In  einer  1850  der  Petersburger  Akademie  vor- 
gelegten Arbeit  lehrt  er,  die  Zahl,  welche  die  Anzahl  der  zwi- 
schen zwei  gegebenen  Grenzen  enlliallenen  Primzahlen  angiebt, 
zwischen  zwei  Grenzen  einzuschliessen.  Aus  seiner  Betrachtung 
leitet  Tchebichef  sodann  den  Beweis  eines  Postulats  her,  auf 
welches  Bertrand  den  Beweis  eines  wichtigen  Lehrsalzes  gegrün- 
det halte,  den  wir  im  nächsten  Theile  dieses  Werkes  kennen 
lernen  werden.     Dieses  Postulat  besteht  im  Folgenden: 

7 
Wenn  a  >  —  ist,    so  liegt   zwischen  a   und  2 «  —  2 

immer  wenigstens  eine  Primzalil. 

Obwohl  es  mir,  wie  man  im  4''""  Tbeile  sehen  wird,  gelun- 
gen ist,  den  in  Bede  stehenden  Satz  zu  beweisen,'  ohne  irgend 
ein  Postulat  zu  Hilfe  zu  nehmen,  so  halte  ich  es  doch  für  zweck- 
mässig, die  geistreiche,  auf  völlig  neuen  Betrachtungen  beruhende 
Untersuchung  von  Tchebichef  hier  milzutheilen. 

Wir    bezeichnen,    wie    im    Vorhergehenden,    mit    T  [z]    die 

Summe   der   natürlichen   Logarithmen   aller    ganzen   Zablen,    die 

nicht  grösser  als  z  sind.    Ausserdem  bezeichne  &  [z]   die  Summe 

der  natürlichen  Logarithmen  aller  Primzahlen,  die  nicht  grösser 

als  z  sind.     Die   Functionen   T  [z]   und   &  [z)   reduciren   sich  auf 

Null,  wenn  z  <  2  ist.     Wenn  z  eine  zusammengesetzte  Grösse, 
1  1 

-\    ist,  so  schreiben  v\ir  der  Kürze  wegen  &  (- j    statt 
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Fundamental-Eigensohaft  der  Function  &  (c). 

387.  Die  Fundamental -Eigenschaft,  auf  welcher  Tchehi- 
chef's  t/ntersuchung  beruht,  besteht  in  folgender  Formel: 

T  {x)  =  -^  {x)    +  d-  {x)  ^-  +  ^   [x)  ^  -^  &  {x)^  -\ • 

+  ^(f)+^(T)-+Mf)*+^(fy+--- 

darin  müssen  die  Reihen  bis  zu  den  Termen  fortgesetzt  werden, 
die  sich  gleich  Null  ergeben. 

Um  diese  Formel  zu  beweisen,  bemerken  wir,  dass  jedes 
Glied  gleich  ist  einer  Summe  von  Termen,  wie  ä:  log  a,  worin 
k  eine  ganze  Zahl  und  a  eine  Primzahl  bezeichnet.  Setzen  wir 
nun  voraus,  dass  in  der  Reihe  der  Zahlen  1,  2,  3,  4,  .  .  .,  die 
nicht  grösser  als  x  sind,  es  ^,  Zahlen  giebt,  die  durch  a,  A^ 
Zahlen,  die  durch  er,  allgemein^/  Zahlen,  die  durch«'  theilbar 
sind,    so  hat  log  a  in   T  [x)  offenbar  den  Coefficienten 

^1   +  ^2  +    ^3    +    •  .  .    . 

Betrachten   wir  jetzt    die  Terme,   welche   eine   Vertlcalreihe   des 
zweiten  Gliedes  unserer  Formel  ausmachen,  z.  B. 

^(-)^  ^{W'  ^(3)''  ^(fy 

In  dieser  Reihe  kommen  ebenso  viele  Terme    vor,  welche  log  a 
mit  dem  Coefficienten  1  enthalten,  als  die  Reihe 

-'•■(#'(IF'(f)''--       " 

Grössen  enthält,  die  nicht  kleiner  als  u  sind.     Die  Anzahl  dieser 
Grössen  stimmt  augenscheinlich  mit  der  Anzahl  der  Grössen 

k'  ,  2a'  ,  3«'  ,  4a'  ,  ... 
überein,   die   nicht  grösser  als   x  sind;   diese  Anzahl   ist  genau 
diejenige  Zahl,  die  wir  mit  Ai  bezeichnet  haben.     Der  Coefficient 
von  log  a  im  zweiten  Gliede  unserer  jPormel  ist  somit 

^.    +   ^o   +    ^3   +     •    •    •    . 

und  dies  beweist  die  Richtigkeit  dieser  Foripel.  .        . 

-  ■■.•.•-••'•'••■.ii*^   ^ 
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Wir  werden  der  Kürze  wegen 


(1).       ^.  [z]  =  &  .(c)   +  &{z)     -\-  &(z)     -\-  &{z)    +   •  •  • 
machen;    dann  lässt  sich   die   ehen  bewiesene  Formel   in  folgen- 
der Weise  schreiben: 

(2).  r(^)  =  a/;(a:)  +  '.p(-f-)  +  ^(f-)  +  i^(f)  +  ---- 

Beweis  zweier  Ungleichungen,    denen  die  Function  il>  {z) 

genügt. 

388.     Die   beiden  Ungleichungen,   die  wir  herleiten  wollen, 
sind  folgende: 

*(.)-*(!)  <  rw  +  T  Q  -  r(f)-  r(f)  -  r(f). 

nie  Gleichung  (2)  der  No.  387  liefert: 

rW   +T  (1)    -r(|)   -r  (f)-^(|) 
=  f  W  +  *  (f )  +  *  (f-)  +  *  (f)   +  •  ■  ■ 

^  *(|) -*(-)-*  (3^,) -*(Ä)  -•■■ 

-*(f)-'^(a-*(Ä)-*(o)     -••■ 

Das  zweite  Glied  dieser  Gleichung  hat  die  Form 

wo   ^j  ,  ^2  '  ^3  '  •  •  •   o^ozß   Coefßcienten   sind.     Wir   behaupten 
nun,  es  sei  allgemein 

^^,==1,  wenn  n  durch  keine  der  Zahlen  2,  3,  5  theilbar  ist, 
A„  =  Q,  wenn  w  durch  nur  eine  der  Zahlen  2,  3,  5  theilbar  ist, 
A„  =  —l,  wenn  n  durch  wenigstens  zwei  der  Zahlen  2,  3,  5 
theilbar  ist. 


(1 
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Ist  nämlich  n  diircli  keine  der  Zahlen  2,  3,  5  Iheilbar,  so  steht 
der  Terni  i\)  (  \  nur  in  der  ersten  Horizontah-eihe  des  zwei- 
ten Gliedes  der  Formel  (1). 

Ist  71  durch  eine,  aber  auch  nur  eine  der  Zahlen  2,  3,  5 
theilbar,   so  steht  der  Term  '\\)  C—\  mW  dem  Zeichen  —  in  einer 

der  drei  letzten  Horizontalreihen  und  mit  dem  Zeichen  -(-  in  der 
ersten  Horizonlalreihe  des  zweiten  Guides  der  Gleichung  (1);  der 

Coefficient  von  ^)  (~\  reducirt  sich    folglich   in  diesem    Falle  auf 

Null. 

Wenn  n  durch    zwei   der  Zahlen  2,  3,  5    theilbar    ist,    so 

findet  sich  der  Term  i\)  (^— ^  mit  dem  Zeichen  -\-  in  der  ersten, 

mit  dem  Zeichen  —  in  zweien  der  drei  letzten  Horizontalreihen 
des  zweiten  Gliedes  von  (1)  vor;  sein  Coefücient  reducirt  sich 
daher  auf  —  1. 

Wenn  endlich  n  durch  jede  der  drei  Zahlen  2,  3,  5  theil- 
bar ist,  so  steht  der  Term  i|;  (~\  in  den  beiden  ersten  Horizon- 
talreihen des  zweiten  Gliedes  von  (1)  mit  dem  Zeichen  -{- ,  in 
den  drei  letzten  Reihen  mit  dem  Zeichen  — ;  sein  Coefficient  ist 
somit  —  1.     Den  Werlhen  von  7i 

n  =  30/«  -f-     1,  -2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,   10, 

11,  12,   13,  14,  15,  16,   17,  18,   19,  20. 

21,  22,  23,  24,  25,  26,  27,  28,  29,  30 
entsprechen  danach  folgende  Werthe  von  An 
An=  1,  0,  0,  0,  0,  —  1,   1,  0,  0,  —  1, 

1,-1,  1,  0,  —  1,  0,  1,   —  1,  1,-1. 

0,  0,  1,  —  1,  0,  0,  0,  0,  1,  —  1, 
und  folglich  reducirt  sich  die  Gleichung  (1)  auf 

^w  +  r(r«)-^(f)-^'(i)-y(f)   • 

=  l'W-*(-|-)+*(y)-*Q  +  *(r,)-*©  +  ---- 

alle  Terme  des  zweiten  Gliedes  dieser  Formel  haben  abwechselnd 
-\-  1  und  —  1  zum  Coefficienten.  Nun  kann  die  Function  i^  (;) 
nicht  wachsen,  wenn  z  abnimmt;  mithin  ist  die  Reihe 
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♦W"*(l)+t(y)-'P(l5)  +  ---. 

welche   das  zweite  Glied    der  vorhergehenden   Formel  ausmacht, 
zwischen 

ij>  {x)  und  ip  (x)  —  t  (y) 
enthalten,  und  man  hat,  wie  zu  beweisen  war, 

■   M-)~  i'(f )  <:  r  W  +  r (S)  -  r  (I)  -  T  (1)  -  r  (i) 


Bestimmung  zweier  Grenzen,  zwischen  welchen  die  Func- 
tionen ij>  {z)  und  ^  (c)  enthalten,  sind. 

389.     In  !Nü.  385  hat  man  gesehen,  dass  die  Function  T (x) 
den  beiden  folgenden  Ungleichungen  genügt: 

iT{x)<  log  /27t  +  X  log  X  —  x-^  ^^-  log  a:  +  y^  ' 

('^'  /-  1 

\  T{x)  >  log  //27i;  -j-  ^  log  X  —  a-  —  —  log  x. 
Daraus  ergiebt  sich 

^(^)  +   ^(fo)   <   2log/2« 

I       2      I      31         1  I         orF*  31  .      ,  1     I         or. 

+  12  +  30  "^  '"«  "*"  ~  *'■  ^^  ^^     ~  30  "^  +  '"°  "^  ~  ¥  '"S  ^^' 

^(^')  +  ^  (so)  >   -  '•'g  ^^'^ 

1 

31  •^*-'        31  1 

+  ..T>  ^  'og  .r  —  a-  log  30     —  wf.  ^  —  log  o:  +  —  log  30, 


30  "  -      o  "-  3Q 

und  weiter 


31  'ZTr.'i^i  3  j 

+  —  a;  log  a:  —  o:  log  2  3  5  —  ^^^  x  -{-  y  log  .t  —  y  log  30, 

+  3^  ^-  log  X  —  ic  log  2  3   5  —  -^^  a;  —  y  log  x  -{-  ~  log  30. 
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Wird   die   vierte    dieser   Ungleichungen    von   der    ersten  und 
die  drille  von  der  /.weilen  subtraliirt,  so  l'olgl 

r(.)+r(|)-r(|)-^rQ)-.r(|) 

1     i.      1 

<  a:  log  ^^-V^'  +    I    log  X  -  I  log  18007t  +  ^^ , 


30^0 


^w  +  ^Q-  ^(1)-^(t) 

2-  33  5' 


m 


>  a-  log 


Machen  wir  der  Kürze  wegen 


5     ,  I      1     1        450 


3 
12 


los: 


2^3^ 


30 


A 


0,92129202  . 


so  gehen  die  lelzlen  Ungleichungen  über  in 

^(•^)+^(l))-^(f)-^'(3)-^© 

<  JX+  ^  log  X  -    [  log  ISOOtt  +  j^ 


(2) 


>  Ax 


Es  ist  also  um  so  mehr 


450 


logo:  +  ylog--  -  y^- 


(3j. 


''|n^)+K^)-^(f)-<l)-^(5)>^-l'«s— ^ 

Die  Formeln  (1)  finden   nur  dann   statt,   wenn  o;   >   1  ist. 
Um  ferner  die   Ungleichungen   (2)  zu   bilden,   hat  man   o;  durch 


X  CC  X  X 


—  ersetzt;  folglich  setzt  das  Bestehen  der  Formeln 

2         3         5        30  '        o 

(2)  X  >  30  voraus.  Es  ist  aber  leicht  zu  zeigen,  dass  die  For- 
meln (3)  für  alle  zwischen  1  und  30  enthaltenen  Werthe  von  x, 
also  allgemein  gültig  sind. 

Verbindet  man   die   Ungleichungen   (3)  mit  den  Ungleichun- 
gen (2)  der  No.  388,  so  erhält  man 
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{5 
1/;  (a;)   >       A  X  —  —  log  x  —  1  , 
/^\  "  5 

Ip   [X)    —  t  (j)        <    AX  -\-    y    log  X. 

Die  erste  dieser  P'ormeln   liefert   unmittelbar    eine  untere  Grenze 
von  ip  [x);   die  zweite  soll  uns  jetzt  zur  Ernmittlung  einer  oberen 
Grenze  dienen: 
Wir  setzen 

fix)  =   l    Ax-\-  ^^—  log-^x  +  I  log  x; 

dann  ist 

1       >         .  5         ,      .,  5 


folglich 


und 


f  {^)   -  /"  ("J; )  =  ^  a:  +  y  log  a:, 
^{^)  -t(f)  <  /'(■^)-/'(f)' 

Sel/t  man  der  Reihe  nach  —  '  ~, »    t^i,  •  •  •  • »  — ^r ,  statt  x,  so  folgt 
aus  der  letzten  Ungleichung 

* w  -^w  <  * (I)  -  f  (f )  <  *  ©  -  ^(1^)  <  •  •  • 

Es  sei    jetzt   m    die   grösste    ganze  Zahl,    welche    der  Bedingung 
6"'  ^  o;  genügt;  dann  liegt     ^       zwischen  1  und     - ,  folglich  ist 

^(""^1  =  ^-    Ausserdem    behaupten    wir,   dass  — f  (    ^ ,  A 

<  1   ist.     Der   Werth   von   —  f  [z]   kann   nämlich   in   folgender 
'^Veise  geschrieben  werden: 

daraus  geht  hervor,  dass 

5  log:  6 


(5)- 


/(^)  < 


16 
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und  um  so  mehr 

-  f  (^)  <  1 
ist;  denn  6  ist  kleiner  als  e^,  also  log  6  <  3. 
Die  Formel  (5)  liefert  danach 

^{x)  —  f{x)  <  1, 

folglich 

(6).  ^  {x)  <\Ax-]r  j^  log2  o:  +  I  logo:  +  1. 

Die  für  i/;  [x)  gefundenen  Grenzen  setzen  uns  in  den  Stand,  auch 
die  Function  ^{x)  in  zwei  Grenzen  einzuschliessen; 
Aus  der  Formel 

4  i 

folgt 

i  I  + 

^[x)  —  ^  (j/a-)  =  %[x)  +  ^[x)    +  Q[x)     +  %[x)    H , 

'\\y  [x)  —  2 1/;  {}/  x) 

=  ^  i^^)  __  [^  (o:)^  _  %  [x]  ]  -  [»  [x]    -  &  [xf] • 

Nun   ist  die  Function  d-  {z)   positiv   oder   Null;   ferner  kann   sie 
nicht  wachsen,  während  z  ahnimmt;  man  hat  somit 

l&[x)^^  {x)  —  ^  (y^) , 

|^(a:)^  ^{x)  —  2^{j/x). 
Wir  hahen  aber  eben  die  Ungleichungen 

U{x)<Ia  X   +  ^  log2  o:  +  I  log  o:  +  1  . 
\ip{x)>  Ax  —  -^    log  a:  —  1 
hergeleitet,  aus  denen 

\^{i/~^)<\aJ  +   ^^  log2a;+  |-loga:+l. 
W  (/^)  >  ^  .T^   -  |-  log  a;  —  1 
hervorgeht;  mithin  liefern  die  Ungleichungen  (7): 

I  9  (.t)  >  Ax  —  ij-  ^x*  —  ^^^  log'a-  —  ^  log  a;  —  3, 
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iiiid  diese  Formeln  geben  uns  die  Grenzen  an,  zwischen  denen 
die  Summe  der  Logarillnnen  aller  Primzaiiien  enthalten  ist,  die 
nicht  grösser  als  x  sind. 

Bestimmung  zweier  Grenzen  für  die  Zahl,  welche  anzeigt, 
wie    viele    Primzahlen    zwischen    zwei    gegebenen    Zahlen 

liegen. 

390.  Es  sei  m  die  Anzahl  der  Primzahlen,  welche  grösser 
als  eine  gegebene  Zahl  /,  aber  nicht  grösser  als  eine  zweite 
gegebene  Zahl  L  sind.  Die  Summe  der  natürlichen  Logarithmen 
dieser  m  Primzahlen  ist  offenbar  zwischen  m  log  /  und  m  log  L 
enthalten,  d.  h.  es  ist 

&  [L)  —  %■  (/)   >   m  log  /, 

&[L)   —  %■  (/)   <  m  log  L, 
und  folglich 

log  l  log  L 

Den  Ungleichungen  (10)  der  No.  389  zufolge  hat  man  aber 

+  8 Tog  6  (2  'o§'i  +  Jog^/)  +  I  (2  log  L  +  3  log  /)  +  5, 
&{L)-&  (/)  >J(^L-  I  l^~J  (^f  L^  ~  /-^^ 

^       (logU  +  2 log-'/)  -  \  (3  log  Z  +  2  log  /)  -  5  . 


8  log  6  ^    ''  I  °     '  4 

also 


(1). 


+  8T^  (2log2Z  +  log2  /)  +  \  (2  log  Z  +  3  log/)  +  5J  , 
-8Top^'«f^'^  +  ^'°^''^"  |(3logZ  +  2logO-5|. 


Diese  Formeln  liefern  zwei  Grenzen,  zwischen  welchen  die  Grö.sse 
m,  d.  h.  die  Anzahl  der  Primzahlen  liegt,  die  grösser  als  /,  aber 
nicht  grösser  als  L  sind.     Die  zweite  dieser  Formeln  lehrt,  dass 
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zwischen  /  und  L  jedenfalls  mehr  als  k  Primzahlen  liegen,  wenn 
die  folgende  Bedingung  erfüllt  ist: 

(2).      *<T^.H('-|0-^("^-'*) 

-  g-if-g  (log2  L  +  2log^/)  -  |-  (3  log  L  +  2  log  /)  -  5  j  , 

und  da  0  <  /  <  X  ist,   so  wird   dieser  Ungleichung   durch   den 
Werth: 

log  L 
genügt,  aus  welchem 


'  =  I  ^  - -^ '- ■' -  re-:!^  "'^' '- 6^  ('/ + 0 '""  ^ 


folgt.  Nimmt  man  diesen  Werth  für  /,  so  ist  man  sicher,  zwi- 
schen /  und  L  njehr  als  k  Primzahlen  zu  finden.  Natürlich 
wird  sowohl  l  als  auch  L  grösser  als  1  vorausgesetzt. 

Macht  man  k  =  0,  so  ergieht  sich  aus  dem  Vorhergehen- 
den, dass  zwischen  /  und  L  wenigstens  eine  Primzahl  liegt,  wenn 
/  folgenden  Werth  hat: 

,o^       ,  5  4  25         ,     ,  ,       125  log  Z.         25 


Anwendung  der  vorhergehenden  Resultate. 

391.  Es  ist  leicht,  aus  den  im  Vorstehenden  erhaltenen 
Resultaten  den  Beweis  des  Satzes  zu  entnehmen,  von  dem  in 
No.  386  die  Rede  war.  Wir  haben  uns  nämlich  soeben  über- 
zeugt, dass  zwischen  den  Grenzen 

6  16^  log  6  24  y4  QA 

wenigstens  eine  Primzahl  enthalten  ist.  Um  also  zu  beweisen, 
dass  zwischen  a  und  2«  —  2  wenigstens  eine  Primzahl  liegt,  hat 
man  nur  darzuthun,  dass  man  durch  einen  geeigneten  Werth  von 
L  den  beiden  folgenden  Ungleichungen  genügen  kann: 

2a—  2  >  Z, 

5  ^4  25  1og^  L  125  log  L   ^ 

"  "^   6   ^.~  ''^'    ~    16^1og6  24^  &a' 
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Die  erste  dieser  Ungleichungen  wird  offenbar  durch  den  Werlli 

i  =  2a  —  3 

befriedigt,  für  welchen  die  zweite  in 

^    5     /o  o\  o    i/ii 5  25  1og2(2a  — 3) 

a  <  -  (2«  -  3)   -  2    //2«- 3  -     ^g  ^foFe    " 

_    125  log  (2«  — 3)    _   J25 
24  J  6  ^ 

Übergeht.     Diese  Ungleichung    besteht    für    alle    Werthe    von    «, 

welche  grösser  sind,   als  die  grösste  Wurzel  der  Gleichung 

r—    ^   /9  r  —  31     -  2   7/2  r  —  3   —  25  1ogM2a^-3) 

125  log  (2a;  — 3)   ^ 

24^4  6  A  ' 

Diese  grösste  Wurzel  liegt  zwischen  159  und  160.  Wenn  also 
a  >  160  ist,  so  giebt  es  jedenfalls  eine  Primzahl  zwischen  a 
und  2fl — 2.  Was  die  unter  160  liegenden  Werthe  von  a  bctriü't, 
so  lässt  sich  der  Salz  unmittelbar  mittels  der  Primzahltafeln  be- 
wahrheiten. 


Vierter  Tlieil. 


Die    Substitutionen. 


Erstes  Kapitel. 

Allgeineiiie  Eigenschaften  der  Substitutionen. 


Permutationen   gegebener  Buchstaben   und  Substitutionen, 

durch   welche  man   von  einer  Permutation  zu  einer 

anderen  übergeht. 

392.     Die  Perniu  tatloiie  n  der  ??  Buchstaben 
a  ,  h  ,  c ,  d ,  ...,  k  ,  l 
sind  die  Resultate,  die  man  erhält,   wenn  man  diese  Buchstaben 
auf  alle  möglichen  Arten  nebeneinander  schreibt.   In  den  Elemen- 
ten   der   Algebra  wird  die  Gesammtzahl   iV  dieser  Permutationen 
bestimmt;  es  ergiebt  sich  bekanntlich 

N  =  1.2.3...«. 
Wir  stellen  die  N  Permutationen,  nm  die  es  sich  handelt,  durch 
einfache  Buchstaben 

Af^  ,  A^  ,  A.2  ,  .  .  .  ,  Ax-x 
dar.  Die  Operation,  mittels  welcher  man  von  einer  Permutation 
zu  einer  andern  übergeht,  heisst  eine  Substitution  (No.  235). 
In  Zukunft  werden  wir  eine  Substitution  dadurch  ausdrücken, 
dass  wir  die  neue  Permulation  über  die  Permutalion  setzen,  von 
der  wir  ausgehen,  und  beide  einklammern.  Danach  bezeichnet 
das  Symbol 


(^:)  • 


die  Substitution,  welche  den  Zweck  hat,  die  Buchstaben  der 
Permutation  Aq  durch  diejenigen  zu  ersetzen,  welche  beziehungs- 
weise in  A^  dieselben  Plätze  einnehmen.  Die  Permutationen  A^^ 
und  A^  sollen  die  Terme  der  Substitution,  und  zwar  soll 
Ar.  der   Nenner,   A,  der  Zähler  heissen.       Es  liegt    auf   der 
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Hand,  dass  man  zum  Nenner  einer  gegebenen  Substitution  irgend 
eine  der  N  Permutationen  wählen  kann. 

Nimmt  man  J^  als  Nenner  an,  so  erhält  man  alle  Substi- 
tutionen dadurch,  dass  man  der  lieihe  nach  die  N  F*ermutatio- 
nen  zu  Zählern  macht;   diese  Substitutionen  sind  daher 


4 


( 


Das  Symbol  (  f)  drückt  aus,  dass  die  Reihenfolge  der  Buch- 
staben unverändert  bleiben  soll;  es  stellt,  wie  man  sagt,  eine 
identische  Substitution  dar.  Es  ist  vortheilhaft,  dies  Sym- 
bol unter  die  Substitutionen  aufzunehmen,  deren  Anzahl  dann 
gleich  N  ist. 

Die  verschiedenen  Subslitulionen,  die  wir  zu  betrachten 
haben,  werden  wir  oft  durch  einfache  Buchstaben  S  ,  T,  u.  s.  w. 
darstellen. 

Wenn  ein  Buchstabe  im  Zähler  und  im  Nenner  einer  Sub- 
stitution denselben  Platz  einnimmt,  so  kann  man  ihn  ohne  Nach- 
theil unterdrücken.     So  lässt  sich  die  Substitution 

„  /d  b  c  a  .  . . 

\a  /}  c  d  . .  . 

einfacher  in  folgender  Weise  schreiben: 

\a  d  . 

Man  sagt,  eine  Substitution  sei  auf  die  einfachste  Form  ge- 
bracht, wenn  in  beiden  Termen  alle  Buchstaben  unterdrückt  sind, 
welche  darin  dieselben  Plätze  einnahmen. 

Produkte  von  Substitutionen. 

393.  Unter  dem  Produkt  einer  gegebenen  Permutalion 
in  eine  Substitution  versteht  man  die  neue  Pcimutalion,  die  man 
erhält,  wenn  man  die  Substitution  auf  die  gegebene  Permutation 
anwendet.  Dies  Produkt  wird  dadurch  dargestellt,  dass  man 
die  Substitution  links  neben  die  gegebene  Permutation  schreibt. 
Wendet  man  z.  B.  die  Substitution 
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auf  die  Permutalion  A^^  an,   so   erhält  man   die   Perimitation  ^,, 
und  wir  schreiben  folglicli 

SA  =- 1^:\  A  =  A. 


(:^:)  ^«  - 


Unter  dem  Produkt  zweier  gegebenen  Substitutionen  ver- 
steht man  die  neue  Substitution,  welche  dasselbe  leistet,  wie  die 
beiden  gegebenen  Substitutionen,  wenn  dieselben  nach  einander 
auf  irgend  eine  Permutation  angewandt  werden.  Man  stellt  die- 
ses Produkt  dadurch  dar,  dass  man  die  Substitution,  welche  zuerst 
ausgefiihrt  werden  soll,  rechts  neben  die  andere  Substitution 
setzt.     Sind  demnach 

^  =  (:::)•  ^ = (t) 

zwei  gegebene  Substitutionen,  so  drückt  das  Produkt 


TS  oder  (  j 


:)  (t) 


aus,   dass  man  erst  die  Substitution  S,   dann   die  Substitution  T 
ausführen  soll;  umgekehrt  ist  es  mit 


ST  oder  (^ 


':)  (^:) 


Wenn  die  beiden  Produkte  -ST  und  TS  einander  gleich 
sind,  so  sagt  man,  die  Substitutionen  S  und  T  seien  gegen- 
einander vertausch  bar.  Von  solcher  ßeschaffenheit  sind 
offenbar  zwei  Substitutionen,  deren  einfachste  Ausdrücke  keinen 
Buchstaben  gemeinschaftlich  haben. 

Das   Produkt    einer    beliebigen    Anzahl    von    Substitutionen 
S,  T,  U,  V,  .  .  .  ist  das  Resultat,  welches  mau  erhält,  wenn  man 
die  erste  Substitution  mit  der  zweiten,   das   so   entstandene  Pro- 
dukt mit  der  dritten,  u.  s.  w.  multiplicirt;   es  wird  durch 
...    V  U  T  S  dargestellt. 

Wenn  die  in  Rede  stehenden  Substitutionen,  deren  Anzahl 
V  sein  möge,  sämmtlich  gleich  S  sind,  so  heisst  das  Produkt 
die  v^^  Potenz  von  S  und  wird  durch  S^  dargestellt. 

Wenn  in   einem   Produkte   eine  identische  Substitution,  wie 

(A  \ 
"j  enthalten  ist,   so  kann  sie  unterdrückt  werden,   und   es  ist 

Seiret,  Algebra.    11.  ^2 
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folglich  naturgemäss,  dieselbe  gleich  Eins  anzunehmen;  wir  schrei- 
ben somit 


a)- 


1. 


Ausserdem  werden  wir  das  Symbol  S"  als  Eins  betrachten,  sobald 
V  sich  auf  Null  reducirt,  die  Substitution  S  mag  sein,  welche 
sie  wolle,  Daraus  folgt  dann,  dass  die  nullte  Potenz  jeder  Sub- 
stitution eine  identische  Substitution  bezeichnet. 

Ordnung  einer  Substitution. 

394.     Es  sei   S  eine   beliebige  Substitution;   die  Reihe   der 
Potenzen  von  S  ist 

SO  oder  1  .  S  ,  s\  s\  . .  .  ,  S\ 

Da  nun  die  Gesammtzahl  der  Substitutionen  beschränkt  ist,  so 
müssen,  wenn  die  vorhergehende  Reihe  hinlänglich  weit  fortge- 
setzt wird,  bereits  erhaltene  Substitutionen  wieder  zum  Vorschein 
kommen.     Wir  nehmen  an,  es  sei 

gM  +  r    _    S'\ 

oder,  da  8^+"  =  S"  S''  ist,' 

S"  S'"  =  S'"  . 

Diese  Formel  lehrt,  dass  die  Anwendung  der  Substitution  S^  auf 
irgend  eine  Permutation  durchaus  keine  Versetzung  der  Buch- 
slaben zur  Folge  hat;  mit  andern  Worten,  diese  Substitution  ist 
eine  identische,  und  man  hat 

S^  =  1. 
Daraus  schUesst  man,    dass  für  jeden  Werth  der  ganzen  Zahl  q 

(sy  oder  S""  =  1 
ist,    und    durch  Multiplication    mit    der    r"="   Potenz   von  S  folgt 
weiter 

Danach  bilden  die  Potenzen  von  S  eine  periodische  Reihe,  und 
zwar  besteht  die  Periode  aus  den  Substitutionen 

1 ,  s ,  s^ , ... ,  s^'K 

In  der  That  sind  die  Terme  der  letzten  Reihe  von  einander  ver- 
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schieden,  wenn  v  die  kleinste  Zahl  ist,  für  welche  man  S^  =  1 
hat;  denn  wenn  iS" +*"  =  S''  wäre,  so  müsste  -S^  =  1  sein, 
was  unmöglich  ist,  da  v'  <  v  sein  soll. 

Den  kleinsten  der  Exponenten  v,  für  welche  S^  =  1  ist, 
nennt  man  die  Ordnung  der  Substitution  S.  Mit  andern  Wor- 
ten ist  die  Ordnung  einer  Substitution  die  Zahl,  welche  angieht, 
wie  oft  man  die  Substitution  auf  eine  Permutation  anwenden 
muss,  um  eben  dieselbe  Permutation  wieder  zu  erhalten.  Wie 
man  sieht,  sind  S^  ,  S^^  ,  a  ,  .  .  .  die  einzigen  Potenzen  von  S, 
welche  sich  auf  die  Einheit  reduciren. 

Wir  wollen  die  Formel  S^^  '  =^  S^  auf  die  negativen  Werthe 
von  r  ausdehnen.     Schreibt  man  — r  statt  r,  so  folgt 

s'^-'=.s-\ 

und  diese  Formel  definirt  die  negativen  Potenzen  einer  Substitu- 
tion S,  vorausgesetzt,  dass  die  Zahl  q  so  gewählt  wird,  dass 
vq  —  r  positiv  ist.  Setzt  man  im  Besonderen  r=l,  so  kann 
man  q  =  l  .annehmen,  und  erhält 

s'-'  =  s-\ 

Das  Produkt  der  Substitutionen  S  und  S~^  ist  die  Einheit;  man 
nennt  die  eine  dieser  Substitutionen  die  Umkehr ung  der  an- 
dern.    Hat  man 

S  = 


so  ist  offenbar 


Wenn  eine  Substitution  S  von  der  Ordnung  v  ist,  so  ist 
die  ft*''  Potenz  von  S  von  der  Ordnung  ^ ,  worin  &  den  grössten 
gemeinschaftlichen  Divisor  der  Zahlen  fi  und  v  bezeichnet.  Damit 
man  nämlich  (s'")'^  =  1  oder  S*""^  =  1  habe,  muss  ^icc  durch  v 
oder  X  durch  —  theilbar  sein;  diese  Gleichheit  besteht  zudem 
wenn  x  =  ^  angenommen  wird.  Folglich  stellt  der  Quotient 
^  die  Ordnung  von  iS^  dar. 

Wenn  im  Besonderen  ft  und  v  relative  Primzahlen  sind,  so 
ist  S"  von  der  Ordnung  v.     Setzt  man  in  diesem  Falle 

12* 
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S''  =    T, 
so  ist  die  Snl)stitiilion  S  in   der  Reihe  der  Potenzen   von  T  cnt- 
lialten.     Wird  nämlich  die  vorstehende  Gleichung  auf  die  a:''"  Po- 
tenz erhohen,  so  ergiebt  sich 

S^"  =  T'    oder   S''"-"^  =  T"  , 
worin  y  irgend   eine  ganze   Zahl   bezeichnet.     Da  aber  v  und  ft 
prim  zu  einander  sind,  so  kann  man  es  stets  so  einrichten,  dass 
die  ganzen  Zahlen    x  ,  y  der  Gleichung  ^x  —  vy  =  \   genügen, 
und  dann  ist 

S=  T^. 

Cyelisehe   Substitutionen. 

395.    Es  sei 

Aq  =  ahc  . .  .  kl 

eine  der  Permutationen  der  n  Buchstaben"«,  h,  c,  ...,  k,  l. 
Schreibt  man  den  Buchstaben  a,  welcher  in  A^  den  ersten  Platz 
einnimmt,  rechts  neben  den  letzten  Buchstaben  /,  so  erhält  man 
die  neue  Permutation 

A^  =  bc  .  .  .  kla , 
und    die   Substitution,    durch    welche  man  von  A^^  zu  A^    über- 
geht, ist 


/JA    /hc  ...  kla\ 

\Aa)  \fibc  ...  klj 


Diese  Substitution  lässt  sich  in  folgender  Weise  ausführen:  Man 
Iheilt  den  Umfang  eines  Kreises  in  n  gleiche  Theile  und  schreibt 
an  die  Theilpunkte  der  Reihe  nach  die  Buchstaben  der  Permu- 
tation A^^\  dreht  man  sodann  den  Kreis  in  geeigneter  Richtung 
um  einen  Winkel,  welcher  gleich  dem  n^^*"'  Theile  von  4  i?  ist, 
und  ersetzt  jeden  Buchstaben  durch  denjenigen,  welcher  in  Folge 
dieser  Drehung  an  den  Platz  des  ersteren  kommt,  so  erhält  man 
die  Permutation  A^.  Aus  diesem  Grunde  heisst  die  in  Rede 
stehende  Substitution  eine  cyelisehe. 

Die  Ordnung  einer  cyclischen  Substitution  ist 
offenbar  gleich  der  Anzahl  n  der  Buchstaben,  welche 
sie  auf  andere  Plätze  bringt.  Jedesmal  nämlich,  wo  der 
angegebene  Kreis   sich  um   den  n*''"  Theil   von   4  R  dreht,    wird 
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die  Subslitulion  einmal  vollzogen.  Um  nun  zur  Permulation  zu 
gelangen,  von  der  man  ausging,  muss  der  Kreis  immer  in  dem- 
selben Sinne  sich  nmal  um  den  n'^"  Theil  von  4Ä  drehen,  d.  h. 
die  Substitution  muss  wmal  vollführt  werden;  die  Ordnung  der 
Substitution  ist  daher  gleich  n. 

Gewöhnlich  stellt  man  eine  cyclische  Substitution  durch 
irgend  eine  (in  Parenthesen  gesetzte)  Permutation  dar,  deren 
Buchslaben  so  geordnet  sind,  dass  jeder  in  Folge  der  Substi- 
tution den  vorhergehenden  ersetzt.     Man  hat  auf  diese  Weise 


Zerlegung  einer  Substitution  in  Cyclen. 

396.  Lehrsatz  I.  —  Jede  Substitution,  die  nicht 
selbst  cyclisch  ist,  ist  das  Product  mehrerer  auf  ver- 
schiedene Buchstaben  bezüglichen  cyclischen  Substi- 
tutionen. 

Es  sei'  S  eine  beliebige  Substitution,  und  a  einer  der  Buch- 
staben, der  seinen  Platz  verlieren  und  durch  einen  Buchstaben  h 
ersetzt  werden  soll;  h  selbst  wird  durch  einen  dritten  Buchsta- 
ben c  ersetzt  werden ,  u.  s.  w. ;  auf  diese  Weise  wird  man  schliess- 
lich zu  einem  Buchstaben  f  gelangen  müssen,  welcher  durch  a 
zu  ersetzen  ist.  Die  bisher  berücksichtigten  Buchstaben  haben 
offenbar  die  cycUsche  Substitution  [a  ,  h  ,  c  ,  ...,/")  erlitten. 
Nimmt  man  weiter  einen  der  übrigen  Buchstaben  und  wieder- 
holt das  eben  dargelegte  Verfahren,  so  erhält  man  eine  neue 
Gruppe  von  Buchstaben,  mit  welchen  eine  cyclische  Substitution 
zu  vollziehen  ist.  Auf  diese  Weise  kann  man  fortfahren,  bis  alle 
Buchstaben  erschöpft  sind,  die  in  Folge  der  Substitution  andere 
Plätze-  einnehmen. 

Bezeichnen  C^  ,  C,  ,  Cj  ,  . .  .  die  verschiedenen  cyclischen 
Substitutionen,  die  das  vorstehende  Verfahren  geliefert  hat,  so  ist 

s  ==  c^c^c<i . .  . , 

und  diese  Formel  drückt  den  Werth  von  S  als  Produkt  cyclischer 
Factoren  aus.  Diese  Factoren  heissen  die  Cyclen  der  Substi- 
tution S.  Diejenigen  Cyclen,  welche  nur  zwei  Buchstaben  ent- 
halten, werden  Transpositionen  genannt  (No.  235). 
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Betrachten  wir  z.  B.  die  Substiliilion 

„  /h  k  d  f  b  j  u  (]  e  c  i 

\a  b  c  d  e  f  u  h  i  j  k 

SO  ergiebt  sich  yiil"  dem  eben  dargelegten  Wege 

$  =  [a  ,  h  ,  g)  [b  ,  k  ,i  ,  e)  {c  ,  d  ,  f ,  j). 
Wenn  eine  Substitution  einige  Buchstaben  des  betrachteten 
Systems  nicht  versetzt,  so  kommen  diese  Buchstaben  in  dem  ein- 
fachsten Ausdrucke  von  S  nicht  vor,  und  ebenso  wenig  sind  sie 
in  den  cycHschen  Factoren  enthalten,  deren  Produkt  S  ist.  Man 
kann  ihr  V^orhandensein,  wenn  man  will,  dadurch  ausdrücken, 
dass  man  in  S  Cyclen  einführt,  die  aus  je  einem  dieser  Bucji- 
staben  bestehen,  und  die  offenbar  identische  Substitutionen  dar- 
stellen. So  lässt  sich  im  Falle  eines  Systems  von  sechs  Buchsta- 
ben a  ,  h  ,  c  ,  d  ,  e  ,  f  (\\Q  Substitution 

„  /d  c  b  a  e  f\ 

\a  b  c  d  e  f 

folgendermassen  schreiben : 

8  =  [a  .  d)  [h  ,  c)  [e)  (/•). 

397.  Lehrsatz  11.  —  Die  Ordnung  einer  Substitu- 
tion ist  gleich  dem  kleinsten  gemeinschaftlichen  Viel- 
fachen der  Zahlen,  welche  die  Ordnungen  der  Cyclen 
der  Substitution  ausdrücken. 

Es  sei 

O     -■  '        ü-ji     Ol      0<>     «   •    . 

die  in  cyclische  Factoren  zerlegte  Substitution  S.  Bezeichnet  v 
die  Ordnung  von  S,  so  hat  man 

S'  =  1  , 
oder,  da  es  offenbar  gestattet  ist,   die  Beihenfolge  der  Factoren 
von  S^  zu  ändern, 

^0      ^1      ^2      •    •   •    "^^     ■'■   • 

Damit  die  letzte  Formel  bestehe,  ist  erforderlich  und  hinreichend, 

dass 

c;  =  1 ,  c;  =  1 ,  c;  =  1  , . . . 

sei.  Bezeichnet  nun  a„  die  Ordnung  von  Cq,  so  reduciren  sich 
nur  diejenigen  Potenzen  von  C^  auf  1 ,  welche  die  Exponenten 
«0  ,  2ßy  ,  3a,)  ,  .  .  .  haben;   folglich   ist   v   ein   Vielfaches   von  u^^. 


AUgeineiiie  Eigensclialtuii  der  Substitutionen.  183 

Ebenso  sieht  niaii,  dass  v  durch  jede  der  Zahlen  «j  ,  «j  ,  .  .  . 
I heilbar  sein  muss,  welche  beziehungsweise  die  Ordnungen  der 
Cyclen  C^,C.^,  ...  ausdrücken,  und  da  die  Zahl  v  die  Ord- 
nung von  S  bezeichnet,  so  muss  sie  gleich  dem  kleinsten  ge- 
meinschaftlichen Vielfachen  der  Zahlen  «y  ,  «j  ,  or,  ,  ...  sein. 

398.  Eine  Substitution  heisst  regelmässig,  wenn  sie 
cyclisch  oder  aus  cyclischen  Factoren  von  ein  und  derselben  Ord- 
nung zusammengesetzt  ist.  Jede  andere  Substitution  wird  eine 
unregelmässige  genannt. 

Lehrsatz  in. —  Die  («.'^  Potenz  einer  cyclischen  Sub- 
stitution v*°'  Ordnung  S  ist  selbst  cyclisch,  wenn  ^ 
prim  zu  v  ist.  Wenn  aber  die  Zahlen  jw.  und  v  einen 
grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  ^  >  1  haben,  so 
ist  S*"  eine  regelmässige  Substitution,  die  aus -9^  Cyclen 
von  der  Ordnung  -r-  besteht. 

Wir  stellen  wieder  die  v  Buchstaben  der  cyclischen  Substi- 
tution S  an  die  Theilpunkte  einer  in  v  gleiche  Theile  getheilten 
Kreisperipherie.  Durch  die  Substitution  S"  wird  jeder  Buch- 
stabe durch  denjenigen  ersetzt,  dessen  Entfernung  von  jenem 
jtimal  so  gross  als  der  v"^  Theil  der  Peripherie  ist.  Geht 
man  also  von  irgend  einem  Theilpunkte  aus  immer  in  demselben 
Sinne  weiter,  bis  man  zum  .4usgangspunkte  zurückgelangt,  und 
betrachtet  dabei  nur  den  !*•'",  |[t*'=",  2^1^"'',  3(1**«",  u.  s.  w.  Theil- 
l)unkt,  so  erleiden  die  an  diese  Punkte  gestellten  Buchstaben  in 
Folge  der  Substitution  S*"  eine  cyclische  Versetzung.  INim  muss 
die  Anzahl  x  dieser  Buchstaben  von  der  Beschaffenheit  sein,  dass 

das  Produkt  von  u,  -  —  in  x  das  kleinstmögliche  Vielfache  von 
27t  ist;  mit  andern  Worten,  fix  muss  die  kleinste  der  Zahlen 
sein,  in  welche  v  aufgeht.  Bezeichnet  daher  &  den  grössten  ge- 
meinschaftlichen Divisor  der  Zahlen  u  und  v,  so  hat  man  x  =  -^  • 
Daraus  geht  hervor,  dass  S^  das  Produkt  von  &  cyclischen  Sub- 
stitutionen ist,  von  denen  jede  -^  Buchstaben  enthält.  Wenn  (i 
und  V  relative  Primzahlen  sind ,  so  ist  -9'  =  1  und  die  Substitu- 
tion iS''  cyclisch. 

Beispiel.  —  Wir  betrachten  die  cyclische  Substitution  6*^' 
Ordnung 
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S=[a  ,  b  ,  c  ,  d  ,  c  ,  f]  . 
Die  Potenzen  derselben  sind 

S  =  {a  ,  ö  ,  c  ,  d  ,  e  ,  f)  , 
S-  =  [a  ,  c  ,  c)  [b  ,  d  ,  f)  , 
S'^  =  [a  ,  d)  [b  ,e){c,f), 
S^={a,e,  c)  [b  ,f,d)  , 
S^  ==  [a  ,  f ,  e  ,  d  ,  c  ,  b)  , 
S*^  =  1  . 

399.  Lehrsatz  IV.  —  Umgekehrt  ist  jede  regel- 
mässige Substitution  eine  Potenz  einer  cyclischen 
Substitution. 

Die  aus  &  Cyclen  von  der  Ordnung  -^  bestehende  regelmässige 
Substitution  sei 

Macht  man 

so  ist  offenbar 


Zerlegung  einer  gegebenen  Substitution  in  primitive 
Factoren. 

400.  Die  Eigenschaften,  die  wir  in  diesem  Kapitel  noch 
zu  erörtern  haben,  sind  meist  von  Cauchy  entdeckt,  der  sie  im 
3.  Bande  seiner  Exercices  d'Analysc  et  de  Physique  mathematique 
veröITentlicht  hat. 

Es  sei  S  irgend  eine  der  Substitutionen,  die  man  aus  n  Buch- 
staben bilden  kann.  Wir  zerlegen  die  Ordnung  v  von  S  in  Prim- 
factoren;  es  ergebe  sich 

V  =  aßy  .  . .  , 
WO  tt  ,  ß ,  y ,  .  .  .  Potenzen  ungleicher  Primzahlen  darstellen.  Fer- 
ner bezeichne  v  den  Quotienten  der  Division  von  v  durch  «,  d.  h. 
das  Produkt  ßy  . .. ,  und  [i  irgend  eine  positive  oder  negative  ganze 
Zahl.  Da  «und  v  relative  Primzahlen  sind,  so  lassen  sich  zwei 
positive  oder  negative  ganze  Zahlen  x  und  ^'  von  der  Beschaffen- 
heit ermitteln,  dass 
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/  I  '       1        !"•  '^^      I      !"•' 

u,  =  V  X  -f-  ci  a    oder  —  =  —  +  ^ 

ist.  Bezeichnet  weiter  v"  den  Quotienten  der  Division  von  v' durch  ß, 
so  kann  man  zwei  ganze  Zahlen  y  und  |u,"  finden,  für  welche  man 

ft   =  V  y  +  /5f^    oder  ^  =  -p-  +  J^  , 

folglich 

hat,  und  es  liegt  auf  der  Hand,  dass  man  fi"  =  0  machen  kann, 
wenn  v"  =  1  ist.     Auf  diese  Weise   bringt  man  den  Bruch  — 

auf  die  Form 

^  ^  4_    .'/,  _i_  J.  _L 

darin  stellen  x,y,z,  ...  ganze  Zahlen  dar.  Diese  Formel,  die 
für  jeden  Werth  von  fi  besteht,  liefert  für  jii  ==  1 

\=  —  x-\-'^y-\-  —  z-\-.... 
Ci  ß  Y 

Danach  lässt  sich  die  gegebene  Substitution  S  in  folgender  Weise 
schreiben : 

V  ,      r  1      V  ,  V  V  V 

^^+  j  y  -\-  J-  +  '-'       ic^  jy   7  = 
s  =  s  =  s      s'     s      ... , 

und  wenn  der  Kürze  wegen 

V  V  V 

~tt  ~ß  'y 

S     =  P,   S'    =  Q,   S     =  R,  .  .. 
gesetzt  wird,  so  ist 

S  =  F"  Q'-'  R\..  . 

Da  die  Substitution  S  von  der  Ordnung  v  ist,  so  muss  P  von  der 
Ordnung  «,  Q  von  der  Ordnung  ß,  R  von  der  Ordnung  y,  u.  s.  w. 
sein,  .ausserdem  sind  die  Zahlen  x,  y,  z,  ...  beziehungsweise 
prim  zu  a,  |3,  y,  .  .  .;  folglich  sind  F^ ,  Q^ ,  R' ,  .  . .  beziehungs- 
weise von  den  Ordnungen  a,  ß,  y Die  vorstehende  For- 
mel zerlegt  S  in  Factoren,  deren  Ordnungen  beziehungsweise  die 
Potenzen  der  Primzahlen  sind,  welche  zum  Produkt  die  Ordnung 
von  S  haben,  und  da  diese  Factoren  sämmtlich  Potenzen  der 
Substitution  S  sind,  so  kann  man  sie  offenbar  in  beliebiger 
Reihenfolge  schreiben. 
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Eine  Suhslitiilion  licisst  primitiv,  wenn  iliie  Oidiiiiug  eine 
IMiiiizahl  oder  eine  Potenz  einer  Primzahl  ist.  Wenn  eine  primi- 
tive Snbstitution  von  der  Ordnung  a  =  p^  ist,  worin  p  eine  Prim- 
zahl bedeutet,  so  muss  die  Ordnung  irgend  eines  ihrer  cyclischen 
Facloren  ein  Divisor  von  p^,  also  eine  der  Zahlen  1,  /?,  p-,  .  . ., 
p^~^  sein.  Aus  dem  Vorhergehenden,  ist  ersichtlich,  dass  jede 
Substitution  als  Produkt  gegen  einander  vertauschbarer  primitiven 
Substitutionen  dargestellt  werden  kann. 

Beispiel.  —  Die  Ordnung  der  cyclischen  Substitulion 
S  =  [a,  b,  c,  d,  e,  f) 
ist  2x3.     Man  hat 

S^SK  S"2  =  s3.  SK 
so  dass  S^  und  S*  die  primitiven  Substitutionen  sind,  deren  Pro- 
dukt S  ist.     Nach  dein  Früheren  ist 

S3  =  ia,d)ib,e)  [et), 
S*  =  {a,e,  c)  {b,f,d). 

Ähnliche  Substitutionen. 

401.  Zwei  Substitutionen  heissen  ähnlich,  wenn  sie  die- 
selbe Anzahl  von  cyclischen  Factoren  und  dieselbe  Anzahl  von 
Buchstaben  in  den  entsprechenden  Cyclen  enthalten. 

Danach  sind  zwei  cyclische  Substitutionen  derselben  Ordnung 
einander  ähnlich  ;  zwei  regelmässige  Substitutionen  derselben 
Ordnung  sind  ähnlich,  wenn  sie  aus  gleich  viel  cyclischen  Facto- 
ren bestehen. 

Lehrsatz.  —  W e n n  S  und  S'  zwei  ähnliche  Substitu- 
tionen bezeichnen,  so  giebt  es  eine  Substitution  P  von 
der  Beschaffenheit,  dass 

S'P=PS  oder  S' =  PSP~^ 
ist.    Wenn  umgekehrt  eine  Substitution  jPexistirt,  für 
welche  die  vorstehende  Formel  stattfindet,   so   sind  S 
und  S'  ähnliche  Substitutionen. 

Es  sei 

«  =  ©• 

wo  A  und  B  zwei  Permutationen  der  n  Buchslaben  a,b,  c,  .  .  ., 
k,  l  bezeichnen.     Wir  nehmen  an,    dass  a,  b' ,  c,  . .  .,  k',  l'  die- 
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selben  liuchslalicii,  in  irgend  einei-  andern  Reihenfolge  gesclirie- 
l)cn,  darstellen  inid  bezeichnen  mit  A'  nnd  P'  das,  was  beziehnngs- 
weise  ans  J  nnd  B  win] ,  wenn  man  die  Bnchstaben  accentnirt. 
.lede  Substitution  S',  welche  S  ähnlich   ist.    kann  offenbar   durch 

'  -  (^) 

dargestellt  werden.  Bezeichnet  ausserdem  P  die  Substitulion, 
deren  Wirkung  die  Accentnation  der  Buchstaben  ist,  so  hat 
man 

Daraus  ergieht  sich 

Die  Substitution  i    A  muss  zuerst  ausgeführt  w  erden ;  sie  ersetzt 

die  Buchstaben  von  Ä  durch  diejenigen  von  A.  Die  zweite  Sub- 
stitution ersetzt  sodann  A  durch  5,  endlich  die  dritte  B  durch  B'. 
Man  hat  daher 

PSP~^  =  (^,)  oder  S'  =  PSP~^ , 

und  wenn  beiderseits  zur  Rechten  mit  P  mulliplicirt  wird, 

S'  P=  P  S. 
Wenn  umgekehrt  die  letzte  Formel  besieht,  so  sind  S  und  S'  ähn- 
liche Substitutionen.     Man   hat  nämlich  der  Voraussetzung  nach, 

wenn   die  Substitution  S  wieder  durch  (  )  und   die  Substitution 

P  durch  ^    j  oder  ^    )  dargestellt  wird, 

S'  =  PSP~^ 
oder 

mithin  ist  S'  der  Substitution  S  ähnlich. 

Zusatz  I.  —  Die  der  Substitution  S  ähnliche  Substi- 
tution PSP~  wird  dadurch  erhalten,  dass  man  die 
Substitution  P  in  den  Cyclen  von  S  ausführt. 

Es  liegt  nämlich  auf  der  Hand,  dass  diese  Operation  gleich- 
bedeutend ist  mit  der  Accenlualion  der  Buchstaben,  die  wir  im 
vorhergehenden  Beweise  in  Anwendung  gebracht  haben. 
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Zusatz  II.  —  Die  Produkte  Sr  und  TS,  welche  durch 
Multiplicatiou  von  zwei  lielieJjigen  Sußslitutionen  S 
und  T  erhalten  werden,  sind  ähnliche  Substitutionen. 
Es  sei  nämlich 

ST  =  P  .  2'S  =  0  . 

Multiplicirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  zur  Rechten  mit  T~\ 

so  folgt 

S  =  PT~\ 

und   wenn   dieser   Werth   von  S  in   die  zweite   der  vorstehenden 
Formeln  eingesetzt  wird,  so  ergiebl  sich 

Q  =  TPT~\ 
Diese  Relation  zeigt,  dass  P  und  Q  ähnliche  Substitutionen  sind. 

Beispiel.  —  Wir  setzen  die  Anzahl  der  Buchstaben  gleich  6 
voraus  und  machen 

S  ==  [a  ,  b  ,  c  ,  d)  [e  ,  f)  ,   T  =  [a  ,  b  ,  c)  [d ,  e  ,  f) ', 
dann  ergeben  sich  die   beiden  ähnlichen  Substitutionen  5'^'"  Ord- 
nung: 

ST=[a,c,b,d,f){e)  ,   TS  =  [a  ,  c  ,  e ,  d ,  b)  [f]  . 

Über  die  Anzahl  der  Substitutionen,  welche  einer 
gegebenen  Substitution  ähnlich  sind. 

402.  Die  Anzahl  der  Buchstaben,  die  man  betrachtet,  werde 
durch  «  dargestellt,  und  es  sei  S  eine  Substitution,  welche  m^ 
Cyclen  von  der  Ordnung  n^  ,  m,  Cyclen  von  der  Ordnung  n^,  .  .  . , 
endlich  m^  Cyclen  von  der  Ordnung  na,  enthält;  dann  ist 

n  =  m,  ?i,  -\-  »1-2  n.^  -]-■••  -{-  wi^.  fiu, ', 
darin  kann  jede  der  Zahlen  Wj  ,  «.> ,  . .  .  ,  tia,  sich  auf  die  Einheil 
reduciren. 

Wir  wollen  zunächst  die  Anzahl  der  verschiedenen  Formen 
ermitteln,  welche  man  der  in  cyclische  Factoren  zerlegten  Sub- 
stitution S  beilegen  kann,  ohne  die  Parenthesen  zu  versetzen, 
welche  jeden  Cyclus  einschliessen ,  und  ohne  folglich  die  Anzahl 
der  in  einem  cyclischen  Factor  von  bestimmtem  Range  enthalte- 
nen Buchstaben  zu  verändern.  Die  einzigen  Veränderungen,  die 
man  danach  noch  vornehmen  kann,  ohne  S  zu  ändern,  bestehen 
darin,  dass  man  die  cyclischen  Factoren  ein  und  derselben  Ord- 
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nung  unter  einander  vertauscht,  oder  dass  man  der  Reihe  nach 
in  jedem  cyclischen  Factor  irgend  einem  der  darin  enthaltenen 
Buchstaben  den  ersten  Platz  anweist.  Daraus  ergiebt  sich,  dass 
die  Anzahl  M  der  verschiedenen  Formen,  welche  man  S  beilegen 
kann,  folgende  ist: 

i>/=  (1  .  2  ...  TWi)  (1  .2  ...  Mo)  ...  (1.2...»Ja,)  H,       n.,       ...Ww       . 

Es  sei  jetzt  9t  die  Anzahl  der  verschiedenen  Substitutionen 
S,  S',  iS",  ....  welche  S  ähnlich  sind.  Schreibt  man  der  Reihe 
nach  jede  dieser  Substitutionen  unter  die  M  verschiedenen  For- 
men, die  man  ihr  beilegen  kann,  ohne  die  Parenthesen  zu  ver- 
setzen, und  unterdrückt  sodann  die  Parenthesen,  so  erhält  man 
M^  Permutationen.  Offenbar  ist  aber  bei  diesem  Verfahren 
keine  Permutation  der  n  Buchstaben  ausgelassen  worden,  und 
man  hat  daher 

M^  =  1  .  2  .  3  .  .  .  ?/  =  iV  , 
folglich 

Gegen  einander  vertauschbare  Substitutionen. 

403.  Zwei  Substitutionen,  welche  sich  auf  Potenzen  ein 
und  derselben  Substitution  reduciren,  sind  gegen  einander  ver- 
tauschbar; dasselbe  ist  offenbar  mit  zwei  Substitutionen  der  Fall, 
welche  keinen  Buchstaben  gemeinschaftlich  haben.  Es  ist  aber 
von  grosser  Wichtigkeit,  allgemein  die  Bedingung  kennen  zu 
lernen,  welcher  zwei  Substitutionen  genügen  müssen,  damit  sie 
sich  gegen  einander  verlauschen  lassen.  Diese  Frage  wollen  wir 
jetzt  in  .4ngriff  nehmen. 

Es  seien  S  imd  T  zwei  Substitutionen,   die  wir   als   gegen 
einander  vertauschbar  voraussetzen;  dann  ist 
ST=  TS  oder  S  =  TST~\ 

Wir  haben  gesehen,  dass  die  Substitution  TST~  sich  aus  S  da- 
durch ergiebt,  dass  man  die  Substitution  T  in  den  Cyclen  von  S 
ausführt.  Damit  also  die  Substitutionen  S  und  T  gegen  einander 
vertauschbar  seien,  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  die  Sub- 
stitution S  unverändert  bleibt,  wenn  die  Buchstaben  ihrer  Cyclen 
der  Substitution  T  unterworfen  werden.  Folglich  kann  der  Ein- 
fluss  der  Substitution  T  auf  S  nur  in  der  Vertauschung  der  Cyclen 


J90  Erstes  Kapitel. 

ein  und  derselben  Ordnung  und  in  der  Versetzung  bestehen, 
welche  es  gestattet,  in  einem  Cyclus  irgend  einen  Buchstaben  aul' 
den  ersten  Platz  zu  bringen,  ohne  die  cyclische  Aufeinan- 
derfolge der  Buchstaben  dieses  Cyclus  zu  ändern.  Jede  der 
erwähnten  Vertauschungen  der  Cyclen  ein  und  derselben  Ord- 
nung ist  entweder  selbst  cyclisch,  oder  gleichbedeutend  mit 
mehreren  an  verschiedenen  Cyclen  gleichzeitig  vollführten  cycli- 
schen  Vertauschungen.  Es  seien  (Co)  ,  (Cj  ,  .  . .  ,  (C^-i)  Cyclen 
derselben  Ordnung,  welche  eine  solche  cyclische  Vertauschung  zu 
erleiden  haben.  Die  Substitution  T  kann  ferner,  wie  wir  soeben 
bemerkten,  die  Versetzung  zur  Folge  haben,  welche  es  gestattet, 
in  jedem  dieser  Cyclen  irgend  einen  Buchstaben  auf  den  ersten 
Platz  zu  bringen.  Da  aber  die  Gruppirung  Co ,  durch  welche  der 
Cyclus  [Co]  gebildet  wird,  nach  Belieben  gewählt  worden  ist,  so 
kann  man,  um  den  Cyclus  (C,)  zu  bilden,  immer  die  Gruppirung 
C,  nehmen,  welche  die  Substitution  T  an  die  Stelle  von  Co  setzen 
soll.  Ebenso  kann  man,  um  die  folgenden  Cyclen  (Cj) ,  .  .  . ,  (C^-i) 
zu  bilden,  die  Gruppirungen  Cj  ,  . .  . ,  C^_i  nehmen,  welche  be- 
ziehungsweise an  die  Plätze  von  C,  ,  6\  ,  .  .  .  ,  Cf^i—^  treten.  Die 
letzte  Gruppirung  C^_i  wird  im  Allgemeinen  nicht  durch  Co,  son- 
dern durch  eine  andere  Gruppirung  C'o  ersetzt  werden,  welche 
so  beschaffen  ist,  dass  die  Cyclen  [Co)  und  [C'o)  identisch  sind. 
Setzt  man  somit 

und  bezeichnet  mit  P'  und  Q' ,  P"  und  Q",  .  . .  Substitutionen, 
welche  P  und  Q  analog  sind,  sich  aber  auf  verschiedene  Buch- 
staben beziehen,  so  ergiebt  sich  nolhwendig 

S  =  PP'P"...  ,  T=  QQ'Q" ...  ; 

darin  sind  P  und  Q  ,  P'  und  Q' ,  P'  und  Q" ,  . . .  Paare  von  ver- 
tauschbaren Substitutionen,  deren  Anzahl  sich  auf  Eins  reduciren 
kann. 

404.  Wir  sind  auf  diese  Weise  zur  Betrachtung  der  beiden 
Substitutionen  P  und  Q  geführt.  Die  erste  derselben  ist  regel- 
mässig, und  wir  werden  sehen,  dass  dieselbe  Eigenschaft  auch 
der  zweiten  zukommt. 

Es  sei  i  die  Ordnung  der  Cyclen  von  P.  Der  grösseren  Klar- 
heit wegen  werden  wir  in  der  Folge  die  in  ein  und   demselben 
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Cyclus  enthaltenen  Buchstaben  durch  ein  und  dasselbe,  mit  den 
Indices  0,1,2,..,,  (/— 1)  versehene  Zeichen  ausdrücken.  Wir 
setzen  also 


Co    = 

=  (lo  «1 

«.,  «3  . 

•   •   «e-l 

c,= 

=  bo  &i 

b,  63  .  . 

•   ^-1 

C^,-2  =  Co  e^  e.,  e.^  .  .  .  e._^ , 

^/^-i  =  fofif-if'A-  •  •  fi-i.  ' 

und  treffen  ausserdem  die  Uebereinkunft,  dass  jedes  der  Zeichen 
a,b,...,e,f,  welches  den  Index  iq  -\-  a  hat,  denselben  Buch- 
staben bezeichnen  soll,  wie  wenn  sein  Index  auf  den  Rest  a  der 
Division  von  iq  -\-  a  durch  i  reducirt  wäre.  Demgemäss  kön- 
nen wir 

C  o  =  (Iq  (t(j-{.l  CIq  ^2  •   •   .   ftQ+  i—1 

setzen.  Wenn  die  Zahl  q  Null  ist,  so  hat  man  C'o==Co,  und 
wird  dann 

gesetzt,  so  ist  offenbar 

Q  =  {Go)  [G,]  {G,)  .  .  .  (G,^J  . 

Wir  nehmen  aber  an,  (j  sei  von  Null  verschieden.  Wie  in  dem 
eben  untersuchten  Falle  wird  durch  die  Substitution  Q  jeder  der 
jit  —  1  ersten  Buchstaben  der  Gruppirung 

a^  b^  c^.  .  .  e^  f^ 

durch  den  folgenden  ersetzt;  der  letzte  Buchstabe  /"j  wird  durch 
«4-  +  ^  ersetzt;  ferner  wird  jeder  derjit  — 1  ersten  Buchstaben  der 
Gruppirung 

durch  den  folgenden,  der  Buchstabe  f,,  durch  a.  ,  „  ersetzt, 
u.  s.  w.  Der  Kreis  wird  sich  jedenfalls  schliessen ;  dies  kann  aber 
nur  dann  geschehen,  wenn  man  zum  Buchstaben  A  ,  ,,  ,.  s;e- 
langt  ist,  dessen  Index  die  Beschaffenheit  hat,  dass  Xq  durch  i 
theilbar  ist.  Daraus  ist  ersichtlich,  dass  man  einen  Gyclus  von  Q 
erhält,  wenn  man  die  X  Gruppirungen 
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h 

■  ■■f,. 

a. 

<; 

+  Q 

h+,  ■  ■ 

•/i+cj' 

neben  einander  schreibt,  und  wenn  dieser  Cyclus  durch  (Gj.)  be- 
zeichnet wird,  so  ist  ofl'enbar 

Q  =  (Co)  {G,)  (G,)  .  .  .  (G^_J  . 
Die  Anzahl  J  der  in  jedem  Cychis  [G)  enthaltenen  Biiclistaben  ist 

J  =  ^l^  ,      . 
und  da  q  Cyclen  [G)  vorhanden  sind,  so  ist  die  Gesammtzahl  i^ 
der  Buchstaben  gleich  X^tq ,  also 

i  =  Xq  . 
Aus  der  vorstehenden  Betrachtung  ergiebt  sich  eine  sehr  einfache 
Begel,   die  Ausdrücke  der  beiden  gegen  einander  vertauschbaren 
Substitutionen  P  und  Q  zu  bestimmen.     Wir  bilden   die  Tabelle 

^i'  '^s'+i '  •  •  • '  "s^  +  e-i ' 


e^  ,  e^^^,  .  .  .  ,  ß|  +  p_i  , 


'S '  /i  +  i  '  •  •  ■  '  4  +  e-i  ' 
welche  aus  ^  Horizontalreihen  und   aus   q  Verticalreihen  besieht. 
Die  aus  den  Horizontalreihen  gebildeten  Gruppirungen  bezeichnen 
wir  mit 

31^.2^^ %,%, 

die  aus  den  Verticalreihen  gebildeten  mit 

dann  ergeben  sich  folgende  Ausdrücke  für  die  Cyclen  von  P  und 
von  Q: 
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Wenn  q  =  i  ist,  so  hat  man  X  =  1  und  y  =  fi ;  dieser  Fall  ist 
mit  dem  bereits  besonders  untersuchten  Falle  gleichbedeutend,  in 
welchem  ^  =  0  ist;  wie  man  sieht,  ist  er  im  allgemeinen  Falle 
enthalten. 

Aus  den  vorhergehenden  Formeln  folgt 

X  ifq  —  l  >fi(>-l  >  ■■•  fxQ  —  V  ' 

und 

(^o)''  =  (a„ ,  «e  , . . . ,  «(;i_i)^)  (&o .  *e '  •  •  • '  ^;i-i)P  •  •• 

X  (fo  'fQ  '  ■••  1  f(X-l)Q)  ' 

x(A'/?+i /(/i-i)p+i)' 

[Gq-iT  =  (öp-i.  «2?-i'  •  ••  '  ";i^-i) 

Daraus  ergiebt  sich  durch  Mulliplication 

[{Q  (C,)  ...  iC,,^r)Y  =  [{G,)  {Q,)  .  .  .  iG,_y)Y  , 
d.  h. 

P^  =  Q^  , 
und   diese   beiden  gleichen  Potenzen  von  P  und  von  Q  sind  von 
Eins  verschieden,   wofern   nicht  X  =  1  ist,   denn  die  Ordnungen 
der  Substitutionen  P   und   Q  sind   beziehungsweise  Xq   und   Aft. 
Wenn  A  =  1  ist,   so   können  die   Substitutionen  P  und  Q  keine 
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Potenz  ausser  der  Einheit  gemein  haben;  denn  ein  Cychjs  von 
()  und  ein  Cyclus  von  P  haben  nur  einen  Duchstaben  gemein- 
schaftlich. 

405.  Die  vorstehende  Entwicklung,  welche  uns  die  Zusam- 
mensetzung zweier  gegen  einander  vertausclibaren  Substilulionen 
S  und  T  liefert,  muss  uns  auch  die  beiden  in  Nr.  403  crvvülui- 
ten  Fälle  vorführen,  nämlich  den  Fall,  in  welchem  die  Substi- 
tutionen S  und  T  nicht  dieselben  Buchstaben  versetzen,  und  den- 
jenigen, in  welchem  S  und  T  Potenzen  ein  und  derselben  Sub- 
stitution sind.  Der  erstere  dieser  beiden  Fälle  tritt  ein,  wenn 
die  eine  der  beiden  Substitutionen  P  und  Q,  P  und  Q' ,  P"  und 
Q'\  u.  s.  w.  sich  auf  Eins  reducirt.  Damit  dies  hinsichtlich  P 
und  Q  der  Fall  sei,  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  eine 
der  Zahlen  i  und  j  gleich  Eins  sei.  Was  den  zweiten  Fall  -he- 
trifft,   so   ist   es  leicht,  folgenden  Satz   zu  begründen: 

Damit  die  Substitutionen  Pund  ()  Potenzen  ein  und 
derselben  Substitution  seien,  ist  erforderlich  und 
hinreichend,  dass  die  Zahlen  jit  und  ^  keinen  gemein- 
schaftlichen Divisor  ausser  der  Einheit  besitzen. 

Wir  nehmen  an,  es  sei 
(1)  p=  R'' ,  Q  =  R^  . 

Die  Substitution  R  muss  cyclisch  sein,  denn  die  Buchstaben 
«& ,  öj:  ,  j  ,  .  .  .  ,  Ö£  ,  ;j  _j  müssen  in  ein  und  demselben  Cyclus  von 

R  vorkommen,  da  sie  einen  Cyclus  von  R"  oder  i*  ausmachen. 
Ebenso  sind  die  Buchstaben  a. ,  b^  ,  .  .  .  ,  ej. ,  f^  in  ein  und  dem- 
selben Cyclus  von  R^  oder  Q  enthalten;  sie  gehören  folglich  in 
der  Substitution  R  zu  demselben  Cyclus,  wie  die  erstgenannten 
Buchstaben.  Dieser  Cyclus  umfasst  daher  alle  kfiQ  Buchstaben, 
und  R  ist  somit  eine  cyclische  Substitution  der  Ordnung  IfiQ. 
Ausserdem  ist  7?"  von  der  Ordnung  Xq  ,  R^  von  der  Ordnung  Ifi; 
folglich  sind  (Nr.  394)  «  und  |3  beziehungsweise  durch  (i  und  p 
theilbar.  Wenn  demnach  fi  und  q  einen  gemeinschaftlichen  Di- 
visor d  >  1  besitzen,  so  werden  auch  a  und  ß  diesen  Divisor 
zulassen,  und  wenn 

a  =  6a'  ,  ß  =  öß' , 

ferner 

R'=  R^ 
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gesetzt  wird,  so  erhält  man 

p  =  R'"'  ,    Q  =  R'^'  ; 

diese  Formeln  können  aber  nicht  stattfinden,  da  die  Substitution 
R'  nicht  cyclisch  ist.  Die  Gleichungen  (l)  erfordern  daher,  dass 
f(  und  Q  relative  Primzahlen  seien.  Bestimmt  man  dann  zwei 
ganze  Zahlen  /  und  u,  welche  der  Bedingung 

qt  —  jtt  ?<  =  1 
genügen,  und  macht 

R  =  Q'  P~" , 
<o  ergiebt  sich 

P=  Rf\   Q=  rQ  ^ 

406.     Um  die  vorhergehende  Theorie  auf  ein  Beispiel  anzu- 
wenden, nehmen  wir  an,  es  sei 

Q  =  («0  '  h  '  ^i)  '  «2  '  ^2  '  ^2)  («1  .  ^1  .  ^1  '  «3  .  ^3  '  <^3)- 
Hier  hat  man  i  =  2  ,  fi  =  3  ,  9  =  2;   da   die  Zahlen  ft  und  ^ 
prim  zu  einander  sind,  so  sind  P  und  Q  Potenzen  ein  und  der- 
selben Substitution.     Setzt  man 

7?  =  (öy  ,  C3  ,  6^  ,  ö,  ,   Co  ,  ft,   ,  «2  »  ^1    «  *2   '  «3  '  ^2  '   ^3)  ' 

SO  ergiebt  sich  in  der  That 

p=   R^  ^    Q  =  R'l, 

Macht  man  dagegen 

P  =  («0  ,  a,  ,  «2  ,  «3  ,  «4  ,  Ö5)  (&o  '  *i  '  h  '  h  '  *4  •  h)  » 
Q  =  («0  ,  6„)  («,  ,  b^)  («2  ,  62)  («3  .  ^3)  («4  '  *4)  («5  .  ^5)  ' 
so   hat   man   zwei  Substitutionen,    die    zwar  gegeneinander  ver- 
lauschbar,   aber   nicht   Potenzen   einer   dritten   Substitution   sind, 
da  die  Zahlen  jn  =  2  und  ^  =  6  den  gemeinschaftlichen  Divisor 
2  besitzen. 

Die  Substitutionen 

S={a,  b)  {c,d){e  ,f), 
T={a  ,  c)  [b  ,  d) 
lassen  sich  gegen  einander  vertauschen;  man  hat  in  diesem  Falle 

S  =  PP' ,  T=  QQ'  , 
wenn 

13* 
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P={a,b){c,d)  ,  P'=[e,f), 

Q  =  {a,c){b,  d)  ,  Q'  =  [e)  [f) 
gesetzt  wird. 

407.  Wir  wollen  jetzt  die  Anzahl  der  Substitutionen  be- 
stimmen, die  gegen  eine  gegebene  Substitution  S  vertausclibar 
sind.     Bezeichnet  T  eine  Substitution  dieser  Art,  so  ist 

S=TST~\ 
und  wir  haben  gesehen,  dass  die  Substitution  TST~  jederzeit 
dadurch  erhalten  wird,  dass  man  die  Substitution  T  in  den  Cyclen 
von  S  ausführt.  Es  giebt  also  so  viele  Substitutionen  T,  welche 
der  vorstehenden  Gleichung  genügen,  als  es  verschiedene  Arten 
giebt,  auf  welche  man  S  ausdrücken  kann,  ohne  die  I^arenthesen 
zu  versetzen,  welche  die  Cyclen  umgeben,  d.  h.  ohne  die  Anzahl 
der  in  jedem  Cyclus  enthaltenen  Buchstaben  zu  ändern.  Diese 
Anzahl  ist  genau  die  Zahl,  die  wir  in  Nr.  402  durch  M  darge- 
stellt haben,  und  als  deren  Werth  sich 

M  =  {1.2... nii)  [1.2... m^)... [1.2... nia,)  ?i^      n^      ...n^t 
ergab;     m.  bezeichnet   die  Anzahl   der    in   S  enthaltenen  Cyclen 
n.^^^  Ordnung,  und  wenn  n  die  Gesammtzahl  der  Buchstaben  aus- 
drückt,  so  ist 

n  =  m^  n^  -\-  m.^  '>h  ~^  '  '  '  ~\~  ^w  ^w  • 

408.  Bevor  wir  die  Betrachtung  der  gegen  einander  ver- 
tauschbaren Substitutionen  schliessen,  wollen  wir  zwei  wichtige 
Lehrsätze  beweisen,  die  uns  später  von  Nutzen  sein  werden. 

Lehrsatz  I.  —  Wenn  T ,  U ,  V,  ...  ,  ?FSubstitutioncn 
sind,  welche  gegen  eine  gegebene  Substitution  5  ver- 
tauscht werden  können,  so  ist  das  aus  mehreren  der 
Substitutionen  T,  U,...  gebildete  Produkt  TC/...  gleich- 
falls gegen  S  vertauschbar. 

Man  hat  nämlich  der  Voraussetzung  nach 

T=  STS~^  ,   U=  SUS~\ 
Daraus  ergiebt  sich  durch  Multiplication 

TU=  STS~^  SUS~\ 
Im  zweiten  Gliede  dieser  Formel  können  die  beiden  aufeinander 
folgenden  Factoren  S  und  S~^  durch  ihr  Produkt  1  ersetzt  wer- 
den; es  ist  also 
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TU=  STUS~^  oder  TÜ=SXTUXS~\ 
woraus  hervorgeht,   dass   das  Produkt  TU  gegen  S  vertauschbar 
ist.     Hieraus  folgert  man  ohne  Weiteres,  dass  alle  Substitutionen 
von  der  Form   TÜV ...  gegen  S  vertauschbar  sind. 

401).  Lehrsatz  11.  —  Wenn  ?«  eine  Zahl  bezeichnet, 
welche  prim  zur  Ordnung  einer  gegebenen  Substitu- 
tion S  ist,  so  giebt  es  Subslitutiohen,  welche  der 
Gleichung 

(1).  S"'=TSJ^^ 

genügen,  und  zwar  ist  die  Anzahl  derselben  genau 
gleich  der  Anzahl  der  gegen  S  vertauschbaren  Sub- 
stitutionen. 

Wir  bemerken  zunächst,  dass  die  Gleichung  S*"=rsr"~^ 
nur  dann  bestehen  kann,  wenn  m  prim  zur  Ordnung  von  S  ist; 
denn  die  Substitutionen  TST~^  und  S  sind  ähnlich,  folglich  von 
derselben  Ordnung,  und  S  und  S"'  können  nur  dann  von  der- 
selben Ordnung  sein,  wenn  m  prim  zur  Ordnung  von  S  ist. 

Dies  vorausgesetzt,  sei  {C)  irgend  einer  der  Cyclen  von  S 
und  (r)  =  (C)'"  die  /n^o  Potenz  dieses  Cyclus.  Es  liegt  auf  der 
Hand,  dass  die  Gleichung  (1)  durch  den  Wcrth 

befriedigt  wird,  worin  |„j  der  Kürze  wegen  die  Substitution  be- 
zeichnet, welche  alle  Gruppirungen  C  durch  die  entsprechenden 
Gru]»pirungen  F  ersetzt.  In  der  That  wird  die  Substitution 
0S0~Vladurch  erhalten,  dass  man  alle  in  den  Cyclen  von  S 
enthaltenen  Gruppirungen  C  durch  die  entsprechenden  Grup- 
pirungen r  ersetzt;  man  hat  daher 

S"'  =  &S0-^. 
Danach  lässt  sich  die  Gleichung  (1)  in  folgender  Weise  schreiben : 
(2).  TST~^  =  &S&~^ , 

und  wenn  beiderseits  links  mit  0~\  rechts  mit  0  multiplicirl 
wird,  so  nimmt  (2)  die  Form  an: 

(3).  0-^TST~^&  =  S. 

Setzt  man  endlich 
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T=&U  ,   also  T~^  =   ü~^0~\ 
SO  reducirt  sicli  (3)  auf 

usu~^  =  s, 

und  diese  Formel  zeigt,  dass  U  gegen  S  vertauschbar  ist. 

Daraus  geht  hervor,  dass  man  alle  Lösungen  der  Gleichung  (1) 
erhält,  wenn  man  mit  einer  derselben,  0,  alle  gegen  S  vertausch- 
baren Substitutionen  multiplicirt;  die  Anzahl  der  letzteren  ist  mit- 
hin gleich  der  Anzahl  der  Substitutionen  T. 

Beispiel.  —  Um  diesen  Satz  auf  ein  Beispiel  anzuwenden, 
nehmen  wir  wieder  die  beiden  Substitutionen 

P  =  («o  ,  «1 ,  «2  ,  ög)  (öo  ,bi,b.,,  b.)  (Co  ,  Cj  ,  Cj ,  c.^)  , 
jQ  ==  («0 ,  ^0  ,  Co  ,  «2  ,  62  >  ^2)  ("1  ,b^,c^,a^,b^,  c.^) , 
die  nach  dem  Früheren  Potenzen  ein  und  derselben  Substitution 
sind.     Will  man  aus  Q  eine  Substitution  Q'  von  der   Beschaffen- 
heit herleiten,  dass 

ist,  so  genügt  es,  Q  mit  der  Substitution  zu  multipliciren,  deren 
beide  Terme  beziehungsweise  die  Gruppirungen  sind,  welche  /** 
und  P  bilden.  Man  sieht  sofort,  dass  diese  Substitution  fol- 
gende ist: 

®=(«i  »«3)  (^'*3)  (^"i'^a), 
und  man  hat 

0'  =  ®0  =  («0  '  ^0  '  ^0  '  «2  '  *2  '  ^2)  («1  '  *3  '  ^l)   («^  '  bi  ,  Cg). 

Beduction  einer  beliebigen  Substitution  auf  ein  Produkt 
von  Transpositionen. 

410.  Jede  Substitution  ist  mehreren  Tianspositionen  äqui- 
valent. Wenn  nämlich  in  Folge  der  Substitution  S  der  Buchstabe 
a  einen  Platz  einnehmen  soll,  auf  welchem  jetzt  b  steht,  so  ist 
die  Substitution  S  offenbar  gleichbedeutend  mit  der  Transposition 
la  ,  b)  und  einer  nur  auf  die  Buchstaben  b ,  .  . .  bezüglichen  Sub- 
stitution S',  d.  h.  man  hat 

S  =  S'  X  («  ,  b). 
Mit  der  Substitution  S'  kann  man  ebenso  verfahren,  wie  wir  mit 
S  verfuhren,  und  auf  diese  Weise  wird  S  nach  und  nach  in  ein 
Produkt  von  Transpositionen  zerlegt. 
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Eine  Substitution  S  lässt  sich  also  dadurch  ausführen,  dass 
man  mehrere  Transpositionen  der  Reihe  nach  vollzieht,  und  zwar 
kann  dies  auf  mehrere  verschiedene  Arten  geschehen.  Welchen 
Weg  man  aber  auch  einschlägt,  die  Anzahl  der  Transpositionen, 
die  in  Anwendung  gebracht  werden,  ist  bis  auf  ein  Viefaches 
von  2  immer  die  nämliche.  Dies  ergiebt  sich  aus  folgendem 
Satze: 

Lehrsatz.  —  Wenn  a  die  Anzahl  der  Cyclen  einer 
auf  ?i  Buchstaben  bezüglichen  Substitution  iSbezeich- 
net,  so  ist  das  Produkt  TS  oder  ST,  welches  durch 
Mulliplication  der  Substitution  S  und  der  Transposi- 
tion T  entsteht,  eine  Substitution,  die  <»  +  1  Cyclen 
enthält,  und  zwar  ist  die  Anzahl  der  Cyclen  a  -\-  1, 
wenn  die  Buchstaben  von  T  verschiedenen  Cyclen  von 
S  angehören,  6 —  1  im  entgegengesetzten  Falle. 

Es  sei 

T  =  [a^,  6,) . 

und  es  werde  vorausgesetzt,  dass  die  Buchstaben  «j  ,  b^  zu  zwei 
verschiedenen  Cyclen  von  S  gehören,  nämlich  zu 

C  =  (rtj  ,  «2  ,  .  .  .  ,  ö^.)  ,   C  =  {b^  ,  b., ,  .  .  .  ,  hj) . 
Führt  man  die  Substitution  S  in  der  Gruppirung 

aus,  so  erhält  man  die  neue  Gruppirung 

02  «3  •  •  •  «;  «1  ^2  h  '  ■  •  ^j^\^ 

welche  in  Folge  der  Transposition  T  in 

ct.,  a.^  .  . .  a.  b^  b.^b.^  .  .  .  b .  «j 
übergeht.    Vergleicht  man   diese  Gruppirung  mit  derjenigen,   von 
der  man  ausging,  so  ergiebt  sich 

TCCf  =  (oj  ,  a^,  .  .  .  ,  a.,  b^  ,  b^,  ..  .  ,  bj). 

Die  Substitution  TS  enthält  daher  einen  Cyclus  weniger  als  S, 
und  dasselbe  gilt  von  der  Substitution  ST,  welche  TS  ähn- 
lich ist. 

Es  mögen  jetzt  die  Buchstaben  «j  ,  b^  ein  und  demselben 
Cyclus 

C   =    (öj  ,  «2  »•••.«£)  *1   »  *2  '•••  '  ^j) 

von  S  angehören.     Wird   die  Substitution  S  auf  die  Gruppirung 
a,  a,  .  .  .  «.    .  a  b,  b.y  .  .  .  b .    ,  b . 
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angewandt,  so  erljält  man 

«2  «3  .  .  .  a.  b^  bc^  b^  .  .  .  b .  a^  , 
und  wenn  man  noch  die  Transposition  T  vollführt,  so  folgt 

«2  «3  •  •  •  «i  «I  h  h'--  bj  &i  , 
woraus  hervorgeht,  dass 

TC  =  («1  ,  «2  »  •  •  •  .  «i)  (^1  ,  &2  '  •  •  •  '  ^j) 
ist.    Danach  enthält  die  Substitution  TS  einen  Cyclus  mehr  als  S, 
und  dasselbe  ist  folglich  mit  der  Substitution  ST  der  Fall. 

Anmerkung.  —  Die  Richtigkeit  des  Satzes  setzt  offenbar  vor- 
aus, dass  auch  die  Cyclen  mitgezählt  werden,  welche  sich  auf 
einen  einzigen  Buchstaben  reduciren. 

Zusatz.  —  Wenn  0  die  Anzahl  der  Cyclen  einer  aus 
n  Buchstaben  gebildeten  Substitution  S  bezeichnet, 
und  wenn  diese  Substitution  dadurch  erhalten  wer- 
den kann,  dass  man  v  gleiche  oder  ungleiche  Trans- 
positionen in  einer  gewissen  Reihenfolge  in  einander 
multiplicirt,  so  ist 

r  =  (w  —  (?)  -f-  2  A: , 
wo  k  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 

Die  erste  Transposition  kann  als  eine  aus  n  —  1  Cyclen  be- 
stehende Substitution  angesehen  werden,  von  denen  eine  von  der 
zweiten  Ordnung,  die  n  —  2  übrigen  von  der  ersten  Ordnung 
sind.  Wird  daher  diese  Transposition  mit  der  zweiten  Transpo- 
silion  multiplicirt,  so  erhält  man  eine  Substitution,  die  aus 
n — ^1+1  Cyclen  gebildet  ist.  Durch  Multiplication  dieses  ersten 
Produkts  mit  der  dritten  Transposition  erhält  man  ein  neues  Pro- 
dukt, in  welchem  die  Anzahl  der  Cyclen  n  —  1  +  ^  dl  ^  'st, 
u.  s.  w.  Hat  man  also  v  Transpositionen  in  einander  multiplicirt, 
so  ist  man  zur  Relation 

ö  =  n  —  1  +  1  +  1  +  . ..-fl 
gelangt,  in  welcher  die  Anzahl  der  zu  n  addirten  positiven  oder 
negativen  Einheiten  gleich  v  ist.  Giebt  man  nun  einer  der  Ein- 
heiten, die  das  Zeichen  +  haben  muss,  das  Zeichen — ,  so  ver- 
ringert man  das  zweite  Glied  unserer  Formel  um  2  Einheiten. 
Man  hat  daher 

G  =  n  —  V  +  2Ar  oder  v  =  [n  —  0)  +  2X: , 
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und  folglich  ist  die  Anzahl  der  Transpositionen,  auf  welche  eine 
gegebene  Suhstilulion  S  sich  reduciren  lässt,  entweder  immer  ge- 
rade, oder  immer  ungerade,  welclien  Weg  man  auch  zur  Bildung 
der  Transposilionen  einschlagen  mag. 

411.  Das  Ergebniss  der  vorigen  Nummer  setzt  uns  in  den 
Stand,  die  aus  n  Buchstaben  gebildeten  iV  =  1  .  2  .  .  .  w  Substitutio- 
nen in  zwei  Klassen  zu  Iheilen.  Die  erste  Klasse  umfasst  die 
Substitutionen,  welche  einer  geraden  Anzahl  von  Transpositionen 
äquivalent  silid,  während  die  einer  ungeraden  Anzahl  von  Trans- 
positionen äquivalenten  Substitutionen  die  zweite  Klasse  ausmachen. 

Es  seien 

1   ,  Sj  ,  ^2  '  ^3  '   •  •  • 

die  Substitutionen  der  ersten  Art,  unter  denen  sich  die  Einheit 
vorfindet,  und 

T,,T^,T,,T,,... 
die   Substitutionen   der  zweiten  Art.     Werden   diese   Bedien   mit 
einer  Transposilion  («  ,  b)  multiplicirt,  so  geht  die  eine  offenbar 

in  die  andere  über;  folglich  giebt  es  ~  Substitutionen  jeder  Art. 

Man  kann  noch  die  folgenden  Besultate  aussprechen: 

Eine  cyclische  Substitution  ist  von  der  ersten  oder 
von  der  zweiten  Art,  jenachdem  ihre  Ordnung  oder 
die  Anzahl  ihrer  Buchstaben  ungerade  oder  gerade  ist. 

Das  Produkt  mehrerer  Substitutionen  ist  von  der 
ersten  oder  von  der  zweiten  Art,  jenachdem  die  An- 
zahl der  Facto  ren  zweiter  Art  gerade  oder  ungerade  ist. 

Die  geraden  Potenzen  einer  jeden  Substitution  ge- 
hören zu  den  Substitutionen  erster  Art. 


Zweites  Kapitel. 

Eigenschaften  der  Systeme  conjngirter  Substitutionen. 

Conjugirte  Systeme. 

412.  Es  sind  mehrere  aus  n  Buchstaben  gebildete  Substi- 
tutionen gegeben.  Wenn  man  dieselben  einmal  oder  mehrmals 
mit  einander  oder  mit  sich  selbst  in  irgend  einer  Reihenfolge 
multiplicirt,  und  dabei  immer  nur  Substitutionen  erhält,  die  be- 
reits in  der  Reihe  der  gegebenen  Substitutionen  vorkommen,  so 
bilden  die  letzteren  das,  was  Cauchy  ein  System  conjugir- 
ter  Substitutionen  oder  einfach  ein  conjugirtes  System 
genannt  hat.  Es  leuchtet  ein,  dass  jedes  conjugirte  System  die 
der  Einheit  gleiche  Substitution  enthält. 

Unter  der  Ordnung  eines  conjugirten  Systems  versteht  man 
die  Anzahl  der  Substitutionen,  welche  dasselbe  umfasst. 

Aus  diesen  Definitionen  geht  hervor,  dass  die  iV  =  1  .  2  ...  « 
Substitutionen,  welche  man  aus  n  Buchstaben  bilden  kann,  ein 
conjugirtes  System  iV'^"^  Ordnung  ausmachen,  und  dass  die  Poten- 
zen jeder  Substitution  v**"^  Ordnung  ein  conjugirtes  System  i/'*'' 
Ordnung  bilden. 

413.  Lehrsatz.  —  Wenn  alle  Substitutionen  eines 
conjugirten  Systems  (i*'^''  Ordnung  r*  unter  den  Sub- 
stitutionen eines  zweiten  conjugirten  Systems  m'^*" 
Ordnung  G  enthalten  sind,  so  ist  die  Zahl  jit  ein  Divi- 
sor von  m. 

Wir  bezeichnen  mit 

(1).  1      ,      Sj      ,      5.2      ,      Sg      ,      .     .     .      ,      S/^i—l 

die  (i  Substitutionen  des  Systems  F.  Diese  Substitutionen  gehören 
der  Voraussetzung  nach  zu  G,  und  man  hat  m  ^  (i.  Es  sei  nun 
Jj  eine  der  Substitutionen  von  G,  welche  nicht  auch  dem  Sy- 
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steme  F,  d.  b.  der  Reihe  (1)  angehören.  Mulliplicirl  man  alle 
Terme  dieser  Reihe  zur  Rechten  mit  T, ,  so  erhält  man  die  Pro- 
dukte 

(2).  Tj  ,  Sj  T",  ,  S.,  T^  ,  . .  .  ,  Sfi—i  r,  , 

welche  sämratlich  unter  den  Substitutionen  des  Systems  G  ent- 
halten sind.  Ausserdem  sind  irgend  zwei  dieser  Substitutionen 
offenbar  von  einander  verschieden,  und  keine  derselben  kann  der 
Reihe  (1)  angehören.  Um  diesen  letzteren  Punkt  zu  erweisen, 
genügt  es,  zu  beachten,  dass  die  Gleichung  Si  T^  =  Sj  die  fol- 
gende nach  sich  ziehen  würde:  T^  =  Sr  Sj  ,  und  diese  ist  des- 
halb unmöglich,  weil  das  Produkt  sr  Sj  jedenfalls  dem  Systeme 
r  angehört,  während  T^  der  Voraussetzung  nach  in  (1)  nicht 
vorkommt.  Wir  sehen  somit,  dass  entweder  m  =  2fi,  oder 
m  >  2ft  ist.  Wenn  m  =  2fi  ist,  so  ist  unser  Satz  erwiesen.  Es 
sei  daher  m  >  2[i,  und  es  bezeichne  T^  eine  der  Substitutionen 
von  G,  welche  weder  der  Reihe  (1),  noch  der  Reihe  (2j  ange- 
hören. Werden  die  Substitutionen  (1)  zur  Rechten  mit  J,  "'"'" 
tiplicirt,  so  erhält  man  die  ft  neuen  Substitutionen 
(3).  T^  ,  S^T^  ,  SoT^  ,  .  ■  •  ,  Sfi--i  7*2  , 

welclie  dem  Systeme  G  angehören.  Dieselben  sind  von  einander 
und  von  den  Substitutionen  (1)  verschieden.  Ferner  kahn  keine 
von  ihnen  gleich  einer  der  Substitutionen  (2)  sein;  wäre  nämlich 
S,  To  =  ^jT^,  so  müsste  T,  =  5,"^  5,  T,  sein,  was  der  Vor- 
aussetzung widerspricht,  da  das  Produkt  S~^  Sj  T^  offenbar  ein 
Glied  der  Reihe  (2)  ist.  Man  hat  somit  entweder  m  =  Sfi,  oder 
in  >  Sfi.  Da  man  diese  Schlüsse  so  lange  fortsetzen  kann,  bis 
alle  Substitutionen  des  Systems  G  erschöpft  sind,  so  sieht  man, 
dass 

m  =  q^ 

sein  muss,  wo  q  eine  ganze  Zahl  bezeichnet. 

Anmerkung,  —  Das  conjugirte  System  G  ist  auf  diese  Weise 
in  q  Reihen  von  Substitutionen 

1  >    ^i  >    ^2  »    •  •  •    >    ^/t— 1  > 

Ty       ,  S^  T^       ,  5^2  Tj       ,  .  .  .  ,  5^-1  7",      , 
Tj       ,  S^  T^       ,  S^T^      ,  .  . .  ,  S^— 1  T2      , 


Tq-t  ,  S^  Tq—i  ,  Sj  T^-^i  ,  .  . .  ,  Sn—i  Tq^x 
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zerlegt  worden,  von  denen  die  erste  allein  bin  conjugirtes  System 
ausmacht.  Um  diese  Tabelle  zu  bilden,  auf  welcher  unser  Schluss- 
verfahren beruht,  haben  wir  die  Substitutionen  des  Systems  F 
der  Reihe  nach  zur  Rechten  mit  den  Substitutionen  ^^,  T^,  ...,  T^-i 
multiplicirt.  Es  ist  aber  zu  beachten,  dass  wir  noch  auf  eine 
andere  Weise  hatten  verfahren  können.  Der  Beweis  lässt  sich 
nämlich  auch  dadurch  fuhren,  dass  man  die  Substitutionen  des 
Systems  F  links  mit  Substitutionen  ?7j  ,  üj  ,  . .  .  ,  Uq-i  des 
Bei   diesem   Verfahren   wird   das  System 

. .  . ,   Sf^—i , 
....   ^1  Vi' 

.  .  .  ,     Ü2  S^u— 1  , 


Systems  G  multiplicirt. 

Bei   dies 

G  in  q  Reihen 

1      ,  s, 

■,  s. 

u,    ,  u,  s, 

,  u,s. 

u-,    ,   Ü.,S, 

,  u,s. 

Vq—1>     üq^i  Sj  ,     üq—i  S2,    •  •  -,     Uq-i  S^-l 

zerlegt,  deren  jede  wieder  ft  Substitutionen  enthält.  Jede  Substi- 
tution U  ist  eine  der  Substitutionen  von  G,  welche  den  bereits 
gebildeten  Horizontalreihen  nicht  angehören. 

414:.  Der  vorhergehende  Lehrsatz  führt  zu  wichtigen  Fol- 
gerungen, die  in  den  folgenden  Zusätzen  enthalten  sind: 

Zusatz  I.  —  Die  Ordnung  eines  Systems  conjugir- 
ter  Substitutionen,  die  aus  «Buchstaben  gebildet  sind, 
ist    ein  Divisor    des    Produkts   N=1.2.3...n. 

In  der  That  gehören  die  Substitutionen  des  vorgelegten  Sy- 
stems dem  conjugirten  Systeme  iV^*^'  Ordnung  an,  welches  alle 
Substitutionen  der  n  Buchstaben  umfasst. 

Zusatz  IL  —  Die  Ordnung  eines  conjugirten  Systems 
ist  ein  Vielfaches  der  Ordnung  irgend  einer  der  Sub- 
stitutionen des  Systems. 

Die  Potenzen  einer  der  Substitutionen  eines  conjugirten  Sy- 
stems gehören  sämmtUch  diesem  Systeme  an.  Diese  Potenzen  bil- 
den ferner  ein  conjugirtes  System,  dessen  Ordnung  gleich  der- 
jenigen der  Substitution  ist.  Folglich  ist  diese  Ordnung  ein  Divi- 
sor der  Ordnung  des  vorgelegten  Systems. 

Zusatz  in.  —  Wenn  die  Anzahl  n  der  Buchslaben 
eine  Primzahl  ist,  so  besteht  jedes  conjugirte  System 
n*"'  Ordnung  aus  den  n  Potenzen  einer  cyclischen  Sub- 
stitution «'"^"^  Ordnung. 
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Die  Ordnung  irgend  einer  Substilulion  des  Systems  muss 
nämlich  in  n  aufgellen;  sie  reducirt  sich  also  auf  1,  oder  auf  n. 

Zusatz  IV.  —  Wenn  zwei  conjugirte  Systeme  meh- 
rere Substitutionen  gemeinschaftlich  haben,  so  bil- 
den die  letzteren  ein  co  njugirtes  System;  ihre  Anzahl 
ist  folglich  ein  den  Ordnungen  der  beiden  gegebenen 
Systeme  gemeinschaftlicher  Divisor. 

Es  seien  nämlich 

(l).  1  ,  iS,  ,  Sj  »  •  •  •  >  Sfi—\ 

alle  zwei  conjugirten  Systemen  gemeinschaftlichen  Substitutionen. 
Jede  Substitution  S,  die  durch  irgendwelche  Multiplicationen  aus 
den  Substitutionen  (1)  gebildet  ist,  gehört  gleichzeitig  den  beiden 
vorgelegten  Systemen  an,  und  da  letztere  nur  die  ft  Substitutio- 
nen (1)  gemeinschaftlich  haben,  so  muss  die  Substitution  S  sich 
in  der  Reihe  (1)  vorfinden;  die  Substitutionen  (1)  bilden  daher 
ein  conjugirtes  System. 

Aehnliehe  Systeme  und  gegeneinander  vertausehbare 
Systeme. 

415.     Wir  betrachten  ein  System  conjugirter  Substitutionen 

(1).  1,S,,S,,...,  S,,_i. 

Oben  fanden  wir  das  Resultat,  dass  TST~^  und  S  zwei  ähnliche 
Substitutionen  sind,  die  Substitution  T  mag  sein,  welche  sie  will, 
und  dass  es  zur  Bildung  der  Substitution  TST~^  genügt,  die  Sub- 
stitution T  in  den  Cyclen  von  S  auszuführen.  Daraus  geht  her- 
vor, dass  die  Substitutionen 

(2).  1  ,  TSiI^\  TS^r~'  ,  ...  .  J5^_i J-^ 

^  ein  conjugirtes  System  ausmachen.  Man  kann  diese  Thatsache 
auch  unmittelbar  bewahrheiten,  wenn  man  beachtet,  dass  das 
Produkt  irgend  welcher  Substitutionen  der  Reihe  (2)  die  Form 
TSaSß  .  . .  SoiT~^,  folglich,  da  die  Substitutionen  (1)  der  Voraus- 
setzung nach  ein  conjugirtes  System  bilden,  die  Form  TSiT~^ 
hat. 

Die  conjugirten   Systeme   (1)  und   (2)  sollen  ähnliche  Sy- 

^    Sterne  genannt  werden.     Es  kann  der  Fall  eintreten,   dass  diese 
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beiden  Systeme  zusammenfallen ;  dann  hat  «lan  für  jeden  Werth 
von  i 

TSiT~^  =  Sj  oder  TSi  =  SjT. 
Man  erhält  folglich  dieselben  Resultate,  man  mag  die  Substitutio- 
nen (1)  zur  Rechten  oder  zur  Linken  mit  T  multipliciren. 

Wir  betrachten  jetzt  zwei  Systeme  conjugirter  Substitutionen: 

1  ,  S,   ,  S.^  ,  S.^  ,  .  .  .  ,  Sf^—t , 

Wir  werden  sagen,  diese  Systeme  seien  gegeneinander  ver- 
tauschbar, wenn  jedes  Produkt  von  der  Form  Tj  Si  zugleich 
von  der  Form  S.'  T.'  ist.  Hat  man  für  jeden  Werth  von  /  und 
von  J  j"  =J,  so  fällt  das  erste  der  beiden  vorgelegten  Systeme 
mit  dem  ähnlichen  Systeme  zusammen,  welches  man  daraus  her- 
leitet, wenn  man  seine  Substitutionen  zur  Linken  mit  7},  zur 
Rechten  mit  Tf  multiplicirt.  Wenn  für  alle  Werthe  von  i  und 
j  gleichzeitig  i'  =  i  ,  j'  =j  ist,  so  sind  irgend  zwei  aus  beiden 
vorgelegten  Systemen  genommene  Substitutionen  gegeneinander 
vertauschbar. 


Ueber  das  allgemeine  Problem,  welches   den  Hauptgegen- 
stand der  Theorie  der  Substitutionen  bildet. 

41G.  Das  allgemeine  Problem,  welches  in  der  Theorie  der 
Substitutionen  zu  behandeln  ist,  lässt  sich  folgendermassen  aus- 
sprechen: 

Welches  sind  die  Systeme  conjugirter  Substitu- 
tionen, die  man  aus  n  gegebenen  Ruchslaben  bilden 
kann? 

Die  Lösung  dieser  schwierigen  Aufgabe  würde  für  die  Alge- 
bra von  der  grössten  Wichtigkeit  sein;  auch  haben  sich  Lagrange 
und  später  mehrere  hervorragende  Mathematiker  mit  derselben 
beschäftigt.  Trotz  aller  Remühungen  sind  sie  aber  nicht  zum 
Ziele  gelangt,  und  die  Wissenschaft  besitzt  bis  jetzt  über  diesen 
Gegenstand  nur  eine  geringe  Anzahl  allgemeiner  Sätze,  die  wir 
im  Folgenden  herleiten  wollen. 

Von  den  Systemen  conjugirter  Substitutionen,  die  man  aus 
n  gegebenen  Ruchstaben  bilden  kann,  kennen  wir:  l**  das  Sy- 
stem,  welches  die  iV  =  1.2..,n  Substitutionen  umfasst;  2*^  die 
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Systeme,   welche  man   dadurch  erliält,    dass   man  alle  Potenzen 

irgend  einer  Substitution  nimmt.     Wir  maclien  hierauf  nochmals 

aufmerksam,  um  alle  erhaltenen  Resultate  hier  vorzuführen. 

417.     Lehrsatz  I.  —  Diejenigen  der  N  =  1 .  2  .  3  .  .  .  w 

aus  n   gegebenen  Buchstaben   möglichen    Substitulio- 

;    nen,   welche  einer  geraden  Anzahl   von   Transpositio- 

;    nen  äquivalent  sind,   machen   ein   conjugirtes  System 

N 
der  Ordnung  —  aus,  und  es  giebt  kein  anderes  conju- 

■    girles  System  von  derselben  Ordnung  -^ ' 

Der  erste  Theil  des  Satzes  leuchtet  unmittelbar  ein.  Wir 
haben  nämlich  gesehen,  dass  man  durch  Muliiplication  mehrerer 
Substitutionen  erster  Art,  d,  h.  mehrerer  Substitutionen,  von 
denen  jede  einer  geraden  Anzahl  von  Transpositionen  äquivalent 
ist,  eine  Substitution  erster  Art  erhält. 

Um  den  zweiten  Theil  des  Satzes  zu  beweisen,  nehmen  wir 
an,  es  sei 

(1).  1    ,    S,    ,    «§2    '    -^3    '•••»%  _1 

2 

N 

ein  conjugirtes  System  der  Ordnung  -^  •    Mullipliciren  wir  die  Sub- 
stitutionen dieses  Systems  zur  Linken  und  zur  Rechten  mit  einer 
beliebigen  Substitution  T,  so  erhalten  wir  die  Produkte 
(2).  T  ,  TS,  ,  TS.,  ,   TS^  ,  ...  ,   TS^_^ 

und 

(3).  T  ,  S,T  ,  S,T  ,  S,T  ,  ...  ,  Sjf_T. 

2 

Wenn   T  dem  Systeme   (1)   angehört,   so   bilden  die  Reihen 

(2)  und   (3)   conjugirte   Systeme,   welche  mit  (1)  identisch  sind. 

Wenn  aber  T  nicht  in  (1)  enthalten  ist,  so  besteht,  wie  wir  oben 

N 
gesehen  liaben,  jede  der  Reihen  (2)  und  (3)  aus  den    -  Substi- 

i  tutionen,  welche  dem  System  (1)  nicht  angehören.  In  allen  Fäl- 
len enthalten  die  Reihen  (2)  und  (3)  dieselben  Substitutionen, 
und  man  hat  folglich  für  jeden  Werth  von  i  und  für  einen  ge- 
wissen Werth  von  J 

TSi  =  SjT  oder  TSiJ^^  =  Sj. 
r   Daraus  geht  hervor,  dass  das  System  (1)  alle  Substitutionen  um- 
1    fasst,    welche    irgend   einer  der  darin   enthaltenen   ähnlich  sind. 
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Es  kann  daher  keine  der  Transpositionen  diesem  Systeme  ange- 
hören; denn  sonst  müsste  es  dieselben  sämmtlich  enthalten,  und 
seine  Ordnung  würde  im  Widerspruch  mit  unserer  Voraussetzung 
gleich  JV  sein. 

Wenn  jetzt  T  eine  Transposilion  bezeichnet,  so  enthalten 
die  Reihen  (1)  und  (2)  alle  N  Substitutionen  der  n  Buchstaben, 
und  diese  Substitutionen  vertauschen  sich  nur  gegeneinander, 
wenn  man  sie  mit  einer  Transposition  V  multiplicirt.  Nun  ist 
nach  dem  Vorhergehenden  klar,  dass  sich  die  Reihe  (1)  in  Folge 
dieser  Multiplicalion  in  (2)  verwandelt;  folglich  verwandelt  sich 
die  Reihe  (2)  in  (1),  woraus  hervorgeht,  dass  die  Substitution 
UT  dem  Systeme  (1)  angehört.  Dieses  System  umfasst  danach 
alle   Substitutionen ,   welche   Produkte  von  je  zwei  Transpositio- 

N 
nen  sind;  es  enthält  mithin  die  —  Substitutionien ,  von  denen  jede 

irgend  einer  geraden  Anzahl  von  Transpositionen  äquivalent  ist. 

N 

Zusatz.—  Das  conjugirte  System  der  Ordnung  —  ent- 

hält  alle  cyclischen  Substitutionen  ungerader,  und 
keine  einzige  cyclische  Substitution  gerader  Ord- 
nung. 

Jede  cyclische  Substitution  p^""^  Ordnung  ist  nämlich  p  —  1 
Transpositionen  äquivalent;  man  hat 

(«0 ,  öj ,  «2 .  ••  • .  «p-i)  =  K'  «/>-!)  K'  ^p-^)  '••  K'  «2)  K'  «i)- 

418.  Lehrsatz  n.  —  Wenn  ein  conjugirtes  System 
alle  cyclischen  Substitutionen  umfasst,  deren  Ord- 
nung   eine    gegebene  Zahl   p  =  n  oder  <  n  ist,    so   ist 

N 
seine  Ordnung  N  oder  —  •    Die  Ordnung  des  Systems 

ist  immer  gleich  N,  wenn  p  eine  gerade  Zahl  ist. 

Die  Wahrheit  des  Satzes  liegt  auf  der  Hand ,  wenn  p  =  2 
ist;  denn  das  vorgelegte  System  enthält  dann  alle  Transposilio- 
nen,  und  seine  Ordnung  ist  gleich  N.  Wenn  p  =  3  ist,  so  ent- 
hält das  vorgelegte  System  die  cyclische  Substitution 

(«1  .  «2  '  «3)    =    («1   '  «3)    («1   •  «2) 

der  drei  gegebenen  Buchstaben  a^  ,  a^  ,  «3 ;  dasselbe  enthidt  auch, 
wenn  die  Zahl  n  >  3  ist,  und  «4  einen  neuen  Buchstaben 
bezeichnet,  die  Substitution 

(«4   ,  «3  ,  rt,)    =    (Ö3  ,  «4)     (rt,    ,   «3). 
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Wird  die  erste  Substitution  mit  der  zweiten  multiplicirt,  so 
erhält  man 

(«3  '  «4)     («1  '  «2)  ' 

und  dies  Produkt  muss  in  dem  vorgelegten  Systeme  vorkommen. 
Das  System  enthält  daher  alle  Substitutionen,  welche  einer  gera- 
den Anzahl  von  Transpositionen  äquivalent  sind,   und  seine  Ord- 

N 
nung  ist  mithin  wenigstens  gleich  y ;   ausserdem   ist  diese  Ord- 

N 
nung  ein  Divisor  von  N;  folglich  ist  sie  gleich  y,  oder  gleich  N. 

Der  Fall,  in  welchem  p  >  3  ist,  lässt  sich  auf  den  Fall 
p  =S  leicht  zurückführen.  Es  seien  a^  ,  a^  ,  «3  drei  beliebige 
der  gegebenen  Buchstaben,  und  es  werde 

r  =   (öl  ,    «2  ,  ög)   =   (öj  ,  Ö3)    (aj  ,  6(2) 

gesetzt;  ferner  sei 

S  =  [üy  ,  a^  ,  h^  ,  \  ,  .  .  .  ,  hp  ,  a^ 

eine  cyclische  Substitution  j9*"  Ordnung,  welche  aus  den  Buch- 
staben «1  ,  «2  »  «3  und  aus  p  —  3  anderen  gegebenen  Buchsta- 
ben b^  ,  br,  ,  .. .  ,hp  gebildet  ist.     Man  erhält 

(«1  ,0,)  5  =  (aj  («2  ,  ^4  ,  &5  '  •  •  •  '  *p  '  «3) ' 
und,  wenn  zur  Linken  mit  [a^  ,  a^  multiplicirt  wird, 
TS  =  (ö^  ,  «3  ,  a2  ,  &4  ,  &5  ,  .  . .  ,  bp). 

Der  Voraussetzung  nach  umfasst  das  vorgelegte  System  alle  cycH- 
schen  Substitutionen  p*^"^  Ordnung;  folglich  müssen  darin  die 
Substitutionen  TS  und  S~^  vorkommen,  und  ebenso  beider  Pro- 
dukt T,  welches  irgend  eine  der  aus  dreien  der  gegebenen  Buch- 
staben gebildeten  cyclischen  Substitutionen  ist. 

Wenn  die  Zahl  p  gerade  ist,  so  enthält  das  vorgelegte  System 
die  Produkte  von  Transpositionen,  welche  den  cyclischen  Substi- 
tutionen p*""^  Ordnung  äquivalent  sind,  in  ungerader  Anzahl;   difr 

Ordnung  dieses  Systems  ist  daher  grösser  als  — -,  also  gleich  N. 

419.  Lehrsatz III. —  Wenn  aus  «Buchstaben  irgend 
eine  Substitution  T  gebildet  ist,  so  machen  die  ver- 
schiedenen Substitutionen  derselben  Buchstaben,  die 
gegen  T  vertauschbar  sind,  ein  conjugirtes  System 
aus. 

Serret,  Alg-ebra.  II.  14 
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Es  seien 

^  1  ,  S^  ,  S.2  ,  .  .  .  ,  Sm—1 
die  M  gegen  T  vertauschbaren  Substitutionen,  unter  denen  offen- 
bar die  Einheit  enthalten  sein  muss.  Wir  haben  gesellen,  dass 
das  Produkt  mehrerer  dieser  Substitutionen  selbst  eine  gegen  T 
verlauschbare  Substitution  ist.  Dies  Produkt  ist  daher  ein  Glied 
der  vorstehenden  Reihe,  und  diese  bildet  somit  ein  conjugirtes 
System  M^"'  Ordnung.     Die  Zahl  M  hat  (No.  402)  den  Werth 

M=  (1.2.  ..^i)  {I.2...OT2)  •••  (1.2...?na,)  «,'"'  w/"^  .  .  .  ria/"'», 
wo  Mi  die  Anzahl   der    Cyclen   von    T   bezeichnet,    deren    Ord- 
nung gleich  rii  ist.     Hierbei  werden  die  aus  einem  einzigen  Buch- 
staben bestehenden  Cyclen  mitgezählt,   so  dass  die  Relation   be- 
steht : 

n  =  »jj  Wj   -{-  wjj  «2  -}-•••  -\-  niu,  11(0' 
Ist  im  Besonderen  die  Anzahl  n  der  Buchstaben  gleich  m^  w,,  so 
kann  man  daraus   nach  dem   vorstehenden  Satze  ein  conjugirtes 
System  der  Ordnung 

I.2.3...W1  Xn,"*' 
bilden. 

Beispiel.  —  Wenn 

w  =  6  =  3x2  =  2x.3 
ist,  so  lassen   sich   zwei  Systeme   conjugirter   Substitutionen   bil- 
den,  deren   Ordnungen   beziehungsweise   1.2.3  X  2^  =  48  und 
1.2x32  =  18  sind. 

420.  Lehrsatz  IV. —  Wenn  aus  ;2  Buchstaben  irgend 
eine  Substitution  T  gebildet  ist,  so  machen  die  ver- 
schiedenen Substitutionen  S,  für  welche  das  Produkt 
STS~^  sich  auf  eine  Potenz  von  T  reducirt,  ein  System 
conjugirter  Substitutionen  aus. 

Es  stelle  i  eine  gegebene  Zahl  dar,  welche  prim  zur  Ord- 
nung der  Substitution  T  ist.  Die  Anzahl  der  Substitutionen,  die 
der  Gleichung 

genügen,  ist  (No.  409)  gleich  der  Anzahl  M  der  gegen  S  ver- 
tauschbaren Substitutionen.  Bezeichnet  man  daher  mit  v  die 
Anzahl  der  Substitutionen  S,  welche  die  vorhergehende  Gleichung 
befriedigen,  wenn  i  aufhört,   eine  gegebene  Zahl  zu  sein,   und 
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mit  cp  (jn)  die  Zahl,  welche  anzeigt,  wie  viele  Zahlen  prim  zur 
Ordnung  n*  der  Substitution  T  und  nicht  grösser  als  fi  sind,  so 
hat  man 

V  =^  M  (p  {^). 
Dies  vorausgesetzt,  seien 

(1).  1  ,  S^  ,  S2  ,  So  ,  .  .  .  ,  Sy—i 

die  Substitutionen,  welche  der  im  Ausspruch  des  Satzes  angege- 
benen Bedingung  genügen.  Wir  behaupten,  dass  das  Produkt 
von  zwei  beliebigen  der  Substitutionen  (1)  sich  in  derselben  Reihe 
vorfindet,  dass  diese  Reihe  folglich  ein  conjugirtes  System  v*®' 
Ordnung  bildet.  Dies  zu  beweisen,  betrachten  wir  die  beiden 
Substitutionen  S^  ,  Sj.    Der  Voraussetzung  nach  ist 

(2).  S^TST^  =  T',  oder  S^  T  =  T'  S,  . 

(3).  S^TSi^  =  T\  oder  S^T  =  T-^S.^. 

Wird  die  Gleichung  (3)  zur  Linken  mit  S^  multiplicirt,  so  folgt 

(4).  SiS^T  =  Si  T^  «2  . 

und   wenn  man   die  Gleichung  (2)   auf  die   Potenz  j  erhebt,    so 

erhält  man 

Si  T  s^^  Sj  TST^ . . .  s^i  T  sr^  =  t^ , 

das  heisst 

(5).  S,  P  ST^  =  t\  oder  S^  P  =  J'^'  Si. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Gleichung  (5)  liefert  die  Formel  (4): 

(6).       Sj  «2  T  =  T'^'  Si  S2  oder  (S^  S^)  T  (S,  Sj)"^  =  T^''  > 
woraus    die  Richtigkeit    unserer  Behauptung,    S,  S^   sei   in   der 
Reihe  (1)  enthalten,  hervorgeht. 

421.  Es  seien  e  eine  der  Zahlen,  die  prim  zu  ft  sind,  und 
%•  der  Exponent,  zu  welchem  e  nach  dem  Modul  jw.  gehört.  Wenn 
man  die  Reihe  (1)  nicht  mehr  aus  allen  Substitutionen  S  bestehen 
lässt,  welche  der  Gleichung 

STS~^  =  T' 
für  einen  beliebigen  Werlh  von  t  genügen,  sondern  nur  diejeni- 
gen Substitutionen  S  nimmt,  welche  dieselbe  Gleichung  unter  der 
Voraussetzung  befriedigen,  dass  i  nach  dem  Modul  (i  einer  Potenz 
von  e  congruent  sei,  so  bilden  diese  Substitutionen  (1)  gleich- 
falls ein  conjugirtes  System.     Setzt   man   nämlich   voraus,   dass  2 

14* 
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und  j  in  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  zwei  Potenzen  von  e  be- 
zeichnen, so  ist  auch  das  Produkt  ij  eine  Potenz  von  e,  und 
der  Formel  (6)  wegen  gehört  das  Produkt  Sj  S.,  der  Reihe  (Ij 
an.     Wir  gelangen  somit  zu  dem  folgenden  Satze: 

Lehrsatz  V.  —  Hat  man  aus  n  Buchstaben  irgend 
eine  Substitution  f*'^"^  Ordnung  T  gebildet,  und  bil- 
det sodann  alle  Substitutionen  S  von  der  Beschaffen- 
heit, dass  das  Produkt  STS~  sich  auf  eine  Potenz  von 
r  r  e  d  u  c  i  r  e ,  d  e  r  e  n .  E  x  p  o  n  c;  ii  t  nach  dem  M  o  d  u  1  jit  c  o  n  - 
gruent  ist  einer  Potenz  einer  nach  dem  Modul  f*  zum 
Exponenten  &  gehörenden  gegebenen  Zahl  e,  so  machen 
die  Substitutionen  S  ein  conjugirtes  System  der  Ord- 
nung 931  aus.  Wenn  die  Zahl  }i  primitive  Wurzeln 
hat,  so  kann  &  irgend  ein  Divisor  von  qp  {(a)  sein; 

Dieser  Lehrsatz  V  umfasst  den  Lehrsalz  III  als  einen  beson- 
deren Fall;  beide  fallen  zusammen,  wenn  man  '9-=l,  folglich 
e  =  1  macht.  Der  Satz  V  enthält  aber  nicht  den  Satz  IV,  da 
eine  zusammengesetzte  Zahl  im  Allgemeinen  keine  primitive  Wur- 
zel besitzt.  Diese  Ausdehnung  des  Lehrsatzes  III  ist  von  Jordan 
im  XXXVIIP''''  Hefte  des  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique  ange- 
geben worden. 

Zusatz  L  —  Man  kann  aus  «Buchstaben  Systeme 
conjugirter  Substitutionen  der  Ordnung  ticp  {ti)  und  der 

Ordnung  -^--—  bilden,    wo   t  ein  passend   gewählter 

Divisor  von  n  ist.  Wenn  im  Besonderen  n  eine  Prim- 
zahl ist,  so  kann  man  ein  System  conjugirter  Substi- 
tutionen bilden,  dessen  Ordnung  gleich  fi  {ti  —  1)  oder 
gleich  dem  Quotienten  dieser  Zahl  durch  irgendeinen 
Divisor  von  «—1  ist. 

Dieser  Zusatz  geht  unmittelbar  aus  den  Sätzen  IV  und  V 
hervor,  wenn  man  darin  T  eine  cyclische  Substitution  n*"  Ord- 
nung bedeuten  lässt. 

Zusatz  n.  —  Man  kann  aus  n —  1  gegebenen  Buch- 
staben ein  conjugirtes  System  der  Ordnung  cp  {n)  oder 

^M.  bilden. 

Wir  betrachten  das  conjugirte  System,  welches  nq)  {n)  oder 
'i^W  Substitutionen  von  n  Buchstaben  enthält,  und  von  dem  im 
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vorhergehenden  Zusätze  die  Rede  ist.  Um  dieses  System  zu  bil- 
den, geht  man  von  einer  cych'schen  Substitution  n'*^'^  Ordnung 
T  aus  und  nimmt  die  Substitutionen  S,  welche  einer  Gleichung 
von  der  Form  STS~  =  T'  genügen.  Nun  geht  aus  der  Bil- 
dungsweise dieser  Substitutionen  S  hervor,  dass  es  für  jeden 
Werth  von  i  eine  einzige  Substitution  S  giebt ,  welche  einen  gege- 
benen Buchstaben  a  nicht  versetzt.  Folglich  enthält  das  betrach- 
tete System  cp  {n)  oder  ^-^  Substitutionen,  welche  nur  n — 1  Buch- 
staben versetzen,  und  es  liegt  auf  der  Hand,  dass  diese  Substitu- 
tionen ein  conjugirtes  System  ausmachen. 

422.  Lässt  man,  falls  w  =  6  ist,  T  zunächst  eine  regel- 
mässige Substitution  bedeuten,  welche  aus  zwei  Cyclen  drittel- 
Ordnung  besteht,  so  kann  man  nach  dem  Lehrsatz  IV  ein  System 
conjugirter  Substitutionen  bilden,  dessen  Ordnung  1.2x3'^X2 
oder  36  ist.  Ninunt  man  zweitens  für  T  eine  cyclische  Sub- 
stitution 6'"  Ordnung,  so  kann  man  nach  dem  Lehrsatz  V 
(Zusatz  1)  ein  cojijugirtes  System  der  Ordnung  6  X  g?  (6)  oder  12 
bilden.     Es  sei 

T  =  {a  ,  b  ,  c  ,  d  ^  e  ,  f) 

die  gewählte  cyclische  Substitution;  dann  besieht  das  conjugirte 
System 

1"  aus  den  sechs  Potenzen  von  T 

1  ,  T .  T^  ,  T^  ,  T^  ,  T^; 

2"  ans  den  folgenden  sechs  Substitutionen  zweitei-  Ordming: 

(«  ,b){c,  f)    [d  ,  6')      ,      («  ,  c)   [d  ,  f)    [b]    [c]  , 

{a,d)   {b,c)  {e,n     .     {a,e)  {b  ,  d)  {c)  (f)  , 

{a  ,f)   [b,  e)  [c  ,  d)     ,      {b,n  {c  ,  c)  (a)   {d)  . 

Bezeichnet  S  irgend  eine  dieser  sechs  letzten  Substitutionen,  so  ist 

Srs~^  =  f'  oder  [ST]'  =  1. 

4:23.  Lehrsatz  VI.  —  Wenn  zwei  Systeme  conjugir- 
ter Substitutionen 

1   .    ^1  >    3^2  '   •  •  •   '    ^»—1  . 
deren  Ordniiugen  beziehungsweise  jn  und  v  sind,  gegen- 
einander  vertauschbar  sind    und    keine    Substitution 
gemeinschaftlich  haben,  so  bilden  die  Substitutionen 
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1 

.    St 

,s,       ,  ...  , 

^fi-l 

Ts 

.  T,S, 

,  T,S,,  ...  , 

Ti  S/_t^i  , 

T2 

,  T,S, 

,   T^  S^  ,  .  .  .  , 

T^  S^-i  , 

Tr- 

-i>  T^—iS^ 

,  TV-iSj,  .  .  .  , 

Tv—i  S/^i-] 

oder 

1 

>     S'l                   : 

,  s. 

,  Sfi—i 

^1 

>  S,T, 

,  S,T,      ,  ... 

,  S^_i  Tj 

^2 

,  Si  T^ 

t       ^2     T.y              ,       .     .     . 

>  S/.1—1  T^ 

Tv—i  ,    Si   TV— 1  ,    ^2  T^r— 1  .    •    •   •    .    5^^— 1  ^v-l» 

welche  durch  Multiplication  der  Substitutionen  des 
einen  Systems  mit  denjenigen  des  zweiten  Systems 
entstehen,  ein  conjugirtes  System  der  Ordnung  fiv. 

Multipiicirt  man  nämlich  mehrere  Terme  irgend  einer  der 
beiden  Tabellen,  so  erhält  man  ein  aus  Factoren  T  und  aus 
P'actoren  S  zusammengesetztes  Produkt.  Man  kann  aber  der 
Voraussetzung  nach  die  Reihenfolge  zweier  aufeinander  folgenden 
Factoren  S  und  T  umkehren,  vorausgesetzt,  dass  man  zugleich 
die  Indices  ändert;  denn  es  ist  für  jeden  WertK  von  i  und  vonj 

Si  Tj  =  Tj'  Si'  und   7}  Si  =  Si'  Tj' . 

Ausserdem  reducirt  sich  das  Produkt  mehrerer  aufeinanderfolgen- 
den Factoren  S  oder  T  auf  eine  der  mit  S  oder  T  bezeichneten 
Substitutionen.  Das  Produkt,  welches  wir  gebildet  haben ,  ist  mit- 
hin von  einer  der  beiden  Formen 

und  es  kommt  folglich  in  jeder  unserer  Tabellen  vor.  Wir  haben 
jetzt  noch  zu  zeigen,  dass  zwei  Substitutionen  ein  und  derselben 
Tabelle  verschieden  sind:     Die  Gleichung 

Ti  Sj  =  Ti '  Sj ' 

zieht  die  folgende  nach  sich: 

SjSj'-^  =  Ti'  Tr\ 

Das  erste  Glied  dieser  Relation  gehört  dem  Systeme  S,  das  zweite 
dem  Systeme  T  an ;  ferner  haben  diese  beiden  Systeme  nur  den 
Term  1  gemeinschaftlich.     Man  hat  daher 
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Sj  Sj         =^   1   ,    I  i    -li        =   1 , 
das  heisst 

Sj'   =  Sj  ,   Ti'   ==  Ti . 
Jede  unserer  Tabellen  umfasst  mithin  ju-v  verschiedene  Substitu- 
tionen, welche  ein  conjugirtes  System  ausmachen. 

Zusatz  I.  —  Wenn  die  Substitutionen  Sund  T, 
deren  Ordnungen  beziehungsweise  jn  und  v  seien,  ge- 
geneinander vertauschbar  sind  und  keine  Potenz 
ausser  der  Einheit  gemeinschaftlich  haben,  so  erhält 
man  ein  conjugirtes  System  der  Ordnung  {iv,  wenn 
man  die  ft  Potenzen  von  S  mit  den  v  Potenzen  von  T 
multiplicirt. 

Unter  der  gemachten  Voraussetzung  erfüllen  nämlich  die  bei- 
den conjugirten  Systeme 

\  ,  S  ,  S    ....»oT     , 

die  im  vorstehenden  Lehrsatze  angegebenen  Bedingungen. 

Zusatz  II.  —  Wenn  mehrere  Substitutionen  S,T,U,..., 
deren  Ordnungen  beziehungsweise  fi,  v,  q,  .  .  .  seien, 
zu  je  zweien  gegeneinander  vertauschbar  sind,  und 
wenn  die  Gleichung 

S'  T^  U''  ...  =  1 
nur  für  die  Wert  he  i  =  fi  ,  J  =  v,  k  =  q,  ...  stattfin- 
den kann,  so  erhält  mau  ein  conjugirtes  System  der 
Ordnung  ^lvq  ...,  wenn  man  die  Potenzen  von  S  mit 
denjenigen  vonT,  die  so  erhaltenen  Resultate  mit  den 
Potenzen  von  V,  u.  s.  w.  multiplicirt. 

Anmerkung.  —  Wenn 
/>=  («o.aj  ,...,a^_i)  (6o.6i,...,6^_i)  ...  {f^  ,f^  ,  ... ,  f^^i), 

0  =  («0  '  *o  '  •  •  • '  /o)  («] .  *n  •  •  • .  /"i)   •  •  •  («?-i  -  *p- 1 /e-i) 

gesetzt  wird,  und  wenn  S  und  T  zwei  gegeneinander  vertausch- 
bare Substitutionen  sein  sollen,  welche  keine  Potenz  ausser  der 
Einheit  gemeinschaftlich  haben,  so  ist  erforderlich  und  hinrei- 
chend, dass  (No.  405) 

S  =  P  ,  T  =  Q, 
oder 
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S  =  PP'P"  .  .  .  ,   T  =  QQ'Q"  ... 
sei,  worin  P'  und  ()',    P"  und  Q" ,  ...    Substitutionen    liezeich- 
nen,  welche  auf  dieselbe  Weise  wie  P  und  Q,  aber  aus  verschie- 
denen Buchstaben  gebildet  sind. 

Betrachten  wir  z.  B.  den  Fall,  in  welchem  6  Buchstaben 
gegeben  sind.     Macht  man 

S={a,  b)  [c  ,d)(e,n     ,      T={a,  c)  [b  ,  d)  (e)  [f), 
so  erhält  man   ein   conjugirtes  System   vierter  Ordnung,   welches 
aus  folgenden  vier  Substitutionen  besteht: 
1  ,  S  ,  T  ,  ST. 

4:24r.  Untersuchung  eines  bemerkenswerthen  Fal- 
les, welcher  in  die  Lehrsätze  V  und  VI  eingeht.  —  Der 
Fall,  um  den  es  sich  hier  handelt,  ist  derjenige  des  Systems 
von  n  [n  —  1)  conjugirlen  Substitutionen,  von  welchem  im  Zusatz  l 
zum  Lehrsatz  V  die  Rede  ist,   wenn  n   eine  Primzahl  bedeutet. 

Es  seien 

die  n  gegebenen  Buchstaben,  und  es  werde,  wie  in  No.  404, 
vorausgesetzt,  dass  a„q^r  denselben  Buchstaben  wie  «,.  bezeichne. 
Das  System,  welches  wir  betrachten,  besteht  aus  allen  Subslitu- 
tionen  S,  welche  einer  Gleichung  von  der  Form 

STS~^  =  r' 

genügen,  wo  T  eine  cyclische  Substitution  n^^"^  Ordnung  bezeich- 
net.    Diese  Substitution  sei 

T  ==  (a,j  ,  «1  ,  «2  .  •  •  •  .  a„_i). 
Da  n  eine  Primzahl  ist,   und  i  irgend   eine   durch  n  nicht  theil- 
bare  Zahl   bezeichnet,    so    ist   T^  eine  cyclische  Substitution  n*''' 
Ordnung,  und  man  hat  den  getroffenen  Bestimmungen  zufolge 

oder,  wenn  man  einen  beliebigen  Buchstaben  a^,  auf  den  ersten 
Platz  bringt, 

T^  =    [öAt!  .  ö!(/t  +  l)t  .   •  •  •   >  (t(n-l)i  ,  Oq  ,  tti  ,   .  .  .  ,  a(/t_i),-]. 

Dies  vorausgesetzt,  muss  jede  Substitution  S  dadurch  gebildet 
werden,  dass  man  zum  Zähler  die  Permutation  nimmt,  welche 
den  Cyclus  von  T\  und  zum  Nenner  die  Permutation,  welche 
den  Cyclus  von  T    ausmacht.     Wir  bezeichnen  diese  letzte  Per- 
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iiHilation  mit  C  und  mit  C"  ,  C"  die  Permutationen,  welche  den 
Cyclus  von  l"  bilden,  wenn  man  beziehungsweise  «q,  «a,  aul' 
den  ersten  Platz  setzt.  Der  allgemeine  Ausdruck  der  Substitutio- 
nen S  ist  dann 


^  =  (0  -  (?)  0 


Offenbar  hat  ujan 

Was  die  Substitution  (^  j  betrifft,  so  schliesst  dieselbe  den  Buch- 
staben rty  nicht  ein,  und  es  ist 

/c'\  ^^  r«(«2*-  ••  "("-nn 

\C  )        L«,  «2  •  •  •  «"    1  J 
Die  Wirkung  dieser  Substitution  besteht  darin,  dass  die  In- 
dices   der  Buchstaben   a  mit  i  multiplicirt   werden.     Wir   lassen 
jetzt  r  eine  primitive  Wurzel  der  Primzahl  n  bedeuten,  setzen 

/  =  r^  [mod.  n) 
und  bezeichnen  mit  U  die  Substitution,  in  Folge  welcher  die  In- 
dices  der  Buchstaben  a  mit  r  multiplicirt  werden:  dann  ist  klar, 
dass  die  v*«  Potenz  von   U  diese   Indices  mit   r'  oder  i  multipli- 
cirt; man  hat  daher 


0  = "' 


Ausserdem  lehrt  die  Relation  r"~^  ^  1^  [mod.  n),  dass  ü  eine 
cyclische  Substitution  der  Ordnung  n  —  1  ist,  deren  Ausdruck 
folgender  ist: 

U  =  [üi  ,  a,-  ,  «,.2  ,  «,.3  ,  .  . .  ,  «,.«-2)- 
Bezeichnet  also  h  eine  Zahl  von  der  Beschaffenheit,  dass  h  =^  ki 
[mod.  n)  ist,  so  hat  die  Substitution  S  den  Werth: 

(1).  S  =  T^  V\ 

Aus  der  Gleichung 

ergiebt  sich  endlich 

ST^S~^  =   7^'  =  7"^'  =  SIJ~\ 
also 
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und 

(2).  S  =  Ü^  t'\ 

Die  Formeln  (1)  und  (2)   liefern  mithin   denselben  Werlh  von  S, 
wenn  die  Exponenten  h  und  k  der  Relation 

Ji  =  k/ 
genügen.  Jede  derselben  giebt  uns  alle  Substitutionen  des  in 
Rede  stehenden  Systems,  wenn  man  darin  h  oder  k  die  n  Werthe 
0,  1,  2,  ...,  n  —  1  und  v  dieselben  Werthe  mit  Ausnahme  von 
Null,  oder,  was  auf  dasselbe  hinausläuft,  mit  Ausnahme  von  « — 1 
ertheilt.  Mit  andern  Worten:  man  erhält  das  System,  mit  dem 
wir  uns  beschäftigen,  dadurch,  dass  man  die  Substitutionen 

\  ,  T  ,  T'  ,  .  .  .  ,  T"'^ 

zur  Rechten  oder  zur  Linken  mit  den  Substitutionen 

1  ,   U  ,   U"^  ,  ...  ,   U"~^ 
multiplicirt. 

Beispiel.  —  Wir  betrachten  den  Fall,  in  welchem  n  =  6 
ist.  Da  5  die  primitive  Wurzel  2  besitzt,  so  kann  man  durch 
Multiplicalion  der  Potenzen  der  beiden  Substitutionen 

T  =  (ö(,  ,  a^  ,  «2  .  «3  »  «4)  .   ü  =  (ai  ,  «2  .  «4  ,  «3) 
ein  System  von  zwanzig  conjugirten  Substitutionen  bilden.    Es  ist 
leicht,  an  diesem  Beispiel  zu  zeigen,  dass  die  Formel 

für  alle  Werthe  der  Zahlen  k  und  v  stattfindet. 

425.  Lehrsatz  VIL  —  Es  ist  ein  System  von  «Buchsta- 
ben gegeben,  und  es  seien  nj  eine  ganze  Zahl,  die  gleich 
n  oder  kleiner  als  n  ist,  v  =  mi«j  ein  in  «  enthalte- 
nes Vielfache  von  n^.  Ferner  sei  «2  ^'"^  Zahl,  die 
gleich  OTj  oder  kleiner  als  m^  ist,  und  »12^2  ein  in  »ij 
enthaltenes  Vielfache  von  n^.  Ebenso  sei  n.^  eine  Zahl, 
die  gleich  »ij  oder  kleiner  als  Wj  ist,  und  m.^n^  ein  in 
m^  enthaltenes  Vielfache  von  «3,  u.  s.  w.  Dann  kann 
man  aus  v  Buchstaben,  die  nach  Belieben  aus  der 
Reihe  der  gegebenen  n  Buchstaben  gewählt  sind,  stets 
ein  System  conjugirter  Substitutionen  bilden,  dessen 
Ordnung  n^"'' n./"^ «3*"»   ...  ist. 
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Dieser  Satz  ist  von  Cauchy  in  der  bereits  citirten  Arbeit 
bewiesen. 

Wir  nehmen  v  =  m^  «j  Buchstaben  aus  der  Reihe  der  gege- 
benen, und  verlheilen  dieselben  in  mj  Gruppen,  deren  jede  aus 
7?,  Buchstaben  besteht,  und  die  wir  Gruppen  erster  Art  nen- 
nen wollen.  Darauf  setzen  wir  aus  diesen  m^  Gruppen  die  Cyclen 
von  m,  cyclischen  Substitutionen  der  Ordnung  n^  zusammen,  die 
wir  durch 

(1).  P\  >  ^2  >  ^i>  •  •»•  '  '^»h 

darstellen. 

Von  den  m,  Gruppen  erster  Art  nehmen  wir  m,  n^  und  ver- 
lheilen dieselben  in  m^  Gruppen  zweiter  Art,  welche  danach 
durch  die  Vereinigung  von  «2  Gruppen  erster  Art  gebildet  wer- 
den. Aus  den  n^  n^  Buchstaben  jeder  Gruppe  zweiter  Art  bilden 
wir  eine  Substitution,  welche  die  Wirkung  hat,  die  in  der  Gruppe 
zweiter  Art  enthaltenen  Gruppen  erster  Art  cyclisch  zu  versetzen ; 
die  so  erhaltenen  m^  Substitionen  seien 
(2).  0,  ,  O2  .  iP,  .  ...  ,  Q,..- 

Wenn  C  ,  C  ,  C",  ...  die  Gruppen  erster  Art  bezeichnen, 
welche  eine  Gruppe  zweiter  Art  zusammenselzen,  so  ist  jede 
Substitution  (2)  von  der  Form 

[CC'C"...)    oder   (^' ^",^"',  '   -\- 
^  '  \C  C   0'    ...  ) 

Ihre  Wirkung  besteht  darin,  dass  jeder  Buchstabe  von  C  durch 
denjenigen  ersetzt  wird,  welcher  in  C  denselben  Platz  einnimmt, 
dass  an  die  Stelle  des  letzteren  derjenige  tritt,  welcher  densel- 
ben Platz  in  C"  einnimmt,  u.  s.  w.  Daraus  gehl  hervor,  dass 
die  Substitutionen  Q  regelmässig  sind,  und  dass  jede  von  ihnen 
aus  n,  Cyclen  der  Ordnung  n.^  besteht. 

Von  den  m^  Gruppen  zweiter  Art  nehmen  wir  m^  n^  und 
verlheilen  sie  in  m^  Gruppen  dritter  Art,  welche  danach  «3 
Gruppen  zweiler  Art  enthalten.  Aus  den  n^  n^  «3  Buchstaben 
jeder  Gruppe  dritter  Art  bilden  wir  eine  Substitution,  welche  die 
Wirkung  hat,  die  in  der  Gruppe  dritter  Art  enthaltenen  Gruppen 
zweiter  Art  cyclisch  zu  versetzen.  Die  so  erhaltenen  m^  Substi- 
tutionen seien 

(3).  i?j  ,  i?2  »  -^3  >  . '  •  >  -^/«j  • 

Durch  Wiederholung  des  hinsichtlich  der  Substitutionen  Q  ange- 
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stellten  Schlussverfahrens  beweist  man,  dass  jede  Substitution  R 
regelmässig  ist  und  aus  tt^  n^  Cyclen  der  Ordnung  Wg  besteht. 
Auf  diese  Weise  kann  man  so  lange  fortfahren,  bis  in  der 
Reihe  der  Zahlen  m^  ,  Wj  ,  mg  ,  .  .  .  die  Einheit  zum  Vorschein 
kommt. 

In  jeder  der  Reihen  (1)  ,  (2)  ,  (3)  ,  .  .  .  haben  irgend  zwei 
Substitutionen  keinen  Buchstaben  gemeinschaftlich;  sie  sind  folg- 
lich gegeneinander  vertauschbar.  Man  erhält  also  ein  System 
conjugirter  Substitutionen  P  der  Ordnung  n{^',  indem  man  die 
m,  Reihen,  deren  jede  aus  den  iiy  Potenzen  einer  der  Substitu- 
tionen (1)  gebildet  ist,  in  einander  multiplicirt.  Auf  dieselbe 
Weise  entstehen  aus  den  Substitutionen  (2)  ,  (3)  ,  .  .  .  conjugirte 
Systeme  Q  ,  R  ,  ... ,  deren  Ordnungen  beziehungsweise  n2"''',n./"',... 
sind. 

Wir  behaupten  ferner,  irgend  zwei  der  so  gebildeten  Sy- 
steme seien  gegeneinander  vertauschbar.  Dies  zu  beweisen,  stel- 
len wir  die  Buchstaben,  welche  in  jeder  der  verschiedenen  Grup- 
pen irgend  einer  Art  enthalten  sind,  durch  ein  und  dasselbe  Zei- 
chen a,  oder  b,  oder  c,  .  .  .  dar,  dem  wir  einen  veränderlichen 
Index  anhängen.  Dann  können  diejenigen  der  Substitutionen 
P ,  Q  ,  R  ,  .  .  .  ,  welche  die  Wirkung  haben,  die  in  einer  dei- 
betrachteten  Gruppen  enthaltenen  Gruppen  niedrigerer  Arten 
cyclisch  zu  vertauschen,  aus  den  auf  eine  andere  Gruppe  bezüg- 
lichen dadurch  hergeleitet  werden,  dass  man  das  mit  Iiidices 
versehene  Zeichen  ändert,  die  Indices  aber  unverändert  lässt. 
Wenn  demnach  A  und  B  zwei  Gruppen  2'^'  Art  bezeichnen,  welche 
beziehungsweise  aus  den  mit  denselben  Indices  versehenen  Buch- 
staben a  ,  b  gebildet  sind,  und  wenn  eine  der  Substitutionen 
P ,  Q  ,  . .  .  Ä  m  A'  verwandelt,  so  verwandelt  eine  dieser  Sub- 
stitutionen auch  B  in  B\  und  die  Reihenfolge  der  Indices  von 
b  in  B'  ist  dieselbe,  wie  die  Reihenfolge  der  Indices  von  a  in  Ä . 

Dies  vorausgesetzt,  sei  V  eine  Substitution  einer  der  Reihen 
(2) ,  (3) ,  ... ,  welche  die  in  einer  Gruppe  {i  -f  1)*«"^  Art  AB  CD  ...  K 
enthaltenen  Gruppen  i^^^'  kvi  A,  B,  C,  D,  ...,  Ä"  cyclisch  versetzt. 
Zugleich  sei  U  eine  der  Substitutionen  (1)  ,  (2)  ,  (3)  ,  . . .  ,  welche 
nur  in  einer  der  Gruppen  ^  ,  ^  ,  . .  .  ,  z.  B.  in  C  Buchstaben- 
versetzungen hervorbringen.  Wir  nehmen  an,  ?7  verwandle  C  in 
C;  nach  dem  eben  Gesagten  enthält  das  System,  welchem  U 
angehört,  eine  andere  Substitution  IJ' ,  welche  auch  D  in  D'  ver- 
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wandelt.  Wir  wollen  nun  der  Reihe  nach  jede  der  drei  Substi- 
tutionen ü  ,  F  ,  U'~    auf  die  Gruppirung 

A  B  C  B  .  ..  K 
anwenden.     In  Folge   der   Substitution  U  geht  dieselbe  zunächst 
über  in 

AB  C  I)  ...K; 
wendet  man  sodann  die  Substitution    F  an,  so  ergiebt  sich 

B  C  B'  ...  KA; 

endlich  erhält  man  mittels  der  Substitution  U"~  ,  da  diese  B'  in 
B  verwandelt, 

B  C  B  ...  A. 
Zu  genau  demselben  Resultat  würde  man  gelangt  sein,  wenn  man 
die    Substitution    V   auf    die    anfängliche    Gruppirung    angewandt 
hätte;  es  ist  daher 

U'~^  V  U  =   V  ,  folglich   VU  =  U'  V. 

Daraus  geht  hervor,  dass  die  conjugirten  Systeme  P,  Q,  R,  ... 
zu  je  zweien  gegeneinander  vertauschbar  sind.  Ausserdem  kann 
ein  Produkt  von  der  Form  V  .. .  R  Q  P,  w elches  aus  Substitu- 
tionen dieser  verschiedenen  Systeme  gebildet  ist,  sich  nicht  auf 
die  Einheit  reduciren,  wofern  nicht  jeder  seiner  Factoren  gleich 
Eins  wird;  denn  sonst  hätte  man 

...  RPQ  =  V~\ 
was  deshalb  unmöglich  ist,  weil  die  im  ersten  Gliede  enthaltene 
Substitution  die  Buchstaben -Gruppen,  welche  V~  gegeneinamler 
vertauscht,  nicht  versetzen  kann.  Man  erhält  somit  durch  Multi- 
plication  der  Systeme  P,  Q,  R,  . ..  ein  System  conjugirter  Sub- 
stitutionen der  Ordnung  w^'"-  n^"'^n^'"^  .... 

Zusatz  I. —  Es  ist  ein  System  von  w  Buchstaben  ge- 
geben, und  es  bezeichne  p  eine  Primzahl,  die  gleich 
n  oder  kleiner  als  n  ist.  Ferner  seien  v  =  m^p  ein  in 
n  enthaltenes  Vielfache  von  p  ,  m^p  ein  in  m^  enthalte- 
nes Vielfache  von  p  ,  m^p  ein  in  m^  enthaltenes  Viel- 
fache von  p,  u.  s.  w.  Dann  kann  man  aus  v  nach  Belie- 
ben gewählten  Buchstaben  immer  ein  System  primi- 
tiver und  conjugirter  Substitutionen  bilden,  dessen 
Ordnung  gleich  ^"'1  +  »'2 -f »'3 -t-       ist. 
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Dieser  Zusatz  geht  aus  dem  vorhergellenden  Lehrsatze  her- 
vor, wenn  darin  Wj  =  n2  =  %  =  •••=  ^  vorausgesetzt  wird. 
Da  die  Ordnung  des  conjugirten  Systems  eine  Potenz  von  p  ist, 
so  hat  auch  jede  Substitution  des  Systems  eine  Potenz  von  p 
zur  Ordnung  und  ist  folglich  primitiv. 

Zusatz  n.  —  Es  ist  ein  System  von  ?j  Buchstaben 
gegeben,  und  es  seien  p  eine  Primzahl,  die  gleich  ?j 
oder  kleiner  als  n  ist,  v  das  grösste  in  «  enthaltene 
Vielfache  von  p  und  joM  die  höchste  in  das  Produkt 
iV=1.2.3...n  aufgehende  Potenz  von  p.  Dann  kann 
man  aus  v  beliebig  gewählten  Buchstaben  stets  ein 
System  primitiver  und  conjugirler  Substitutionen 
bilden,  dessen  Ordnung  gleicli  p^'  ist. 

Dieser  Zusatz  ergiebt  sieb  aus  dem  vorhergehenden,  wenn 
man  voraussetzt,  dass  m^p  das  grösste  in  n  enthaltene  Vielfache 
von  p  ,  m.^p  das  grösste  in  m^  enthaltene  Vielfache  von  p  sei, 
u.  s.  w.   Unter  dieser  Voraussetzung  ist  die  Summe 

fi    =    OTj    -{-     ««2    ~l~    '"3    ~f"    *  ■  * 

offenbar  der  Exponent  der  höchsten  in  das  Produkt  iV=1.2.3...n 
aufgehenden  Potenz  von  p. 

426.  Beispiel.  —  Wir  betrachten  den  Fall ,  in  welchem 
n  =  6  ist,  und  nehmen  p  =  2  an.  Die  höchste  Potenz  von  2, 
welche  in  1.2.3.4.5.6  aufgeht,  ist  2^  oder  16;  man  kann  da- 
her aus  sechs  Buchstaben  ein  System  von  sechszehn  primitiven 
und  conjugirten  Substitutionen  bilden.  Sind  a  ,  h  ,  c  ,  d  ,  e  ,  f 
die  gegebenen  Buchslaben,  so  kann  man  für  die  Substitutionen 
P  folgende  wählen: 

{a,h)  ,  [c  ,  d)  ,  [e  ,  f). 

Die  Beihe  der   Substitutionen  Q  reducirt  sich  hier  auf  eine  ein- 
zige Substitution,  und  man  kann 

[a  ,c)  [b  ,  d) 

nehmen.     Das  Produkt  der  vier  Systeme 

1  .  («  ,  b) 

1  ,  {c  ,  d) 

i  .{e.n 

1   ,  (rt  ,  c)  [b  ,  d) 
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liefert  sechszehn  conjugirte  SuhstituUonen ,  unter  denen  sich  ausser 
der  Einheit  folgende  befinden: 

1"  drei  Transpositionen,  nämlich: 

(o  ,h),[c,d),[e,f)\ 
2^  fünf   regelmässige    Substitutionen,    deren    jede   aus   zwei 
Transpositionen  besteht,  nämlich: 

(«  ,h)  [cd)  ,  {a  ,b){e,f),{c,  d)  [e  ,f), 
[a  ,  c)  [b  ,  d)  ,  («  ,  d)  [b  ,c)\ 
3^    drei    regelmässige    Substitutionen,    deren    jede   aus   drei 
Transpositionen  besteht,   nämlich: 

(«  ,b)  [c,  d)  {e,f)   ,    (a  ,  c)  {b  ,d)  [e.f)    ,    [a  ,  d)  [b  ,  c]  [e  ,  f); 
4^  zwei  cyclische  Substitutionen  vierter  Ordnung,  nämlich: 

[a  ,  d  ,  b  ,  c)     ,     [a  ,  c  ,  b  ,  d); 
5*^  zwei  unregelmässige  primitive  Substitutionen  vierter  Ord- 
nung, nämlich: 

[a  ,  d  ,  b  .  c)  {e  ,  f)  ,  {a  ,  c  ,  b  ,  d)  [e  ,  f). 
427.  Lehrsatz  VIII.  —  Hat  man  aus  m  Buchstaben 
ein  conjugirtes  System  (i^^""  Ordnung  und  aus  p  Buch- 
staben ein  conjugirtes  System  der  Ordnung  w  gebil- 
det, so  kann  man  aus  n  =  mp  Buchstaben  ein  System 
conjugirter  Substitutionen  construiren,  dessen  Ord- 
nung gleich  fiPco  ist. 

Wir  vertheilen  die  mp  gegebenen  Buchstaben  in  p  Gruppen, 
deren  jede  m  Buchstaben  enthält ,  und  die  wir  durch 

«Q    ,    rtj    ,    «2    '    •   •   •    '    (^m—l  f 
bfi    ,    bi     ,    ^2    '     •    •   •    '    bm—1. 


0    '    ^\    >    "^2    »     •   •  •    >    "^wi — 1 

darstellen.  Es  sei  nun  A  ein  System  von  ^  conjugirten  Substi- 
tutionen ,  welche  aus  den  m  Buchstaben  a  der  ersten  Beihe  die- 
ser Tabelle  gebildet  sind.  Ferner  seien  B,  C,  ..,,  £  die  Sy- 
steme conjugirter  Substitutionen,  welche  entstehen,  wenn  man  in 
A  den  Buchstaben  a  der  Beihe  nach  durch  b,  c,  ...,  k  ersetzt, 
ohne  die  Indices  zu  verändern.     Endlich  bezeichnen  wir  mit 

1  ,  Si  ,  Ti  ,  .  ..  ,   Ui 
(0  conjugirte  Substitutionen,   welche  aus  den  p  Buchstaben 
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gebildet  sind,  setzen 

S  =  Sq  Si   .  .  .  Sm—1    ,    T  =  Tq  Ty  .  .  .   2'm—l    »    •  .  • 

und  nennen  P  das  conjugirte  System  der  Ordnung  w 

1  ,  S  ,  T  ,  ...  ,   U, 
dessen   Substitutionen   die  Wirkung   haben,   die  Horizontalreihen 
unserer  Tabelle  gegeneinander  zu  vertauschen. 

Offenbar  sind  die  Systeme  A  ,  B K  gegeneinander  ver- 
tauschbar, und  es  ist  leicht  einzusehen,  dass  ihr  Produkt  gegen 
das  System  P  vertauschbar  ist.  Es  seien  nämlich  A  eine  Sub- 
stitution des  Systems  A  und  S  eine  Substitution  von  P.  Die  Sub- 
stitution A,  welche  zuerst  ausgeführt  werdei]  möge,  versetzt  die 
Buchstaben  a  und  ersetzt  die   erste  Horizontalreihe    der  Tabelle 

durch 

'         '         '  /       , 

fl!(j     ,    öj     >    ^2     ,    '   •  .    ,    O,  ni—\  'i 

sodann  versetzt  die  Substitution  S  die  Horizontalreihen  der  Ta- 
belle; wenn  sie  die  Buchstaben  h  an  die  Stelle  der  a  bringen 
soll,  so  wird  die  vorhergehende  Reihe  durch 

Öq'    ,    Ö/    ,    &/    ,    .   .   .    ,     h',n~\ 

ersetzt,  und  zur  Beseitigung  der  Accente  genügt  die  Anwendung 
der  Substitution  B~  ,  wenn  B  das  bezeichnet,  was  aus  A  wird, 
sobald  man  darin  a  durch  b  ersetzt.     Man  hat  danach 

B~^  PA  =  P  ,  folglich  PA  =  BP. 

Daraus  geht  offenbar  hervor,  dass  man  durch  Multiplication  der 
p  -\-  1  Systeme  A  ,  B  ,  C  ,  .  .  .  ,  K  und  P  ein  conjugirtes  System 
der  Ordnung  ^p  .(o  erhält. 

Zusatz  I.  —  Aus  n  =  mp  Buchstaben  lässt  sich  ein 
Syslem  conjugirter  Substitutionen   der  Ordnung 

{1.2.3...m)P  (1.2.3. ..p) 
bilden. 

In  der  That  genügt  es,  für  A  das  System  aller  aus  m  und 
für  P  das  System  aller  ans  p  Buchstaben  möglichen  Substitutio- 
nen zu  nehmen. 

Beispiele.  —  Wenn  n  =  6  ist,  so  kann  man  m  =  3,  p=2, 
oder  m  =  2  ,  p  =  3  machen.  Man  sieht  sodann,  dass  sich*  aus 
sechs  Buchstaben   zwei   conjugirte   Systeme  bilden  lassen,   deren 
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Ordnungen  beziehungsweise  72  und  48  sind.  Für  n  =  4.  hat 
man  m  =  2  ,  p  =  2 ,  und  man  erhält  aus  vier  Buchstaben  ein 
conjugirtes  System  8"""  Ordnung. 

Zusatz  n.  —  Wenn  p  eine  Primzahl  ist,  so  kann 
man  aus  ?i  =  mp  Buchstaben  ein  System  conjugirter 
Substitutionen  der  Ordnung  {1 .2.ii...m}P.p.{p — 1)  bil- 
den. 

Es  genügt  nämlich ,  J  ganz  wie  in  dem  vorhergehenden  Zn- 
satze zu  wählen,  und  für  P  das  conjugirte  System  der  Ordnung 
p  [p  —  1)  zu  nehmen,  von  dessen  Existenz  wir  uns  für  den  Fall, 
dass  p  eine  Primzahl  ist,  überzeugt  haben.  Das  System,  um 
welches  es  sich  hier  handelt,  werden  wir  in  der  Theorie  der 
Gleichungen  antreffen. 

428.  Lehrsatz  IX.  —  Wenn  ein  auf  n  Buchstaben 
bezügliches  System  conjugirter  Substitutionen  alle 
cyclischen  Substitutionen  dritter  Ordnung,  die  man 
aus  n  —  1  der  gegebenen  Buchstaben  bilden  kann,  und 
ausserdem  noch  andere  Substitutionen  enthält,  so  um- 
fasst  es  alle  cyclischen  Substitutionen  dritter  Ord- 
nung, die  sich  aus  den  «Buchstaben  bilden  lassen. 

Es  seien 

ÖQ ,  «j  ,«.,,...,  a„_2  ,  b 
die  n  gegebenen  Buchstaben,  G  das  System,  welches  wir  be- 
trachten und  G'  das  conjugirte  System,  welches  aus  denjenigen 
der  Substitutionen  von  G  gebildet  ist,  die  b  nicht  enthalten.  Wir 
bezeichnen  mit  T  eine  Substitution  von  G,  welche  G'  nicht  an- 
gehört, und  setzen  voraus,  T  bringe  b  ,  «,  ,  aj  an  die  Stelle  von 
«0  ,  öj  ,  02;  i  und  j  sind  irgend  zwei  Indices,  welche  auch  diß 
Werthe  1  und  2  haben  können.  Da  die  Substitution  f/=(«Q,aj  ,«2) 
der  Voraussetzung  nach  G  angehört,  so  ist  dasselbe  mit  TUT~ 
=  [b  ,  tti ,  aj)  der  Fall.  Das  System  G  enthält  somit  alle  aus 
den  n  Buchstaben  gebildeten  cyclischen  Substitutionen  dritter 
Ordnung. 

Zusatz.  —  Wenn  ein  auf  n  Buchstaben  bezügliches 
System  conjugirter  Substitutionen  alle  1.2.3...  (w  —  1) 

=    -  aus  n  —  1  Buchstaben   gebildeten  Substitutionen 

N 
enthält,  so  ist  seine  Ordnung  N  oder  — •   Enthält  das 

n 
Serrel,   Algebra,    II.  ]5 
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vorgelegte  System  nur  die  ~^—    Substitutionen    erster 

Art,  die  sich  aus   n  —  1  Buchstaben   bilden   lassen,   so 

.    '        .        ..     ,  iV      ,       iV 

I  s  t  s  e  1  n  e  ü  r  d  n  u  n  g  —  o  d  e  r  —  • 

"     2  "In 

Wir  behalten  die  ira  vorhergehenden  Lehrsatze  angewandten 
Bezeichnungen  bei.     Der  Voraussetzung  nach  ist  G'  von  der  Ord- 

nung  -     oder  --  ;   dieselbe  Zahl  drückt  daher  auch  die  Ordnung 

°     n  l.n 

von  G  aus,  wenn  dieses  letztere  System  nur  die  Substitutionen 
von  G'  enthält.  Im  entgegengesetzten  Falle  umfasst  G  alle  aus 
den  n  Buchstaben  möglichen  cyclischen  Substitutionen  dritter  Ord- 

nung,  und  seine  Ordnung  ist  iV  oder  —  ,  nämlich:  iV,  wenn  G 

N  f 

alle  Substitutionen  der  n —  1  Buchstaben,  — ,  wenn  G  nur  Sub- 
stitutionen erster  Art  enthält. 

429.  Lehrsatz  X.  —  Wenn  ein  auf  n  Buchstaben  be- 
zügliches System  conjugirter  Substitutionen  nicht 
alle  aus  7i  —  1  Buchstaben  gebildeten  cyclischen  Sub- 
stitutionen dritter  Ordnung,  aber  alle  Substitutionen 
dieser  Art  enthält,  die  sich  aus  n — 2  der  gegebenen 
Buchstaben  bilden  lassen,  so  können  diejenigen  sei- 
ner Substitutionen,  welche  die  beiden  andern  Buch- 
staben versetzen,  dieselben  nur  gegeneinander  ver- 
tauschen. Es  wird  dabei  vorausgesetzt,  dass  die  Zahl 
n  grösser  als  4  sei. 

Es  seien 

rto  ,  «1  ,  a.)  ,  .  .  .  ,  (i„--i  .  ^)  .  ^1 
die  n  gegebenen  Buchstaben,  G  das  System,  welches  man  be- 
trachtet, und  G'  das  conjugirte  System,  welches  aus  denjenigen 
der  Substitutionen  von  G  zusammengesetzt  ist,  die  keinen  der 
Buchstaben  6„  ,  &,  versetzen.  Der  Voraussetzung  nach  enthält  G 
alle  cycUschen  Substitutionen  dritter  Ordnung,  die  man  aus  den 
n  —  2  Buchstaben  a  bilden  kann.  Wir  bezeichnen  mit  T  eine 
Substitution  des  Systems  G,  welche  G'  nicht  angehört,  und  welche 
die  Buchstaben  b^^  und  b^  nicht  gegeneinander  vertauscht. 

Wenn  die  Substitution  T  den  Buchstaben  6„  versetzt,  um 
ihn  an  die  Stelle  von  «„  zu  bringen,  währen«!  Z>,  seinen  Platz 
IxMbehält,    oder    wenn    sie   /y,    auT  den    Platz   von    ft(,  bringt,    so 
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mögen  «j  und  a.^  die  beiden  Buchstaben  sein,  welche  durch  irgend 
zwei  gegebene  Buchstaben  a,- ,  aj  ersetzt  werden.  Da  die  Sub- 
stitution ?7  =  (ö„  ,  öj  ,  «2)  dem  Systeme  G  angeliört,  so  ist  das- 
selbe mit  TUT~^  =  (60  ,  «t,  cij)  der  Fall;  folglich  enthält  G  alle 
cyclischen  Substitutionen  dritter  Ordnung,  die  .sich  aus  n  —  1 
der  gegebenen  Buchstaben  bilden  lassen,  was  der  Voraussetzung 
widerspricht. 

Wenn  T  die  Buchstaben  ft^,  b^ ,  Ui  auf  die  Plätze  von  «q,  ct^,  a^ 
bringt,  so  muss,  da  ?7  ==  {a^^  ,  «j  ,  a.^  dem  Systeme  G  angehört, 
auch  TUT~  ==  (6q  ,  b^  ,  a,)  eine  Substitution  dieses  Systems  sein. 
Letztere  ersetzt  nun  0;  durch  ä,j  und  6„  durch  ij;  wir  gelangen 
somit  wieder  zum  vorigen  Falle,  der,  wie  wir  so  eben  gesehen 
haben,    mit  der  Voraussetzung  im  Widerspruch  steht. 

Es  ergiebt  sich  also,  dass  die  Substitution  T  die  Buchstaben 
&i,  ,  b^  nur  gegeneinander  vertauschen  kann;  sie  ist  folglich  von 
der  Form  T  ==  (ö,,  ,  &,)  S,  wo  S  eine  Substitution  von  G'  ist. 
Man  sieht  zugleich,  dass  das  System  G  dadurch  erhalten  wird, 
dass  man  das  System  G'  und  das  aus  den  beiden  Substitutionen 
1,  (ft„  ,  &,)  bestehende  System  miteinander  multiplicirt.  Die  Ord- 
nung von  G  ist  daher  doppelt  so  gross,  als  diejenige  von  G'. 

A7imcrku7ig.  —  Der  vorhergehende  Beweis  erfordert,  dass 
die  Anzahl  der  Buchstaben  a  wenigstens  gleich  3,  dass  also 
?/  >  4  sei.     Für  ?«  =  4  bleibt  der  Satz  nicht  bestehen. 

Zusatz.  —   Wenn  ein  auf  n  Buchstaben  bezügliches 
System  conjugirter  Substitutionen  alle 
1.2.3...{„-2)  =  .^^ 

aus  n — ■'2  der  gegebenen  Buchstaben  gebildeten,  aber 
nicht  alle  Substitutionen  enthält,  die  man  aus  n  —  1 
Buchstaben  bilden  kann,  so  ist  seine  Ordnung  gleich 
dem   Quotienten    der   Division    von   N  durch   eine    der 

beiden  Zahlen  ~~, — - ,  n  [n  —  1).     Wenn  dasSystem  nur 

N 
die  - — -. — vn  Substitutionen  erster  Art  umfasst,  die  sich 

ln{n  —  Ij 

aus  n  —  2  Buchstaben  zusammensetzen  lassen,  aber 
nicht  alle  Substitutionen  erster  Art,  die  aus  «  —  1 
Buchstaben  möglich  sind,  so  ist  seine  Ordnung  gleicli 
dem  Quotienten  der  Division  von  N  durch  eine  der 
beiden  Zahlen  n  [n  —  \),'2n  [n  —  1), 

15* 
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Der  VoraussetzuDff  nacli   hat   G     die   Ordnung  —, — -    oder 

^  ^     71  [71 1) 

Dieselbe  Zahl  drückt  die  Ordnung  von  G  aus,  wenn 


2  w  (n  —  1) 

dieses  System  nur  die  Substitutionen  von  G'  enthält.  Im  entge- 
gengesetzten Falle  hat  jede  Substitution  von  G,  die  G'  nicht  an- 
gehört, eine  cyclische  Versetzung  der  beiden  in  G'  nicht  enthal- 
tenen Buchstaben  zur  Folge;  denn  sonst  würde  G,  der  Voraus- 
setzung zuwider,  alle  cyclischen  Substitutionen  dritter  Ordnung 
umfassen,  die  aus  n  —  1  Buchstaben  gebildet  werden  können. 
Nach  dem  vorhergehenden  Lehrsatze  ist  dann  die  Ordnung  von 
G  doppelt  so  gross,   als  diejenige  von  G'. 

Permutations  -  Gruppen. 

430.  Wir  betrachten  ein  System  F  conjugirter  Substitutio- 
nen, dessen  Ordnung  gleich  fi  sein  möge;  die  aus  n  Buchstaben 
gebildeten  Substitutionen  dieses  Systems  seien 

Nimmt  man  irgend  eine  Permutation  J^  der  ?i  gegebenen  Buch- 
staben und  multiplicirt  dieselbe  mit  den  (i  Substitutionen  von  F, 
so  erhält  man  ft  Produkte 

A(^  ,  Sy  A(^  ,  02  -^0  >  •  •  •  >  ^/u-l  -^0  > 

oder 

welche  eine  Gruppe  von  Permutationen  ausmachen.  Die 
Substitutionen  des  Systems  F,  mittels  welcher  man  von  einer 
Permutation  zu  einer  anderen  übergehl,  heissen  die  Substitu- 
tionen der  Gruppe. 

Wir  bezeichnen  mit  G  das  System  der  iY=  1.2.3...«  Sub- 
stitutionen der  gegebenen  Buchstaben,  oder  auch  irgend  ein  an- 
deres conjugirte  System,  welches  alle  Substitutionen  des  Systems 
F  enthält.  Ist  m  =  (iq  die  Ordnung  von  G,  so  können  die  Sub- 
stitutionen dieses  Systems  nach  No.  413  auf  jede  der  beiden  fol- 
genden Arten  dargestellt  werden : 

1  ,     Sy  ,8.2  ,     .    .    .    ,     S^—l  , 

Ti      ,  SyTy      ,  S2  Ty      ,  ■  ■  •  ,  S^-1  Ti      , 
(!)•  \T2       ,S,T2       ,S,T2       ,...,  5^,-1  T2       , 

Tq-y  ,  «Sj  Tg^i  ,  S2  Tfj—i  ,  .  . .  ,  <Sy,_i  Tj—i  ; 
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1 

'S, 

,s,        ,. 

•  • .  Sfi-i 

u, 

,u,s, 

.u^s^    .. 

'  •  ,  U,  Sfi—x 

u. 

,  u..  s, 

,  Ü^S^    , . 

. .  ,  Uo  5^—1 

Uq—l  ,    Uq—lS^    ,    Uq-lS2  ,    •  ■   ■   ,    Uq-lSf^-l 

Dies  vorausgesetzt,  erhält  man  eine  Gruppe  von  m  Permutatio- 
nen, wenn  man  die  nach  Belieben  gewählte  Permulation  J^  mit 
den  m  Substitutionen  von  G  mulüplicirt,  und  zur  Ausführung  die- 
ser Operation  kann  man  jede  der  Formen  (1)  und  (2)  von  G 
benutzen. 

Wir  wollen  zunächst  die  Form  (1)  in  Anwendung  bringen. 
Die  erste  Horizontalreihe  besteht  aus  den  (i  Substitutionen  des 
Systems  F,  und  durch  Multipiication  der  Permutation  Aq  mit  die- 
sen Substitutionen  entsteht  die  bereits  oben  betrachtete  Gruppe, 
nämlich 

Um  Jq  mit  den  Substitutionen  der  zweiten  Reihe  der  Tabelle 
(1)  zu  niultipUciren ,  genügt  es,  das  Produkt  ^|/)  der  Permutation 
Jq  in  Tj  zu  bilden,  und  dieses  Produkt  sodann  mit  den  Substi- 
tutionen r  zu  multipliciren.     Die  Resultate 

die  man  auf  diese  Weise  erhält,  bilden  offenbar  eine  zweite  Per- 
mutations-Gruppe,  welche  dieselben  Substitutionen,  wie  die  vor- 
hergehende, zulässt. 

Die  vorstehende  Betrachtung  lässt  sich  offenbar  auch  für  die 
idjrigen  Reihen  der  Tabelle  (1)  anstellen,  und  wir  erhalten  somit 
folgendes  Resultat: 

Die  durch  Multipiication  einer  Permutation  A^ 
mit  den  ^q  Substitutionen  des  Systems  G  erhaltene 
Gruppe  von  Permutationen  lässt  sich  in  »/Gruppen 
zerlegen,  deren  jede  aus  ft  Permutationen  besteht,  und 
diese  verschiedenen  partiellen  Gruppen  lassen  die- 
selben Substitutionen,  nämlich  die  des  Systems  F  lu. 

Ebenso  verfahren  wir,  wenn  die  Form  (2)  des  Systems  G 
zu  benutzen  ist.  Die  erste  Reihe  der  Tabelle  (2)  liefert  gleich- 
falls die  Gruppe 

.i„  ,  A^   ,  A^  ,   .  .  .   ,  A^^i  . 
Was  die  folgenden  Reihen  betrifft,  so  liefern  dieselben  als  Resul- 
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täte  die  Produkte,  die  man  daduich  erhält,'  dass  man  diese  erste 
Gruppe  der  Reihe  nach  mit  den  Substitutionen 

U,  ,   ü,,  ,  ...  ,   Ug-i 
niultiplicirt,   und  da   diese  Operationen   gleichbedeutend  sind  mit 
einfachen  Aenderungen   in   der    zur  Darstellung    der   Buchstaben 
angewandten  Bezeichnung,  so  verwandelt  jede  von  ihnen  die  erste 
Gruppe  in  eine  andere  Gruppe.      Daraus  gehl  Folgendes  hervor: 

Die  durch  Multiplica  tion  einer  Permutation  J„ 
mit  den  fiq  Substitutionen  des  Systems  G  erhaltene 
Gruppe  lässt  sich  in  (^  Gruppen  von  je  ft  Permutatio- 
nen zerlegen;  der  Uebergang  von  einer  Gruppe  zu 
einer  andern  erfolgt  dadurch,  dass  man  die  Permuta-" 
tionen  der  ersten  Gruppe  ein  und  derselben  Substitu- 
tion unterwirft. 

Es  kann  vorkommen,  dass  die  Ilorizonlalreihen  in  den  Ta- 
bellen (1)  und  (2)  dieselben  sind.  Dieser  Umstand  wird  jeden- 
falls eintreten,  wenn  die  Substitutionen 

l  ,   T^   ,   T^  ,   .  .  .  ,   Tq-i  , 
oder 

1     ,     U^     ,     R,    ,     .    .    .    ,      Uq-t 

ein  gegen  F  vertauschbarcs  conjugirtes  System  bilden.  1  n 
diesem  Falle  lässt  sich  die  Permutations  -  Gruppe, 
die  man  durch  Multiplication  der  Permutation  J^^ 
mit  den  ^q  Substitutionen  des  Systems  G  erhält,  in 
q  aus  je  fi  Per mutationen  bestehende  Gruppen  zer- 
legen, welche  die  Doppeleigenschaft  besitzen,  dass 
die  Substitutionen  in  den  verschiedenen  partiellen 
Gruppen  dieselben  sind,  und  dass  der  Uebergang  von 
einer  derselben  zu  einer  andern  dadurch  erfolgt,  dass 
man  ein  und  dieselbe  Substitution  an  den  Permuta- 
tionen der  ersten  Gruppe   ausführt. 

431.  Beispiel.  —  Wir  betrachten  den  Fall  von  vier  lUich- 
staben  a,  h,  c,  d,  und  nehmen  die  vier  Systeme  conjugirter  Sub- 
stitutionen : 

G      =  1  ,  [a,b)  [cd), 

G'    =  \   ,   {a,c)  {b,d), 

G"    =  1  ,   [b,c,d)  ,  {b,d,c), 

G'"  =  1  ,  {b,c). 
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Die  Systeme  G  und  G'  sind  verlauschbar,  und  ihr  Produkt  G'G 
ist  ein  gegen  G"  vertauschbares  conjugirtes  System  vierter  Ord- 
nung; das  conjugirte  System  G" G' G  endlich  ist  gegen  G'"  ver- 
lauschbar, so  dass  das  Produkt  G'"  G"  G'  G  die  vierundzwanzig 
Substitutionen  umfasst. 

AluItipUciren  wir,  dies  vorausgesetzt,  die  Permutation  ab  cd 
mit  dem  System  G"'G"G'G,  so  erhalten  wir  die  Gruppe  der  vier- 
undzwanzig Permutationen : 


abcd 
bade 


cdab 
debil 


acdb 
cabd 
dbac 
bdae 


adbc 
dach 
bcad 
ebda 


acbd 

abde 

adeb 

cadb 

baed 

dabc 

bdae 

de  ab 

cbad 

dbca 

cdba 

beda 

Diese  Gruppe  zerfällt  in  zwei  andere;  die  eine  derselben  umfasst 
die  Permutationen  der  drei  ersten  Colonnen  und  lässt,  wie  die 
zweite,  die  zwölf  Substitutionen  erster  Art  zu;  der  üebergang 
von  einer  dieser  partiellen  Gruppen  zur  andern  erfolgt  durch 
Ausführung  der  Transposition  {b  ,  c). 

Die  erste  dieser  beiden  Gruppen  zerfällt  ihrerseits  wieder  in 
drei  andere  Gruppen,  deren  jede  aus  den  in  ein  und  derselben 
Colonne  enthaltenen  Permutationen  besteht;  diese  drei  partiellen 
Gruppen  lassen  die  vier  Substitutionen  des  Systems  G'G  zu,  und 
man  gelangt  von  einer  zur  andern  mittels  ein  und  derselben  Sub- 
stitution von  G". 

Die  erste  dieser  drei  letzten  Gruppen  endlich  lässt  sich  in 
zwei  andere  Gruppen  zerlegen,  von  denen  die  erste  aus  den  bei- 
den ersten,  die  zweite  aus  den  beiden  letzten  Permutationen  be- 
steht. Jede  dieser  partiellen  Gruppen  lässt  die  Substitution  von 
G  zu,  und  man  gelangt  von  der  einen  zur  andern  durch  Ausfüh- 
rung der  Substitution  von  G'. 
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Index  eines  conjugirten  Systems.  —  Untere  Grenze  der 
Indices,  die  grösser  als  2  sind. 

432.  Um  eine  kurze  Ausdriicksweise  zu  erhallen,  werden 
wir  unter  dem  Index  eines  aus  /<  Buchslaben  gebildelen  Systems 
conjugirter  Substitutionen  den  Quotienten  verstehen,  den  man  er- 
hält, wenn  das  Produkt  iV  =  1  .  2  ,  3  .  .  .  m  durch  die  Zahl  divi- 
dirt  wird,  welche  die  Ordnung  des  Systems  ausdrückt.  Bezeich- 
net m  den  Index  eines  conjugirten  Systems  (**•=*  Ordnung,  so  hat 

man 

N 
m  =  —  • 

'  Die  Ordnung  und  der  Index  eines  auf  ?i  Buchstaben  bezüglichen 
conjugirten  Systems  sind  daher  zwei  einander  entsprechende 
Divisoren  des  Produkts  1  .  2  .  3  .  .  .  n. 

Welches  auch  die  Anzahl  n  der  Buchstaben  seiy  der  Index 
m  kann  stets  die  Werthe  1  und  2  haben ,  und  es  ist  von  Interesse, 
allgemein  die  kleinsten  Werthe  kennen  zu  lernen,  welche  derselbe 
haben  kann,  sobald  er  grösser  als  2  ist. 

Rufini  hat  in  seiner  Theorie  der  Gleichungen  den  Fall  von- 
fünf  Buchstaben  besonders  erörtert,  und  aus  seinen  Untersuchun- 
gen lässt  sich  Folgendes  entnehmen:  Wenn  der  Index  eines 
aus  fünf  Buchstaben  gebildeten  conjugirten  Systems 
grösser  als  2  ist,  so  ist  er  wenigstens  gleich  5. 

Später  bat  Cauchy  im  Journal  de  l'Ecole  Poiytechuique, 
Call.  X,  einen  allgemeineren  Satz  bewiesen,  aus  welchem  die  bei- 
den folgenden  Sätze  hervorgehen: 
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Der  Index  eines  auf  ii  ßuchstaben  bezüglichen 
conjugirten  Systems  kann  nicht  zu  gleicher  Zeit  grös- 
ser als  2  und  kleiner  als  die  grösste  der  Primzahlen 
sein,  welche  nicht  grösser  als  n  sind. 

Wenn  n  eine  Primzahl  ist,  so  kann  der  Index 
eines  aus  n  Buchstaben  gebildeten  conjugirten  Sy- 
stems nicht  zu  gleicher  Zeit  grösser  als  2  und  kleiner 
als  «  sein. 

Den  letzten  Satz  suchte  Cauchy,  wie  er  in  der  erwähnten 
Arbeit  zu  verstehen  giebt,  auch  auf  den  Fall  auszudehnen,  in 
welchem  n  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist.  Er  konnte  aber  an- 
fangs nur  für  den  Fall  n  =  6  zum  Ziele  gelangen;  in  der  That 
bewies  er,  dass  der  Index  eines  aus  sechs  ßuchstaben  gebildeten 
conjugirten  Systems  nicht  gleichzeitig  grösser  als  2  und  kleiner 
als  6  sein  kann. 

Dieselbe  Frage  hat  darauf  Bertrand  mit  Erfolg  in  Angrill 
genommen,  der  zuerst  den  folgenden  Satz  allgemein  bewies: 

Der  Index  eines  aus  n  Buchstaben  gebildeten  Sy- 
stems conjugirter  Substitutionen  kann  nicht  zu  glei- 
her  Zeit  grösser  als  2  und  kleiner  als  ti  sein. 

Der  Beweis,  den  Bertrand  (Journal  de  l'Ecole  Polytech- 
nique,-  Cahier  XXX)  giebt,  beruht  aber  auf  einem  dieser  Theorie 
völlig  fremdartigen  Postulat  und  ist  von  diesem  Gesichtspunkte 
aus  nicht  ganz  genügend.  Das  in  Bede  stehende  Postulat  haben 
wir  in  No.  391  bewiesen;  es  besteht  in  Folgendem: 

Wenn  n  >  7  ist,  so  liegt  wenigstens  eine  Primzahl 

zwischen  —  und  n  —  2. 

Das  von  Bertrand  angewandte  Schlussverfahren  führt  noch 
zu  dem  folgenden  Satze,  den  Abel  für  den  Fall  n  =^  5  schon 
vorher  bewiesen  halte: 

Wenn  der  Index  eines  aus  n  Buchstaben  gebilde- 
ten Systems  conjugirter  Substitutionen  gleich  n  ist, 
so  besteht  das  System  aus  den  1.2...  (n  —  1)  Substi- 
tutionen von  n  —  1  Buchstaben. 

In  einer  im  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  Gab.  XXXII, 
enthaltenen  Note  habe  ich  gezeigt,  dass  der  Satz  von  Bertrand , 

falls  zwischen  n  —  2  und  ^  keine  Primzal  enthalten  ist,   doch 
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bestehen  bleibt,    vorausgesetzt    dass  —  ^^^^  Primzahl  ist.     Die 

Richtigkeit  dieser  Bemerkung  ergiebt  sich ,  ohne  dass  man  nöthig 
hätte,  den  Beweis  des  Satzes  irgendwie  zu  modificiren.  Nur  kann 
man  dann  nicht  mehr  den  Zusatz  herleiten,  nach  welchem  das 
conjugirte  System  aus  den  1  .  2  .  .  .  (n  —  1)  Substitutionen  von 
n  —  1  Buchstaben  besteht,  wenn  der  Index  des  Systems  gleich 
der  Anzahl  n  der  Buchstaben  ist. 

Diese  Bemerkung  ist  nicht  unwichtig;  denn  sie  zeigt,  dass 
der  Satz  von  Cauchy,  welcher  sich  auf  den  Fall  «  =  6  bezieht, 
und  dessen  Beweis  ziemlicli  complicirt  ist,  sich  aus  dem  Ber- 
trand'schen  Satze  ohne  Weiteres  entnehmen  lässt.  In  der  Thal 
giebt  es,  wenn  n  =  6  ist,   keine  Primzahl  zwischen  n  —  2  und 

— ;  aber  ^  oder  3  ist  eine  Primzahl. 

Bertrand  hat  in  seiner  Arbeit  auch  folgenden  Satz  be- 
wiesen : 

Wenn  die  Zahl  ?i  >  9  und  der  Index  eines  aus 
«Buchstaben  gebildeten  Systems  conjugirter  Substi- 
tutionen grösser  als  n  ist,  so  ist  dieser  Index  wenig- 
stens gleich  2n. 

Später  habe  ich  in  einer  1849  der  Akademie  vorgelegten 
Abhandlung  (Journal  de  Mathematiques  pures  et  appliquees, 
l"^*^  Serie,  t.  XV),  ohne  zu  irgend  einem  Postulat  meine  Zuflucht 
zu  nehmen,  die  nachstejienden  Lehrsätze  hergeleitet: 

1".  Der  Index  eines  Systems  conjugirter  Substi- 
tutionen, die  aus  ?<  Buchstaben  gebildet  sind,  kann 
nicht  zugleich  grösser  als  2  und  kleiner  als  n  sein, 
wofern  nicht  ?«  =  4  ist. 

2^*.  Wenn  der  Index  eines  conjugirten  Systems 
genau  gleich  der  Anzahl  n  der  Buchstaben  ist,  so  be- 
steht das  System  aus  allen  Substitutionen  von  n  —  1 
Buchstaben,  wofern  nicht  n  =  6  ist. 

3^.  Wenn  der  Index  eines  conjugirten  Systems 
grösser  als  die  Anzahl  n  der  Buchstaben  ist,  so  ist  er 
wenigstens  gleich  2«,  vorausgesetzt  dass  n  >  8  ist. 

4".  Wenn  der  Index  eines  auf  n  Buchstaben  be- 
züglichen  conjugirten  Systems   grösser  als  2n  ist,    so 
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isl  er  wenigstens  gleich  "^^  ,  voiausgeselzl  dass 
H  >  12  ist. 

Die  Beweise,  die  ich  für  diese  Sätze  gegeben  habe,  lassen 
hinsichtlich  der  Strenge  Nichts  zu  wünschen  übrig.  Cauchy 
hatte  die  Frage  gleichfalls  wieder  aufgenommen  und  andere  Be- 
weise eben  derselben  Sätze  gefunden.  Diese  Beweise  beruhen 
auf  neuen  Begriffen,  welche  für  die  Theorie,  mit  der  wir  uns 
jetzt  beschäftigen,  von  grosser  Bedeutung  sind,  und  die  vvir  da- 
her nicht  unerörtert  lassen  können.  Wir  halten  es  aber  für 
zweckmässig,  zunächst  die  Betrachtungen  vorzuführen,  die  Cau- 
chy in  seiner  ersten  Arbeit  zur  Herleitung  des  ersten  der  beiden 
oben  angegebenen  Sätze  angestellt  hat.  Auch  können  wir  die 
geistreiche  und  elegante  Untersuchung,  durch  welche  Bertrand 
zum  Beweise  seines  Satzes  gelangt,  nicht  mit  Stillschweigen  über- 
gehen. 

•433.  Satz  von  Caucliy.  —  Der  Index  eines  Systems 
conjugirter  Substitutionen,  die  aus  n  Buchstaben  ge- 
bildet sind,  kann  nicht  zu  gleicher  Zeit  grösser  als  2 
und  kleiner  als  die  grösste  der  Primzahlen  sein,  die 
nicht  grösser  als  /*  sind. 

Die  aus  n  Buchstaben  gebildeten  Substitutionen  eines  con- 
jugirteu Systems  (x'*^'"  Ordnung  G  seien 

Multiplicirt  man  dieselben,  etwa  zur  Linken,  mit  den  verschiede- 
nen Potenzen  irgend  einer  cyclischen  Substitution  T,  deren  Ord- 
nung p  eine  Primzahl  und  gleich  n  oder  kleiner  als  ?i  ist,  so 
erhält  man  die  folgende  aus  ^p  Substitutionen  bestehende  Ta- 
belle: 

1       '     S^      ,     Sj      ,  .  .  .  ,  S^i—i , 

T    ,   TSi  ,    TS,  ,... .  rs^^i . 
r2  ,  r2  5,  ,  T^s,  ,...,  r^Su-i, 


N 

Wenn  der  Index  —  des  Systems  G  kleiner  als  p  isl,  so  hat 

man  ^ip  >  N,   und  es  werden   folglich  in   der  vorstehenden  Ta- 
belle zwei  gleiche  Substitutionen  anzutreffen  sein.     Es  sei 
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j 


die  Exponenten  a  und  ß  müssen  als  ungleich  vorausgesetzt  wer- 
den; denn  hätte  man  ß  =  cc,  so  würde  S.  =  S.  oder  j  =  i 


sein. 
Aus  der  vorhergehenden  Relation  ergiebt  sich 

r«-/*  =  S.S7^  oder  T^  =  S,S~^ . 

Da  das  Produkt  S.ST^  eine  von  1  verschiedene  Substitution  des 
Systems  G  ist,  so  sieht  man,  dass  dieses  System  eine  Potenz  T^ 
von  T  enthalten  muss;  es  enthält  daher  alle  Potenzen  von  T^ 
Nun  ist  aber  die  Ordnung  der  cyclischen  Substitution  T  eine 
Primzahl;  T  findet  sich  somit  in  der  Reihe  der  Potenzen  von  T^ 
vor  und  gehört  folglich  dem  Systeme  G  an. 

Danach  enthält   das  System  G  alle  cyclischen  Substitutionen 

N 
/)'cr  Ordnung;  es  umfasst  mithin  (No.  418)  N  oder  y  Substitutio- 
nen, d.  h.  sein  Index  ist  gleich  1  oder  gleich  2. 

4:34.  Satz  von  Bertrand.  —  Der  Index  eines  Systems 
conjugirter  Substitutionen,  die  aus  n  Buchstaben  ge- 
bildet sind,  kann  nicht  zu  gleicher  Zeit  grösser  als  2 
und  kleiner  als  n  sein. 

Wie   wir   schon    bemerkt    haben,    setzt  Bertrand    voraus, 

dass  zwischen  ^  "w<^  ^  —  2  wenigstens  eine  Primzahl 

liegt,  wenn  n  >  7  ist. 

Wir  betrachten  das  System  G  der  conjugirten  Substitutionen 

1  ,  S|  ,  5^2  '  •  •  •  '  ^fi—i  > 
die  aus  «Buchstaben  gebildet  sind,   und   nehmen  an,   der  Index 
^-  dieses  Systems  sei  kleiner  als  ti.     Ferner  bezeichnen  wir  mit 

p  eine  zwischen  ^   ""^   '*  —  ^    enthaltene    Primzahl,    nehmen 

irgend  welche  p  +  2  der  n  gegebenen  Buchstaben  und  bilden 
aus  p  dieser  p  -\-  2  Buchstaben  eine  cyclische  Substitution  p*^""  Ord- 
nung T,  aus  den  beiden  übrig  bleibenden  Buchstaben  eine  Trans- 
position U.  Dies  vorausgesetzt,  multipliciren  wir  die  Substitutio- 
nen des  Systems  G,  etwa  zur  Linken,  mit  den  p  Potenzen  von 
T,  die  erhaltenen  Produkte  sodann  mit  den  beiden  Potenzen  von 
U.    Auf  diese  Weise  erhalten  wir  die  beiden  folgenden  Tabellen: 
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1  ,  Sj  ,  S.^  ,  ■  •  •  ,  S'^t— 1  ' 

T  ,TSy  ,TS.,  ,  ...  ,  TS^^i , 


JP-l 

,r-'S, 

,T^'S,     ,. 

..,T''-'S^^ 

u 

,  J/5, 

,ÜS., 

. . .  f/S,.-i , 

VT 

,  UTS^ 

,  UTS,       ,  . 

..,  VTSf,-,, 

in  welchen  sich  2/)ft  Substitutionen  vorfinden.    Der  Voraussetzung 

n  N 

nach  ist  aber  p  wenigstens  gleich  ^  und  (i  grösser  als  — ;  folg- 
lich ist  die  Anzahl  unserer  Substitutionen  grösser  als  iV,  und  es 
müssen  zwei  derselben  einander  gleich  sein. 

Wenn    diese   beiden    gleichen   Substitutionen    derselben   Ta- 
belle angehören,  so  hat  man  etwa 

T"S.=  T^S.  oder   UT''S.=  UT^S., 

wo  u  und  ß  zwei  ungleiche  Exponenten  bezeichnen,  und  daraus 
folgt 

j    » 

Die  Substitution  T"~^  gehört  also  dem  Systeme  G  an,  und  man 
folgert  weiter,  wie  im  vorhergehenden  Satze,  dass  auch  T  eine 
Substitution  dieses  Systems  ist. 

Wenn    die    beiden    gleichen    Substitutionen   nicht  derselben 
Tabelle  angehören,  so  hat  man 

T"S.=  UT^S.=  r^US.; 
«  .;  j 

denn   die  Reihenfolge    der  Substitutionen    U  und  T,   die   keinen 

Buchstaben    gemeinschaftlich  haben,    lässt  sich  umkehren.     Aus 

dieser  Gleichung  ergiebt  sich,    mit  Rücksicht    auf   die   Relation 

T"~^U=  S.S~^; 

j    ' 

daraus  geht  hervor,  dass  die  Substitution  T"~^  U,  folglich  auch 
ihr  Quadrat 

jßa~2>i  jj2  j,2a—2ß 

dem  Systeme  G  angehört.  Die  Differenz  a  —  ß  kann  Null  sein ; 
dann  gehört  die  Substitution  J7  dem  Systeme  Can.    Ist  aber  a — ß 
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von  Null  verschieden,  so  gehört  t'^^^~p>  zum  Systeme  G  und 
ebenso  alle  Potenzen  dieser  Substitution,  unter  denen  sich,  wie 
bei  der  vorigen  Voraussetzung,  auch  T  befindet.  In  diesem  letz- 
ten Falle  gehören  T  und  T"~^  U,  folglich  auch  U  dem  Systeme 
G  angehört. 

Wir  sehen  somit,  dass  wenigstens  eine  der  beiden  Substi- 
tutionen T  und  U  dem  Systeme  G  angehört. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  der  Index  des  vorgelegten  Systems 
reducire  sich  nicht  auf  1,  oder  die  Ordnung  dieses  Systems  sei 
nicht  gleich  N.  Dann  ist  wenigstens  eine  der  Transpositionen, 
die  man  aus  den  n  gegebenen  Buchstaben  bilden  kann,  unter 
den  Substitutionen  von  G  nicht  enthalten.  Diese  Transposition 
nehmen  wir  für  U,  so  dass  nach  dem  Vorhergehenden  jede 
cyclische  Substitution  p*""^  Ordnung  T,  welche  aus  den  tr —  2  in 
U  nicht  enthaltenen  Buchstaben  gebildet  ist,  dem  Systeme  G  an- 
gehört. Diejenigen  der  Substitutionen  von  G.  welche  die  beiden 
Buchstaben  der  Transposition  U  nicht  versetzen,  bilden  offenbar 
ein  conjugirtes  System  G',  und  da  G'  alle  cyclischen  Substitutionen 
p^^^  Ordnung  umfasst,  so  ist  seine  Ordnung  gleich  1.2.3..  .(n  —  2) 
oder  gleich  der  Hälfte  dieser  Zahl  (No.  418).  Der  erste  dieser 
beiden  F'älle  kann  jedoch  nicht  stattfinden;  denn' sonst  müsste  der 
Index  von  G,  welcher  grösser  als  1  ist,  wenigstens  gleich  n  sein 
(No.  429,  Zusatz),  was  der  Voraussetzung  widerspricht.    Die  Ord- 

^  1     2         (n 2) 

nung  von  G  ist  daher  -^ — '——^ -,  und  folglich  ist  der  In- 
dex dieses  Systems  gleich  2. 

Das  System  G'  enthält  danach  nur  Substitutionen  erster  Art, 
und  folglich  umfasst  das  System  G  keine  der  Transpositionen, 
die  man  aus  den  auf  G'  bezüglichen  Buchstaben  bilden  kann. 
Wir  bezeichnen  mit  U'  irgend  eine  dieser  Transpositionen  und 
mit  T'  eine  cyclische  Substitution  p^^'*'  Ordnung,  welche  keinen 
Buchstaben  von  U',  aber  wenigstens  einen  der  beiden  Buchstaben 
von  U  enthält.  Da  die  Transposition  U'  sich  in  G  nicht  vorfin- 
det, so  gehört,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  T'  diesem  Systeme 
an,  woraus  hervorgeht,  dass  G  alle  cyclischen  Substitutionen 
picr  Ordnung  enthält,  die  sich  aus  den  ?i  gegebenen  Buchstaben 
zusammensetzen  lassen.  Das  System  G  umfasst  daher  alle  aus 
diesen  J?uchstaben  möglichen  Substitutionen  erster  Art.  Ausser- 
dem ist  es   klar,    dass  G  keine   anderen  Substitutionen    enthalten 
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kann;  denn  es  fehlen  ihm  die  Suhslitntionen  z\\eiter  Art,  welche 
aus  den  n  —  2  auf  G'  heziiglichen  Buchstaben  gebildet  sind;  die 

TV 
Ordnung  dieses  Systems  ist  daher  gleich  ~,  und  sein  Index  ist 

gleich  2*). 

435.     Die  vorstehenden  Schlüsse   gelten   auch   noch,   wenn 

zwischen  -^  und  n  —  2  keine  Primzahl  liegt,   vorausgesetzt  dass 

~  eine  Primzahl  ist.    Man  kann  dann  p  =  -^  setzen ;  von  dieser 

Art  ist  der  Fall  n  =  G.  Wenn  aber  zwischen  —  und  n  —  2  wirk- 
lich eine  Primzahl  enthalten  ist,  so  kann  das  oben  dargelegte 
Schlussverfahren  noch  zum  Beweise  eines  neuen  sehr  wichtigen 
Satzes  benutzt  werden.  Um  nämlich  zu  zeigen,  dass  das  System 
G  wenigstens  eine  der  Substitutionen  T  und  U  enthält,  ist  die 
oben  gemachte  Voraussetzung,  dass  der  Index  von  G  kleiner  als 
n  sei,  nicht  erforderlich;  dasselbe  findet  noch  statt,  wenn  dieser 

Index  gleich  w  ist,  vorausgesetzt  dass  man  p  >  ^  hat,  und  man 

gelangt  immer  zu  dem  Ergebniss,  dass  der  Index  von  G'  1  oder 
2  ist.  Dieser  Index  kann  nicht  gleich  2  sein;  denn  aus  dieser 
Annahme  würde  sich,  wie  wir  gesehen  haben,  ergeben,  dass  auch 
G  den  Index  2  hat,  was  der  Voraussetzung  widerspricht.  Der  In- 
dex von  G'  ist  daher  gleich  1;  dann  kann  aber  (No.  429,  Zusatz) 
der  Index  von  G  nicht  gleich  n  sein,  wofern  dieses  System  nicht 
durch  die  Substitutionen  von  n  —  1  Buchstaben  gebildet  wird. 
Wir  erhalten  auf  diese  Weise  den  folgenden  Satz: 

Lehrsatz.  —  Wenn  der  Index  eines  Systems  conju- 
girter  Substitutionen  gleich  der  Anzahl  n  der  Buch- 
staben ist,  so  besteht  das  System  aus  den  1.2.3...(;2  —  1) 
Substitutionen,  die  aus  n  —  1  Buchstaben  gebildet 
werden  können. 

Der  Beweis  bezieht  sich  nicht  auf  die  Fälle  n  =  3,4,5,6,7. 
Für  n  =  5  ist  der  Satz  von  Abel  bewiesen  (Oeuvres  completes, 
t.  I,  p.  19).     Wie  wir  später  sehen  werden,   findet  er  auch  für 


*)  Man  hätte  diesen  Scliluss  unmittelbar  aus  den  in  No.  428  n.  429 
hergeleiteten  Sätzen  ziehen  können;  wir  haben  aber  vorgezogen,  das 
von  Bertrand  angewandte  Schlussverfahren  unverändert  wiederzu- 
greben. 
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?;  =  4,  5,  7  statt.  Nur  der  Fall  n  =  ß  macht  eine  Ausnahme; 
wir  werden  zeigen,  dass  es  in  der  That  ein  auf  6  Buchstaben 
bezügliches  System  conjugirter  Substitutionen  giebt,  dessen  In- 
dex gleich  6  ist,  und  welches  cyclische  Substitutionen  der  Ord- 
nungen 4,  5,  6  enthält. 

Neuer  Beweis  des  Satzes  über  die  untere  Grenze  der 
Indices,  die  grösser  als  2  sind. 

436.  Ich  werde  jetzt  die  Betrachtung  darlegen,  durch 
welche  es  mir  gelungen  ist,  den  Satz  von  Bertrand  direkt  zu 
beweisen.  Dieselbe  ist  zum  ersten  Male  im  Journal  de  Mathema- 
tiques  pures  et  appliqiiees,  I.  serie,  T.  XV,  veröffentlicht  und 
später  in  der  vorigen  Auflage  dieses  Werkes  nochmals  mifgetheilt 
worden.  In  der  folgenden  Darstellung  werde  ich  mich  der  im 
vorigen  Kapitel  bewiesenen  Sätze  bedienen,  und  dadurch  wird 
es  möglich  sein,  die  Sache  etwas  zu  vereinfachen.  Der  Beweis, 
um  den  es  sich  handelt,  wird  sich  auf  zwei  Hilfssätze  stützen,  die 
ich  zunächst  herzuleiten  habe. 

Hilfssatz  I.  —  Es  seien  G  ein  System  conjugirter 
Substitutionen,  welche  aus  den  n  Buchstaben  «^  ,  «j  , 
«2  ,  • .  .,  ttn-z  ,  &o  j  *i  gebildet  sind,  und  Q'  ilas  conjugirte 
System,  welches  aus  denjenigen  der  Substitutionen 
von  G  besteht,  die  keinen  der  beiden  Buchstaben  h^^  ,h^ 
versetzen.  Wenn  die  Systeme  G  und  G'  ein  und  den- 
selben Index  ju.  >  1  haben,  so  kann  man  aus  den  n  — 2 
Buchstaben  ö^  ,  «j  ,  .  .  .  ,  a,j_3  ein  System  conjugirter 
Substitutionen  zusammensetzen,   dessen  Index  gleich 

^  ist.      Daraus  geht  hervor,   dass  ^  stets  eine   gerade 

Zahl  ist. 

Wir  bezeichnen  mit  v  und  q  beziehungsweise  die  Ordnungen 
der  Systeme  G  und  G'.     Dann   sind   die  Indices  dieser  Systeme 

1.2.3...«  ,    1  .  2  ..3.  .  .  (w— 2)        r,      ,.         ,    ,.  ,        ,, 

und ^^ -•    Da  diese  Indices  der  Voraus- 

V  Q 

Setzung  nach  einander  gleich  sind,  so  hat  man 

V  =  n  {n  —  1)  Q. 
Wir  setzen 

G'  =   \  ,  S^  ,  S.t  ,  S^  ,  .  .  .  ,  Sq-i  . 
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Stellt  man  durch  T,  ,  T,y  ,  .  .  .  ,  T^-x  Substitutionen  der  n  —  2 
Buchstaben  n  dar,  so  kann  das  System  der  ft^  =  1  .  2  .  3  . ..  {n — 2) 
Substitutionen  der  n  —  2  Buchstaben  a  nach  No.  413  in  folgen- 
der Weise  dargestellt  werden: 

1  >    Oj  »    ^2  >   •    •    •     >      ^Q — 1   > 


(1). 


7*2        .   7  2  Sj         ,  J'2  So 


T",  Sq—i 


Tu- 1^0 


n  Suhsti- 


1 

'S, 

,  s., 

. . ,  5.-1 , 

'J\ 

.  7',  S, 

,T,S.,      ,. 

.  .  ,   Tj  5^—1 

T, 

,T,S, 

,  r.,s,    , . 

..,  7'2S:,,_i 

und  ich  behaupte,  dass  das  System  der  fiv  =  1  .  2 
lulionen  der  n  Buchstaben  in  der  neuen  Tabelle 


(2). 


T'iii—i  f  ^/t—i  ■S'i  ,  7),— 1  Sj  ,  .  .  .  ,   T]u— 1  S^v— 1 

enthalten  ist,  in  welcher  die  Substitutionen  T  dieselben,  wie  in 
der  Tabelle  (1)  sind.  Es  genügt  zu  beweisen,  dass  diese  ftv  Sub- 
stitutionen von  einander  verschieden  sind.     Hätte  man 

T.S.  =  T..S.., 
so  würde  daraus 

T.  =  T.S.SZ^ 
folgen.  Nun  sind  die  Factoren  T  von  &o  und  h^  unabhängig;  mit- 
hin enthält  auch  das  Produkt  S.SZ^,  welches  eine  der  Substi- 
tutionen  <S^^.  des  Systems  G  ist,  die  Buchstaben  h^  und  h^  nicht; 
daraus  geht  hervor,  dass  Sj,  eine  Substitution  des  Systems  G'  ist. 
Ausserdem  geht  die  vorhergehende  Gleichung  über  in 


T.. 


T.S, 


was  nach  der  Art  und  Weise,  wie  die  Substitutionen  T  gewählt 
sind,  um  die  Tabelle  (1)  zu  bilden,  unmöglich  der  Fall  sein 
kann. 

Die  Tabelle  (2j  enthält  daher  alle  Substitutionen  der  n  Buch- 
staben. Wendet  man  diese  Substitutionen  auf  irgend  eine  Per- 
mutation an,  so  werden  augenscheinlich  1  .  2  .  3  .  . .  (n  —  2)  der- 
selben irgend  zwei  gegebene  Buchstaben  auf  zwei  bestimmte 
Plätze  bringen.    Da  überdies  die  Substitutionen  T  die  Buchslaben 

Serret,  Algebra.    II.  Iß 
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b(,  und  ft|  nicht  enthalten,  so  leuchtet  ein,'  dass  alle  in  ein  und 
derselben  Verlicalreihe  der  Tabelle  (2)  enthaltenen  (i  Substitutio- 
nen Öq  und  öj  dieselben  Plätze  anweisen.  Es  giebt  daher  in  der 
ersten    Ilorizontalreihe    der    Tabelle ,     d.    b.    in    dem    Systeme 

j     9    3         ()i 2) 

Q  ^  — --^Li — LiJ_v L  oder  Q  Substitutionen,   welche   b^  und  6, 

auf  irgend  zwei  Plätze  bringen,  und  welche  folglich  diese  Buch- 
stauen in  der  Permutalion,  die  man  zu  Grunde  gelegt  hat,  auf 
die  Plätze  von  irgend  zwei  Buchstaben  setzen,  unter  welchen 
letzteren  auch  b^  und  ft^  selbst  sich  vorfinden  können.  Im  Be- 
sonderen giebt  es  genau  q  Substitutionen,  welche  b^^  und  b^ 
gegen  einander  vertauschen.     Setzt  man 

so  sind  diese  q  Substitutionen  von  der  Form 

US^^'  ,  US^'  ,  US./  ,  •  .  .  ,  f/S^-i  , 
wo  S^{  ,  S|'  ,  .  .  .  ,  Sq-i  von  b(f  und  b^  unabbängige  Substi- 
tutionen bezeichnen.  Keine  dieser  Substitutionen  S'  kann  sich 
auf  die  Einheit,  oder  allgemeiner  auf  eine  der  Substitutionen  des 
Systems  G'  reduciren;  denn  wenn  S.'  zu  G',  folglich  auch  zu  G 
gehörte,  so  müsste,  da  auch  US'  eine  Substitution  von  G  ist, 
dasselbe  mit  U  der  Fall  sein.  Wir  behaupten  aber,  dies  sei  un- 
möglich. Man  hat  nämlich  gesehen,  dass  die  Substitutionen  S.  von 
G  bQ  und  b^  auf  die  Plätze  von  irgend  zwei  Buchstaben  und  um- 
gekehrt irgend  zwei  Buchslaben  auf  die  Plätze  von  b^  und  6, 
bringen  können.  Wenn  nun  U  dem  Systeme  G  angehörte,  so 
müsste  dasselbe  mit  allen  Substitutionen  von  der  Form  S.US7  , 
d.  h.  mit  allen  Transpositionen  der  Fall  sein;  der  Index  von  G 
wäre  dann  der  Voraussetzung  zuwider  gleich  1. 

Dies  vorausgesetzt,  nehmen  wir  die  q  Substitutionen  des 
Systems  G'  und  die  q  vorhergehenden  Substitutionen;  diese  2^ 
Substitutionen 


(3). 


{1  ,   Sj         ,   ^2        ,   •  .  .   ,     Sq—i  , 

US/,  US/,  US/,...,   US^^i 


bilden  olfenbar  ein  conjugirtes  System.  In  der  That  gehören  die 
Produkte  S.S.  und  US'  X  US.'  =  S'S.'  zu  G,  und  da  sie  von 
6(,  und  von  b^  unabhängig  sind,  so  sind  sie  in  der  ersten  Reihe 
der  Tabelle  (3)  enthalten.    Ebenso  gehört  das  Produkt  S.  X  US.' 
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=  U  X  S.S'  dem  Systeme  G  an;  dasselbe  muss  sich  in  der  zwei- 
ten Reihe  der  Tabelle  (3)  vorfinden.  Wir  schliessen  daraus,  dass 
die  Substitutionen 

/^.  .  i    1      ,    Si    ,    $2    ,    ■  .  .  .    Sp_i  , 

I    "^0    '    -^l'  '    ^2'    •   •   •  '    '^?— 1 

ein  auf.  n  —  2  Buchslaben  bezügliches  System  von  2q  conjugir- 
ten Substitutionen  bilden;  der  Index  dieses  Systems  ist,  wie  wir 

behauptet  hatten,  gleich  -|^. 

437.  Hilfssatz  ü.  —  Es  seien  G  ein  System  con- 
jugirter  Substitutionen,  welche  aus  n  Buchstaben 
ÜQ  ,  a^  ,  a.y  ,  .  .  .  ,  On-m-i  ,  Öq  >  *i  >  •  •  •  »  *»<-i  gebildet  sind, 
und  G'  das  aus  denjenigen  Substitutionen  von  G  zu- 
sammengesetzte System,  welche  keinen  der  m  Buch- 
staben b  versetzen.  Der  Index  von  G  kann  nicht  klei- 
ner als  der  Index  fi  von  G'  sein,  und  wenn  man  ihn 
durch  fi -\- l  darstellt,  so  lässt  sich  stets  ein  System 
Gl  conjugirter  Substitutionen  von  n  —  m  Buchstaben 
bilden,  dessen  Index  jtt,  gleich  X  oder  kleiner  als  A  ist, 
und  dessen  Substitutionen  sämmtlich  in  dem  Systeme 
G  enthalten  sind. 

Wir  bezeichnen  mit  v  die  Ordnung  von  G,  mit  q  die  Ordnung 
von  G'  und  setzen 

G       ^      1     ,     S^     ,     S2    ,     •    •    ■     ,     Sq-.1    ,     .    .    .     ,     Sy—l  , 

G    =-  1  ,  Sj  ,  S2  '  •  •  •  '  S^—i . 
Man   erhält   alle   Substitutionen   der  n  —  m  Buchstaben  a,   wenn 
mau  die  Substitutionen  von  G'  mit  Substitutionen 

l,T,,T,,...,Tf,_i 

multiplicirt ,  die  von  den  Buchstaben  b  unabhängig  sind.  Multi- 
plicirt  man  auch  das  System  G  mit  diesen  Substitutionen  T,  so 
entstehen  die  fiv  Produkte 

1  ,     Sj  ,5^2  >     >    •    •     1     Sfj-^l  ,     .    .    •     ,     Sy—l   , 

f  1 )  -^  ^''     '  ^1  "^1     '  ^1  ^2     .  •  •  • .  2"t  S()-^i     , . . . ,  r,  Sy-i , 

und  es  lässt  sich,  wie  im  vorhergehenden  Salze,  beweisen,  dass 
diese  (iv  Substitutionen  von  einander  verschieden  sind,  dass  also 

16* 
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der  Index  von  G  nicht  kleiner  als  jit  ist.  Da  dieser  Index  aber 
gleich  fi  -{-  ^  und  X  von  Null  verschieden  ist,  so  umfasst  die  Ta- 
belle (1)  nicht  alle  Substitutionen  der  n  Buchstaben.  Die  fehlen- 
den Xv  Substitutionen  erhält  man  dadurch,  dass  man  das  System 
G  mit  gewissen  Substitutionen 

rp  '  rp  '  rp  r 

multiphcirt,  welche  sämmtlich  von  den  Buchstaben  b  abhängen; 
auf  diese  Weise  entsteht  die  Tabelle 


(2). 


2  >    -^  2  "1   '   -*  2  *^2   '   •  •  •   '   -*  2  "^P— 1  ?   •  •  •  >   ^  2  '^v-l  » 


welche  die  Tabelle  (1)  ergänzt. 

Dies  vorausgesetzt,  behaupten  wir,  die  Substitutionen  der 
Tabelle  (1)  seien  nicht  im  Stande,  in  einer  beliebig  gewählten 
Permutation  die  m  Buchstaben  b  auf  irgend  welche  m  Plätze  zu 
bringen.  Wäre  dies  nämlich  der  Fall,  so  würde  jede  Substitution 
der  n  Buchstaben  dadurch  vollzogen  werden  können,  dass  man 
zuerst  eine  Substitution  S  ausführte,  welche  die  Buchstaben  b  auf 
die  vorgeschriebenen  Plätze  brächte;  dann  würde  noch  eine  Sub- 
stitution der  Buchstaben  a  zu  vollziehen  sein,  welche  gleichbe- 
deutend ist  mit  einer  der  Substitutionen  des  Systems  G\  auf  die 
eine  Substitution  T  folgt;  die  Tabelle  (1)  würde  also  alle  Substi- 
tutionen der  71  Buchstaben  umfassen,  was  der  Voraussetzung 
widerspricht.  Daraus  geht  hervor,  dass  man  in  einer  Permu- 
tation der  71  gegebenen  Buchstaben  m  Plätze  angeben  kann,  auf 
welche  es  unmöglich  ist,  mittels  einer  der  Substitutionen  (1)  be- 
ziehungsweise die  m  Buchstaben  b  zu  bringen.  Da  es  aber  offen- 
bar 1  .2  .  3  . .  .  {n  —  m)  verschiedene  Substitutionen  giebt,  welche 
diese  Wirkung  haben  können,  so  müssen  dieselben  sämmtlich 
der  Tabelle  (2)  angehören.  Wendet  man  daher  die  Substitutio- 
nen (2)  auf  die  Permutation 

an,  so  werden  sich  unter  den  kv  erhaltenen  Permutationen 

1  .2  .  3  .  ..  (n  —  m) 

vorfinden,  in  welchen  jeder  der  m  Buchstaben  b  denselben  Platz 
einnimmt.     Wenn  man  aber  in  dieser  Weise  verfährt,  so  wendet 
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man  augeiischeiniich  auf  die  Periniitation  Ä  die  Substitutionen 
au,  welche  sich  durch  Multipiication  des  G  ähnlichen  Systems 

mit  den  Substitutionen 

1  ,  t;t;  ' ,  t^t;-'  ,„••• .  t^t;-' 

ergeben.  Folglich  ist  das  System  G  selbst  von  der  Beschaflenheil, 
dass  wenn  man  seine  Substitutionen  mit  X  passend  gewählten 
Substitutionen 

1  ,  U,  ,   U.,  ,  .  .  .  ,   U^_, 

multipUcirt,  die  erhaltenen  Produkte 

1  ,     iS,  ,     S.,  ,     .    .    .     ,     Sy—l    , 


(3). 


die  1  .  2  .  3  .  .  .  (n  —  m)  Substitutionen  umfassen,  welche  gewisse 
in  Buchstaben  nicht  versetzen.  Diese  m  Buchstaben  sollen  n)il 
ft„',  6/,  .  .  .  ,  bm-i,  die  n  —  m  übrigen  mit  ö„',  «,'  . .  .  ,  ««-/«-i 
bezeichnet  werden.     Sind 

Gj  =  1  ,  S^  ,  S.y  ,  ■  •  •  ,  Sq—i 

die  Q  Substitutionen  von  G,  welche  die  m  Buchstaben  b'  nicht 
versetzen,  so  erhält  man  das  System  aller 

1  .  2  ,  3  ...(«  —  w) 

Substitutionen  der  Buchstaben  a,  wenn  man  G^  mit  gewissen  von 
den  Buchstaben  b'  unabhängigen  Substitutionen  multipUcirt,  welche 
offenbar  unter  den  Factoren  1  ,  U^  ,  U.^  ,  .  .  .  ,  Uj^__^  enthalten  sind, 
und  die  man  durch 

darstellen  kann;  dann  ist 

[l^Q^   =    1  .  2  .  3  .  .  .  (w  7W)  , 

und  die  Zahl  fi^,  die  gleich  A  oder  kleiner  als  l  ist,  drückt  den 
Index  des  Systems  G^  aus,  dessen  Substitutionen  sämmtlich  in  G 
enthalten  sind. 

438.     Nach  Herleitung  dieser  Hilfssätze  wenden  wir  uns  zum 
Beweise  der  Lehrsätze,  die  wir  im  Auge  haben. 
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Lehrsatz  I.  —  Wenn  n  eine  ungerade  Zahl  und  der 
Index  eines  Systems  conjugirter  Substitutionen,  die 
aus  w  Buchstaben  gebildet  sind,  grösser  als  2  ist,  so 
ist  dieser  index  gleich  n  oder  grösser  als  w;  ist  der- 
selbe gleich  n,  so  besteht  das  conjugirte  System  aus 
allen  Substitutionen,  die  man  aus  n — ^1  Buchstaben 
bilden  kann. 

Die  Wahrheit  des  Satzes  leuchtet  unmittelbar  ein,  wenn 
n  =  S  ist;  denn  in  diesem  Falle  muss  der  Index  des  Systems, 
sobald   er  grösser   als   2  ist,   gleich   3   oder  grösser   als  3  sein. 

12     3 

Ist  der  Index   gleich  3,   so  ist  die  Ordnung  des  Systems  — '    " 

oder  2,  also  eine  Primzahl.  Dann  besteht  das  System  aus  den 
beiden  Potenzen  einer  cycHschen  Substitution  zweiter  Ordnung, 
d.  h.  einer  Transposition. 

Wir  sehen  somit,  dass  wir  den  vorliegenden  Satz  in  seiner 
vollen  Allgeraeinheit  begründen,  wenn  wir  seine  Richtigkeit  für 
n  =  n'  voraussetzen  und  auf  Grund  dieser  Annahme  beweisen, 
dass  derselbe  auch  noch  für  n  =  71  -\-  2  besteht.  Mit  andern 
Worten,  wir  dürfen  den  Satz  als  gültig  ansehen,  wenn  darin  ti 
durch  n  —  2  ersetzt  wird;  dann  bezeichnet  ti  eine  ungerade  Zahl, 
die  wenigstens  gleich  5  ist. 

Es  seien  G  das  gegebene  conjugirte  System,  dessen  Index, 
wie  wir  voraussetzen,  grösser  als  2  ist,  und  G'  das  aus  denjeni- 
gen der  Substitutionen  von  G  gebildete  conjugirte  System,  welche 
zwei  aus  der  Reihe  der  «  gegebenen  nach  Belieben  gewählte 
Buchstaben  nicht  versetzen.  Unserer  Annahme  nach  kann  der 
Index  von  G'  nicht  zu  gleicher  Zeit  grösser  als  2  und  kleiner 
als  n  —  2  sein.     Dieser  Index  ist  daher  eine  der  fünf  Zahlen 

1  ,  2  ,  n  —  2  ,  n  —  1  ,  n , 

oder  aber  er  ist  grösser  als  n,  und  in  diesem  Falle  nmss  der 
Index  von  G  gleichfalls  grösser  als  n  sein.  Wir  wollen  die  fünf 
Fälle,  zu  denen  wir  so  geführt  werden,  der  Reihe  nach  in  Er- 
wägung ziehen. 

1*^.  Der  Index  von  G'  ist  1.  —  Da  der  Index  von  G 
der   Voraussetzung   nach  nicht   1    ist,   so   ist   derselbe    (No.  428 

u.  No.  429,   Zusätze)  einer  der  Zahlen  n  ,  ~^ä —  >  '«  ("  —  1) 
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gleich,  und  wenn  er  gleich  n  ist,  so  besieht  das  System  G  aus 
allen  Substitutionen  von  n  —  1  Buchstaben. 

2".  Der  index  von  G'  ist  2.  —  In  diesem  Falle  ist  der 
Index  von  G,  den  wir  als  von  2  verschieden  voraussetzen,  eine 
der  Zahlen  2n  ,  n  {n  —  1)  ,  2n  {n  —  1)  (No.  428  und  No.  429); 
er  ist  daher  grösser  als  n. 

3".  Der  Index  von  G'  ist  n  —  2.  —  In  diesem  Falle 
kann  der  Index  von  G  nach  dem  Hilfssatz  I  (No.  436)  nicht  gleich 
n  —  2  sein,  da  m  —  2  eine  ungerade  Zahl,  ist.  Wenn  der  In- 
dex von  G  gleich  n  —  1  oder  gleich  h  ist,  so  lässt  sich  nach 
dem  Ililfssatz  II  (No.  437)  ein  System  conjugirter  Substitutionen 
von  n  —  2  Buchstaben  bilden,  dessen  Index  1  oder  2  ist,  und 
dessen  Substitutionen  sämmtlich  im  G  enthalten  sind.  Man  lallt 
daher  wieder  auf  eine  der  beiden  vorhergehenden  Hypothesen, 
wenn  der  Index  von  (r  nicht  grösser  als  n  ist. 

4".     Der   Index   von   G'   ist  «  —  1.  —   In   diesem  Falle 

kann  der  Index  von  G  nicht  gleich  n  —  1  sein;  denn  sonst  könnte 

man  nach  dem  Ililfssatz  I  ein  System   conjugirter   Substitutionen 

,j 1 

von  n  —  2  Buchstaben  bilden,  dessen  Index      -^       sein   würde. 

,j 1 

Nun  ist  die  Zahl  —~ — ,  wenn  «  >  5  ist,  grösser  als  2  und  klei- 
ner als  n  —  2;  ausserdem  setzen  wir  voraus,  dass  der  Index 
eines  auf  m  —  2  Buchstaben  bezüglichen  conjugirten  Systems  nicht 
zu  gleicher  Zeit  grösser  als  2  und  kleiner  als  n  —  2  sein  könne ; 
folglich  ist  die  Hypothese,  die  wir  jetzt  erörtern,  unzulässig, 
wenn  «  >  5  ist.  Sie  ist  es  aber  auch  noch  für  ?<  =  5;  denn 
in  diesem  Falle  darf  der  Index  von  G'  nicht  gleich  n  —  1  =  4 
vorausgesetzt  werden,  da  4  kein  Divisor  des  Produkts  1.2.3  ist. 

Wenn  also  der  Index  von  G  nicht  grösser  als  n  ist,  so  muss 
er  gleich  n  sein;  dann  kann  man  aber  nach  dem  Hilfssatz  II  ein 
System  conjugirter  Substitutionen  von  n  —  2  Buchstaben  bilden, 
welches  1  zum  Index  hat,  und  dessen  Substitutionen  sämmtlich 
in  G  enthalten  sind.  Man  gelangt  auf  diese  Weise  wieder  zur 
ersten  der  oben  betrachteten  Hypothesen. 

5".  Der  Index  von  C  ist  ti.  —  In  diesem  Falle  ist  der 
Index  von  G  nothwendig  grösser  als  n;  denn  da  ?i  eine  unge- 
rade Zahl  ist,  so  kann  derselbe  nach  dem  Hilfssalz  I  nicht  gleich 
n  sein. 
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Wir  schliessen  daraus,  dass  der  Inde'x  von  Q,  sobald  er 
grösser  als  2  ist,  in  keinem  Falle  kleiner  als  n  sein  kann,  und 
dass,  wenn  derselbe  gleich  -n  ist,  das  System  G  aus  den  Substi- 
tutionen von  n  —  1  Buchstaben  besteht. 

439.  Lehrsatz  II.  —  Wenn  n  eine  gerade  Zahl  und 
der  Index  eines  Systes  conjugirter  Substitutionen,  die 
aus  n  Buchstaben  gebildet  sind,  grösser  als  2  ist,  so 
muss  derselbe  gleich  n  oder  grösser  als  n  sein;  eine 
Ausnahme  bildet  der  Fall  n  =  4.  Ist  der  Index  des 
Systems  gleich  n,  so  besteht  letzteres,  mit  alleiniger 
Ausnahme  des  Falles,  in  welchem  n  =  Q  ist,  aus  allen 
Substitutionen,  die  sich  aus  n  —  1  Buchstaben  bilden 
lassen. 

Es  seien  G  das  gegebene  conjugirte  System  und  G^  ein  con- 
jugirtes  System,  welches  aus  denjenigen  der  Substitutionen  von 
G  besteht,  die  einen  nach  Belieben  gewählten  Buchstaben  nicht 
versetzen.  Wir  setzen  voraus,  der  Index  von  G  sei  grösser  als  2. 
Was  den  Index  des  Systems  G(^  betrifft,  welches  sich  nur  auf 
n — 1  Buchstaben  bezieht,  so  kann  derselbe,  da  n  —  1  eine 
ungerade  Zahl  ist,  nach  dem  vorhergehenden  Satze  nicht  zu  glei- 
cher Zeit  grösser  als  2  und  kleiner  als  n  —  1  sein.  Der  Index 
von  Gq  ist  daher  eine  der  Zahlen 

1  ,  2  ,  n  —  1  ,  n  , 

oder  aber  er  ist  grösser  als  n,  und  in  diesem  Falle  ist  auch  der 
Index  von  G  grösser  als  ??.  Wir  wollen  diese  vier  Hypothesen 
einzeln  verfolgen: 

1^.  Der  Index  von  G„  ist  1.  —  In  diesem  Falle  ist  der 
Index  von  G  gleich  n  (No.  428,  Zusatz),  da  man  ihn  als  von  1 
verschieden  voraussetzt. 

2''.  Der  Index  von  Gq  ist  2.  —  In  diesem  Falle  ist 
der  Index  von  G  gleich  2  h  (No.  428),  da  man  ihn  als  von  2  ver- 
schieden voraussetzt. 

3^.  Der  Index  von  G^  ist  «  —  1.  —  Da  n  —  1  unge- 
rade ist,  so  besteht  das  System  G(,  (No.  438)  in  diesem  Falle 
aus  allen  Substitutionen  von  n  —  2  Buchstaben,  und  sein  In- 
dex ,    der   grösser    als   1    ist,    muss   (No.  428   und  429)   einer 

der   Zahlen  n  ,   "  ^"  — -,   n  {?i  —  1)   gleich   sein;   dabei  wird 
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indess  n  >  4*)  vorausgesetzt.  Ausserdem  kann  dieser  Index  nur 
dann  gleich  n  sein,  wenn  G  alle  Subslitutionen  von  n  —  1  Buch- 
staben umfasst. 

4^.  Der  Index  von  G^y  ist  n.  —  Dann  ist  der  Index  von 
G  gleich  n  oder  grösser  als  n;  wir  haben  daher  nur  noch  den 
Fall    zu    untersuchen,    in    welchem    dieser    Index    gleich   n  ist. 

Vorher  bemerken  wir,  dass  der  erste  Theil  unseres  Satzes: 
Wenn  die  gerade  Zahl  n  grösser  als  4  ist,  so  kann  der 
Index  eines  auf  n  Buchstaben  bezüglichen  Systems 
conjugirter  Subslitutionen  nicht  zu  gleicher  Zeit 
grösser  als  2  und  kleiner  als  n  sein  durch  die  vorstehende 
Entwicklung  bereits  bewiesen  ist.  Im  Folgenden  wird  n  —  2  >  4, 
also  n  >  6  vorausgesetzt.  Wir  bezeichnen  mit  G'  das  conjugirte 
System ,  welches  aus  denjenigen  der  Substitutionen  von  G^  be- 
steht, die  einen  der  auf  Gq  bezüglichen  n  —  1  Buchstaben  nicht 
versetzen;  dieser  Buchstabe  kann  übrigens  nach  Belieben  gewählt 
werden.  Der  Index  von  G'  kann  nicht  zu  gleicher  Zeit  grösser 
als  2  und  kleiner  als  n  —  2  sein;  ausserdem  ist  er  nicht  grösser 
als  n;  sein  Werth  ist  daher  eine  der  fünf  Zahlen  1,2,« — 2,n — l,n. 
Der  Fall,  in  vvelchem  dieser  Index  eine  der  Zahlen  n  —  2,n  —  1 
wäre,  lässt  sich  durch  den  Hilfssatz  II  unmittelbar  auf  den  Fall, 
in  welchem  er  1  oder  2  wäre,  zurückführen.  Wir  behaupten 
nun,  dieser  letzte  Fall  könne  nicht  stalthaben.  Hätte  nämlich  G' 
den  Index  1  oder  2,  so  würde  (No.  428)  der  Index  von  Gq  eine 
der  Zahlen  1  ,  2  ,  «  —  1  ,  2(n  —  1)  sein  müssen,  von  denen 
keine  gleich  n  sein  kann.  Der  Index  von  G'  ist  daher  gleich  n; 
dann  könnte  man  aber  nach  dem  Hilfssatz  I  ein  System  conju- 
girter Substitutionen  von  ii  —  2  Buchstaben  bilden,  dessen  Index 
^  sein  würde,  was  unmöglich  ist,  da  man 

2  <  1  <  «  —  2 

bat.  Unsere  letzte  Hypothese  ist  daher  unzulässig,  wenn  die 
Zahl  n  grösser  als  6  ist.  Sie  kann  dagegen,  wie  wir  zeigen 
werden,  stattfinden,  wenn  «  =  6  ist.    Für  «  =  4  ist  sie  unmög- 


*)  Wir  haben  in  No.  427  gesehen,  dass  man  aus  vier  Buchstaben 
ein  conjugirtes  System  bilden  kann,  dessen  Ordnung  gleich  8,  dessen 
Index  folglich  gleich  3  ist. 
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lieh ;  denn  der  Index  von  G^  kann  nicht  glöich  4  sein ,  da  4  kein 
Divisor  des  Produkts  1.2.3  ist.  Der  Fall  w  =  6  bildet  somit 
die  einzige  Ausnahme  vom  zweiten  Theile  unseres  Lehrsatzes. 


Über   das  conjugirte  System  mit    dem  Index  6,    welches 

120  Substitutionen  von  6  Buchstaben  umfasst,  welches  aber 

nicht  aus  den  120  Substitutionen  von  5  Buchstaben 

besteht. 

440.  Wenn  ein  solches  System  existirt,  so  müssen  nach 
dem  vorhergehenden  Beweise  diejenigen  seiner  Substitutionen, 
welche  irgend  zwei  Buchstaben  nicht  versetzen,  ein  System  con- 
jugirter  Substitutionen  von  vier  Buchstaben  bilden,  dessen  Index 

6,  dessen  Ordnung  folglich  — ^^^---  oder  4  ist.     Dieses  System 

4^^'  Ordnung  kann  ausser  der  Einheit  nur  cyclische  Substitutionen 
4ter  Ordnung,  aus  zwei  Cyclen  bestehende  regelmässige  Substi- 
tutionen zweiter  Ordnung,  oder  Transpositionen  enthalten.  Trans- 
posilionen  können  aber  aus  dem  Grunde  darin  nicht  vorkommen, 
weil  das  ganze  System  der  Substitutionen  der  sechs  Buchstaben 
solche  nicht  enthalten  kann,  wie  wir  im  Beweise  des  Hilfssatzes  I 
(No.  436),  welcher  den  vorliegenden  Fall  mit  umfasst,  gesehen 
haben.  Wenn  das  in  Rede  stehende  System  4'^"^  Ordnung  nicht 
aus  den  vier  Potenzen  einer  cyclischen  Substitution  4''""  Ordnung 
besteht,  so  umfasst  es  ausser  der  Einheit  die  drei  regelmässigen 
Substitutionen,  die  sich  aus  den  vier  Buchstaben  bilden  lassen. 
In  allen  Fällen  findet  sich  also  darin  eine  durch  zwei  Transpo- 
sitionen gebildete  regelmässige  Substitution  vor.  Da  sich  aber 
sechs  Buchstaben  15  mal  zu  je  vier  combiniren  lassen,  so  muss 
das  conjugirte  System  G,  mit  dem  wir  uns  beschäftigen,  15  regel- 
mässige Substitutionen  umfassen,  deren  jede  aus  zwei  Transposi- 
tionen besteht.  Zwei  Substitutionen  dieser  Art,  welche  einen 
Cyclus  und  einen  dritten  Buchstaben  gemeinschaftlich  hätten,  kann 
es  nun  in  G  nicht  geben;  denn  das  Produkt  von  zwei  solchen 
Substitutionen  ist  offenbar  eine  cyclische  Substitution  dritter  Ord- 
nung. Vertheilt  man  daher  die  15  Transposilionen  der  6  Buch- 
staben in  5  Gruppen  von  je  3  Transpositionen,  und  zwar  so, 
dass  die  6  Buchstaben  in  den  3  Transpositionen  ein  und  dersel- 
ben  Gruppe   vorkommen,    so  erhält  man    die   15  regelmässigen 
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Siibstitutioneu  von  G  dadurch,  dass  man  je  zwei  der  ein  und 
derselben  Gruppe  angehörenden  Transposilionen  in  einander  mul- 
tipücirt.  Jede  andere  regelmässige  Substitution  derselben  Art 
hat  nothvvendig  einen  Cyclus  und  einen  dritten  Buchstaben  mit 
einer  dieser  15  Substitutionen  gemeinschaftlich,  und  kann  folglich 
in  G  nicht  enthalten  sein.  So  besitzt  dieses  System  die  drei  regel- 
mässigen Substitutionen  nicht,  welche  aus  denselben  vier  Buch- 
staben gebildet  sind;  es  enthält  mithin  eine  cyclische  Substitution 
dieser  vier  Buchstaben. 
Es  seien 

a  ,  b  ,  c  ,  d  ,  e  ,  f 

die  gegebenen  Buchstaben,  und  es  werde  vorausgesetzt,  das  Sy- 
stem G  enthalte  die  Potenzen  der  cyclischen  Substitution 

?7  =  (rt  ,  ft  ,  c  ,  rf). 

Dasselbe  System  muss  eine  cyclische  Substitution  Ui  besitzen, 
welche  aus  den  vier  Buchstaben  a  ,  b  ,  c  ,  e  gebildet  ist.  Wir 
dürfen  voraussetzen,  a  sei  in  U^  auf  den  ersten  Platz  gesetzt; 
dann  kann  aber  c  nicht  den  dritten  Platz  einnehmen.  Wäre  dies 
nämlich  der  Fall,  so  würde  das  Produkt  der  beiden  regelmässi- 
gen Substitutionen  C/^  und  l]\,  die  einen  Factor  [a  ,  c)  gemein- 
schaftlich hätten,  nur  zwei  Transpositionen  mit  einem  gemein- 
schaftlichen Buchstaben  b  enthalten  und  sich  auf  eine  cyclische 
Substitution  dritter  Ordnung  reduciren,  die  in  G  nicht  vorkom- 
men kann.  Daher  muss  c  in  C/^  den  zweiten  oder  den  vierten 
Platz,  also  in  IJ\  den  vierten  oder  den  zweiten  Platz  einnehmen. 
Wir  werden  unter  f/,  diejenige  dieser  beiden  Substitutionen  ver- 
stehen, in  welcher  c  den  vierten  Platz  besetzt;  es  ist  somit 

U^  =  [a  ,b  ,  c  ,  c),  oder  üi  =  (a  ,  e  ,  b  ,  c). 

Ebenso  enthält  das  System  G  zwei  cyclische  Substitutionen  vier- 
ter Ordnung,  deren  jede  der  Cubus  der  andern  ist,  und  welche 
aus  den  vier  Buchstaben  a  ,  b  ,  c  ,  f  gebildet  sind.  Es  bezeichne 
£/,  diejenige  dieser  Substitutionen,  in  welcher  c  den  zweiten  Platz 
einnimmt;  es  sei  also 

Ü2  =  {(i ,  c  ,  f ,  b) ,  oder  0^  =  [a  ,  c  ,b  ,f). 

Nimmt  man  aber  den  ersten  Werth  von  U^,  so  hat  man  den 
zweiten  Werth  von  U^  zu  nehmen,  und  umgekehrt;  denn  sonst 
würden    IJ\   und    Vi    eine  Transposilion  gemeinschaftlich   haben, 
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und  ihr  Produkt  würde  sich  auf  eine  cychsche  Substitution  drit- 
ter Ordnung  reduciren.     Wir  werden 

U^  =  {a  ,  b  ,  e ,  c)  ,   U.^  =  {a ,  c  ,  b  ,  f) 
machen. 

Dies  vorausgesetzt,  wenden  wir  der  Reihe  nach  die  Substi- 
tutionen U ,  U^  ,  U2  auf  irgend  eine  Permutation  an ;  es  ergiebl 
sich 

U^U  =  {a  ,  e  ,  c  ,  d  ,  b), 
U^UyU  =  {a  ,  e  ,b  .c  ,d  ,  f). 
Man  ersieht  daraus,  dass  das  System  G  die  drei  cyclischen  Sub- 
stitutionen 

ü  =  [a  ,b  ,c  ,d)  ,  T  =  [a ,  e ,  c  ,d  ,b)  ,  S  =  {a  ,  e  ,b  ,c  ,d  ,f) 
enthält,  deren  Ordnungen  beziehungsweise  4,5,6  sind.  Dies 
System  entsteht  also  dadurch,  dass  man  die  Potenzen  von  U  mit 
denjenigen  von  T  und  die  gewonnenen  Resultate  mit  den  Poten- 
zen von  S  zur  Rechten  oder  zur  Linken,  aber  immer  in  dersel- 
ben Weise  multiplicirt.  Dies  Verfahren  liefert  6x5  X  4  oder 
120  von  einander  verschiedene  Substitutionen;  denn  es  liegt  auf 
der  Hand,  dass  zwei  Produkte  wie  ^T^lf  ,  s''  T^  V'  nur  dann 
einander  gleich  sein  können,  wenn  k'  =  k  ,  j'  =  j  ,  i'  ==  i  ist. 
Es  ist  aber  noch  zu  beweisen,  dass  diese  120  Substitutionen 
wirklich  ein  conjuglrtes  System  ausmachen. 

Erstens  sind  die  conjugirten  Systeme,  von  denen  das  eine 
aus  den  Potenzen  von  U ,  das  andere  aus  den  Potenzen  von  T 
besteht,  gegen  einander  vertauschbar.     Man  hat  in  der  Thal 

d.  h. 

und  wenn  man  diese  Relation  auf  die  ju,*®  Potenz  erhebt,  so  folgt 

U" P"  ü-"  =T('-^\  also   U" r"  =  T/* •  2'  ü'  . 

Durch  Multiplication  dieser  beiden  Systeme  entsteht  also  ein  con- 
juglrtes System  von  20  auf  5  Buchstaben  bezüglichen  Substitu- 
tionen. Schriebe  man  Of^  ,  a^  ,  a^  ,  a^  ,  «4  statt  e ,  c ,  d  ,  b  ,  u,  so 
würde  dieses  System  mit  dem  in  No.  424  betrachteten  zusammen- 
fallen. 

Zweitens  ist  das  conjugirte  System 

1  ,  P,  ,  P,,  ...  ,  P,,, 
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(las  wir  soeben  erhalten  liabfen,  gegen  das  conjugirle  System  ver- 
lauscbbar,  welches  durcli  die  Potenzen  von  S  gebildet  wird. 
Zunächst  lässt  sich  leicht  bewahrheiten,  dass  man  für  jeden  Werth 
von  n  eine  ganze  Zahl  m  von  der  Beschaffenheit  ermitteln  kann, 
<lass  jede  der  Substitutionen 

S"'TS"  ,   S'"US" 
sich   auf  eine  der  Substitutionen  P  reducire.     Die  Zahl  m  wird 
durch    die  Bedingung    bestimmt,    dass  diese   Substitutionen   den 
Buchstaben  f  nicht  enthalten  dürfen,  und  man  erhält 


S^US    =  T^U    =  Ul^, 
SVS^    =  T^V^  =  V'T, 


S*TS    =  T^U    =  UT, 

S^TS^  =  ü2, 

STS^    =  T^ü^  =  U^J^, 

s^Ts'^  =  r^v^  =  ir^T^, 

Man  hat  daher  für  jeden  Werth  von  n 

s'"  rs"  =  p.  ,  s'"us"  =  p. , 

oder 

TS"  =  S'"'P.  ,   US"  =  S~"'P., 

wo  m  und  i  passende  Werthe  haben.  Daraus  geht  hervor, 
dass  jedes  Produkt  von  der  Form  P  S^  auf  die  Form  S^P^.  ge- 
bracht werden  kann.  P,  ist  nämlich  ein  Produkt,  welches  aus 
Factoren  T  und  aus  Factoren  ü  besteht,  und  nach  dem  Vor- 
hergehenden kann  man  S^  einen  Platz  zur  Linken  hin  vorrücken 
lassen,  wenn  man  zugleich  den  Exponenten  v  ändert.  Nach- 
dem man  dies  Verfahren  hinlänglich  oft  wiederholt  hat,  wird 
P.S^  augenscheinlich  in  einen  Ausdruck  von  der  Form  <S?"/>,. 
verwandelt  sein.  Da  somit  das  System  der  Substitutionen  P  und 
dasjenige  der  Potenzen  von  S  gegen  einander  vertauschbar  sind, 
so  entsteht  durch  Multiplicalion  beider  ein  conjugirtes  System, 
dessen  Ordnung  20  X  6  =  120,  dessen  Index  also  6  ist. 

Man  beachte  noch,  dass  das  System,  dessen  Existenz  wir 
jetzt  nachgewiesen  haben,  ebenso  viele  Substitutionen  erster  Art, 
Mie  Substitutionen  zweiter  Art  enthält.  Seine  Substitutionen 
erster  Art  machen  folglich  ein  conjugirtes  System  aus,  dessen 
Ordnung:  60  und  dessen  Index  12  ist. 
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Transitive  Systeme  conjugirter  Substitutionen. 

441.  Wenn  die  Substitutionen  eines  conjugirten  Systems 
es  gestatten,  einen  der  Buchstaben  der  Reihe  nach  an  die  Stelle 
jedes  der  andern  zu  setzen,  so  heisst  das  System  transitiv,  im 
entgegengesetzten  Falle  intransitiv.  Diese  Eintheihing  der  con- 
jugirten Systeme  in  transitive  und  intransitive  rührt  von  Cauchy 
her;  sie  ist  für  die  Theorie,  die  wir  hier  darlegen,  von  der 
grössten  Bedeutung. 

Wenn  allgemeiner  die  Substitutionen  eines  conjugirten  Sy- 
stems es  gestatten,  m  der  gegebenen  Buchstaben  auf  die  Plätze 
von  irgendwelchen  m  anderen  zu  bringen,  so  werden  wir  das 
System  mmal  transitiv  nennen. 

Wenn  ein  System  conjugirter  Substitutionen  mmal  transitiv 
ist,  so  ermöglichen  es  seine  Substitutionen,  m  beliebige  Buch- 
staben auf  die  Plätze  von  irgend  welchen  m  anderen  zu  bringen. 
Da  nämlich  vorausgesetzt  wird,  das  vorgelegte  System  sei  «mal 
transitiv,  so  giebt  es  m  Buchstaben  «^  ,  «j  »  •  •  •  >^m,  welche  auf 
die  Plätze  von  irgend  welchen  m  anderen  6]  ,&.,,...  ,  b,,^  ,  die 
von  den  ersteren  verschieden  oder  nicht  verschieden  sind,  ge- 
bracht werden  können.  Umgekehrt  gestatten  es  die  Substitutio- 
nen des  Systems,  «j  ,  a^  ,  ,  .  .  ,  a^  durch  h^  ,  b.y  ,  .  .  .  ,  b,„  zu 
ersetzen,  und  sie  können  folglich  diesen  letzteren  Buchstaben 
die  Plätze  von  m  beliebigen  Buchstaben  anweisen. 

Es  leuchtet  ein,  dass  das  System  aller  aus  7i  Buchstaben 
gebildeten  Substitutionen  {n  —  l)mal  transitiv,  das  System,  wel- 
ches alle  aus  diesen  Buchstaben  gebildeten  Substitutionen  erster 
Art  umfasst,  {n — 2)mal  transitiv  ist. 

Man  sieht  auch,  dass  ein  System  conjugirter  Substitutionen, 
welche  aus  n  Buchstaben  gebildet  sind,  transitiv  ist,  wenn  es  eine 
cyclische  Substitution  n''^'"  Ordnung  enthält;  dies  ist  aber  keine 
nothwendige  Bedingung.  Allgemein  ist  ein  conjugirtes  System, 
dass  sich  auf  n  Buchstaben  bezieht,  m  mal  transitiv,  wenn 
es  m  cyclische  Substitutionen  besitzt,  deren  Ordnungen  bezie- 
hungsweise n  ,n  —  1  ,  .  . .  ,  n  —  m  -\-  1  sind.  So  z.  B.  ist  das 
System  mit  dem  Index  6,  mit  dem  wir  uns  in  No.  440  beschäf- 
tigt haben,  und  welches  aus  120  conjugirten  Substitutionen  von 
G  Buchstaben  besteht,   3mal  transitiv,   da  es  drei  cyclische  Sub- 
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stituUonen  umfasst,  welche  beziehungsweise  die  Ordnungen  6,  5,  4 
haben. 

442,  Lehrsatz  I.  —  Die  Ordnung  eines  mmal  tran- 
sitiven Systems  conjugirter  Substitutionen  von  ?<Buch- 
staben  ist  ein  Vielfaches  von  n  {n  —  1)  ...  {n  —  wi  -f- 1)» 
mit  andern  Worten,  der  Index  des  Systems  ist  ein 
Divisor  des  Produkts 

1 .  2  .  3  ...(«—  m). 
Es  seien  ^„  ,  A^  ,  A.,  ,  .  .  .  die  «  («  —  1)  . . .  (n  —  m  +  1)  Grup- 
pirungen,   die  man   aus  den  w  gegebenen   Buchstaben  durch  Ne- 
beneinanderstellung von  je  m  derselben  bilden  kann,  und 

diejenigen  der  Substitutionen  des  vorgelegten  Systems  G,  welche 
die  Buchstaben  der  Gruppirung  Ai  durch  die  Buchstaben  ersetzen, 
welche  in  Aj  beziehungsweise  dieselben  Plätze  einnehmen.  Be- 
zeichnen wir  ausserdem  mit  T  eine  der  Substitutionen  von  G, 
welche  die  Buchstaben  von  Aj  durch  diejenigen  von  Ak  ersetzen, 
so  ist  es  klar,  dass  die  q  Substitutionen 

TS,, ,  rs, ,  rs  2 . . .  • ,  rSo-i 

die  Buchstaben  von  A,  durch  diejenigen  von  Ak  ersetzen  werden. 
Die  Anzahl  der  Substitutionen,  welche  Ai  durch  A/^  ersetzen, 
kann  daher  nicht  kleiner  sein,  als  die  Anzahl  derjenigen,  welche 
Ai  durch  Aj  ersetzen,  und  die  letztere  Zahl  kann  umgekehrt 
auch  nicht  kleiner  sein  als  die  ersiere. 

Daraus  geht  hervor,  dass  es  in  dem  vorgelegten  Systeme 
ein  und  dieselbe  Anzahl  q  von  Substitutionen  giebt.  welche  die 
gegebene  Gruppirung  Ai  durch  jede  der  Gruppirungen  A^^,A^,A.y,  ... 
ersetzen.     Bezeichnet  also  f*  die  Ordnung  des  Systems  G,   so  ist 

jti  =  n  [71  —  1)  ...   [n  —  m  -\-  1)X  Q , 
und  man  erhält  für  den  Index  von  G  den  Werth 

iV    1.2.3...  n    1  .  2  .  3  . .  ■  (w  —  ?«) 

Dieser  Index  ist  folglich  ein  Divisor  des  Produkts  1.2.3...(n — m); 
man  sieht  auch  noch,  dass  derselbe  gleich  dem  Index  des  conju- 
girten  Systems  ist,  welches  aus  den  q  Substitutionen  besteht,  die 
eine  der  Gruppirungen  Ai  durch  sich  selbst  ersetzen.  Es  ergiebt 
sich  somit  der  folgende  Satz: 
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Zusatz. —  Wenn  ein  System  G  conjugirter  Substi- 
tutionen wmal  transitiv  ist,  so  bilden  diejenigen  sei- 
ner Substitutionen,  welche  m  w  i  1 1  k  ü  i'  1  i  c  h  gewählte 
Buchstaben  unverrückt  stehen  lassen,  ein  conjugir- 
tes  System  G',  dessen  Index  gleich  dem  Index  von  G  ist. 

44:3.  Lehrsatz  II.  —  Ein  System  conjugirter  Sub- 
stitutionen, dessen  Index  grösser  als  2  ist,  kannnicht 
mmal  transitiv  sein,  wenn  es  eine  Substitution  ent- 
hält,  die  nicht  mehr  als  ^Buchstaben  versetzt. 

Wir  nehmen  an,  die  Zahl  i  sei  gleich  m  oder  kleiner  als 
m,  und  das  vorgelegte  System  G  enthalte  eine  Substitution  S, 
welche  nur  i  Buchstaben  versetzt.  Da  m  wenigstens  gleich  i  ist. 
und  da  das  System  G  »?mal  transitiv  sein  soll,  so  muss  dasselbe 
eine  Substitution  T  besitzen ,  welche  die  in  S  enthaltenen  i  Buch- 
.staben  durch  i  willkürlich  gewählte  Buchstaben  ersetzt;  folglich 
enthält  G  auch  die  Substitution  TST~  ,  welche  irgend  eine  ,S' 
ähnliche  Substitution  ist. 

Zerlegen  wir  die  Substitution  S  in  Cyclen: 

und  bilden  die  ähnliche  Substitution 

o     ==   C    C.     Oj      •  •  •  > 
SO  gehört  das  Produkt 

S'  s  =  C'C 
dem  Systeme  G  an.     Wenn  die  Ordnung  f*  des  Cyclus  C  grösser 
als  2  ist,  imd  man 

hat,  so  machen  wir 

6"  =  (Of,  ,  a^_i  .  ö^_2  ,  .  .  .  ,  «0  '  "i  '  ^2) 
und  erhalten 

S  S'  ==  («,)  ,  «2  >  ^h)' 
Der  Fall  f*  =  3  ist  im  Vorhergehenden  einbegriffen;  es  ist  dann 
C  =  C.     Wenn  aber  (i  =  2  ist  und  man 

C  =  (a„  ,  a,) 
hat,   so  machen   wir,    da   es   wenigstens  einen   in   S  nicht  ent- 
haltenen Buchstaben  a.,  giebt, 

C"  =  («1  ,  «2)  . 
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und  erhalten  auch  jetzt  noch 

SS'  =  («0  ,  «2  '  «i)- 
In  allen  Fällen  enthält  danach  G  eine  cyclische  Substitution  drit- 
ter Ordnung;  wenn  also  m  gleich  3  oder  grösser  als  3  ist,  so 
gehören  alle  cyclischen  Substitutionen  dritter  Ordnung  dem  Sy- 
steme G  an,  dessen  Index  folglich  gleich  1  oder  gleich  2  ist. 
(No.  418). 

Diese  Untersuchung  lässt  den  Fall  m  ==  2  unberücksichtigt; 
in  diesem  Falle  enthält  aber  G  der  Voraussetzung  nach  eine  der 
aus  den  gegebenen  Buchstaben  gebildeten  Transpositionen;  folg- 
lich umfasst  es  dieselben  sämnitlich,  und  sein  Index  ist  gleich  1. 

Zusatz.  —  Ein  2mal  transitives  System  conjugir- 
ter  Substitutionen,  dessen  Index  grösser  als  2  ist, 
enthält  keine  Transposition;  ebenso  kann  ein  dreimal 
transitives  System,  dessen  Index  grösser  als  2  ist, 
keine  Transposition  und  keine  cyclische  Substitution 
von  drei  Buchstaben  enthalten. 

444.  Lehrsatz  in.  —  Wenn  der  Index  eines  wmal 
transitiven  Systems  conjugirter  Substitutionen,  die 
aus  ?i  Buchstaben  gebildet  sind,  grösser  als  2  ist,  so 
ist  derselbe  ein  Vielfaches  des  Produkts  1.2.3...?«. 

Wir  wählen  nach  Belieben  m  der  gegebenen  Buchstaben 
und  bilden  die 

M  =  1  .2.3...OT 

Permutationen  derselben,  die  wir  durch 

darstellen;   die  iff  Substitutionen   ebenderselben  Buchstaben  seien 

Ferner  seien 

1  ,  Sj  ,  Sj  , . .  .  ,  S^_i 

diejenigen  Substitutionen  des  vorgelegten  Systems  G,  welche  die 
eben  ausgewählten  m  Buchslaben  unverrückt  stehen  lassen,  welche 
lolglich  die  Gruppirung  J^  durch  Aq  selbst  ersetzen.  Wie  wir 
im  Beweise  des  Lehrsatzes  I  (No.  442)  gesehen  haben,  giebt  es 
im  Systeme  G  9  Substitutionen,  welche  im  Stande  sind,  die  m 
Buchstaben  von  ^^  durch  die  Buchstaben  zu  ersetzen,  die  in  Jj 

Serrel,  Alg-ebia.    h,  1  7 
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dieselben  Plätze  einnehmen.  Zur  Ausführung  einer  solchen  Sub- 
stitution genügt  es  oiFenbar,  zuerst  eine  Substitution  des  Systems 
T  zu  vollziehen,  welche  die  m  Buchstaben  von  A^  auf  die  vorge- 
schriebenen Plätze  bringt;  dann  ist  nur  noch  eine  Substitution 
S'  von  71  —  m  Buchstaben  vorzunehmen.  Ueberdiess  sind  die 
beiden  Substitutionen,  die  wir  in  Anwendung  bringen,  gegenein- 
ander vertauschbar,  da  sie  keinen  Buchstaben  gemeinschafllicii 
haben,  und  die  qM  verschiedenen  Substitutionen  des  Systems  G, 
welche  eine  der  Gruppirungen  A  durch  eine  andere,  aus  densel- 
ben Buchstaben  gebildete  ersetzen  können,  lassen  sich  durch 

1  '  ^i  >  S.,  ,   .  .  .  ,  Sq^i      , 

■1  ^      OQ  ,       7  j     öl  ,       J  j     i>2  .      •    -    •     ,       -t  1     IJQ—l  . 

rp        o(2)  rp         o(2)  rp        C^2)  ril        o(-) 

J  2   "^0  .    Jt  2   "^i  >     -« 2  "^^       f    ■  ■  ■   ,    -i-2  ^Q-l  , 


rp  q(.V-1)  rp  MM—l)  rp  M^I-l) 

darstellen,  wo  5/-^^  ganz  allgemein  Substitutionen  bezeichnet, 
welche  von  den  in  den  Gruppirungen  A  enthaltenen  m  Buchsta- 
ben nicht  abhängen.  Das  Produkt  irgend  zweier  dieser  Substi- 
tutionen gehört  dem  Systeme  G  an;  es  ist  ausserdem  von  der 
Form  Ti  S',  wo  S'  eine  von  den  in  A  enthaltenen  m  Buchstaben 
unabhängige  Substitution  bedeutet;  dies  Produkt  muss  sich  daher  in 
der  vorstehenden  Tabelle  vorfinden.  Daraus  geht  hervor,  dass 
die  Mq  Substitutionen  dieser  Tabelle  ein  conjugirtes  System  bilden. 
Zugleich  sieht  man,  dass  die  Substitutionen  S,  welche  in  zwei 
Substitutionen  dieses  Systems  als  Factoren  auftreten,  nicht  einan- 
der gleich  sein  können.  Wenn  nämlich  J  =  i  ist,  so  kann  man 
offenbar  in  unserer  Tabelle  nicht  die  beiden  Substitutionen  Tj  S 
und  TiS  finden,  und  dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  J  von  i  ver- 
schieden ist;  denn  sonst  würde  man  auch  {Tj  S)  {Ti  S)~  oder 
Tj  Ti~^  darin  antreffen,  was  aus  dem  Grunde  unmöglich  ist,  weil 
(Lehrsatz  If,  No.  443)  diese  Substitution  höchstens  ?«  Buchstaben 
versetzt.  Die  Mq  Factoren  S  der  vorhergehenden  Tabelle, 
nämlich: 


1 

'     S, 

,  s,      .  . 

•  •  >  Sq—1  , 

cd) 

,  sr^ 

.  s^'     ,  . 

r.(2) 
^0 

.  sT 

.  sf     .  . 

q(2) 
•   •    .    o^_i , 

^-.(M-l)      ^,(M-l)      q(M-1)  n,(M~l) 

Oo  .     <>1  >     1^2  I     •    •    •     »      "^o-l 
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bilden  folglich  ein  System  von  Mq  conjugirlen  Substitutionen,  die 
aus  11  —  m  Buchstaben  gebildet  sind.  Die  Ordnung  Mq  dieses 
Systems  ist  also  ein  Divisor  des  Produkts  1.2-3...(7<  —  /«) , 
und  man  hat 

Das  erste  Olied  dieser  Relation  ist  nun  nach  dem  Lehrsatz  I 
(No.  442)  der  Index  des  Systems  G;  dieser  Index  ist  somit  ein 
Vielfaches  von  1 .2  .  .  .m. 

Amnerkung.  —  Der  im  Vorstehenden  hergeleitete  Satz  um- 
fasst  den  Uilfssatz  der  No.  436  als  einen  speciellen  Fall.  Aus 
unserer  Betrachtung  geht  nämlich  folgender  Zusatz  hervor; 

Zusatz.  —  Wenn  ein  mmal  transitives  System  con- 
jugirter  Substitutionen,  die  aus  «  Buchstaben  gebil- 
det sind,  den  Index  ju,>  2  hat,  sokannmaneinSystem 
conjugirter  Substitutionen  von  n  —  m  Buchstaben  bil- 
den,  dessen  Index  - — ^ ist. 

1.2...;« 

445.  Lehrsatz  IV.  —  Ein  System  conjugirter  Sub- 
stitutionen  von   n  Buchstaben,    dessen  Index    grösser 

als  2  ist,  kann  nicht  mehr  als  ^   mal  transitiv  sein*). 

Wenn  nämlich  der  Index  ^i  eines  mmal  transitiven  Systems 
conjugirter  Substitutionen,  die  aus  w  Buchstaben  gebildet  sind, 
grösser  als  2  ist,  so  ist  dieser  Index  ein  Vielfaches  von  1.2.3...m 
und  zugleich  ein  Divisor  von  1.2.3...  (n  —  m).  Man  kann  da- 
her nicht 

m  >  n  —  m  oder  rn  ^   ~ 

haben. 

NVir  können  sogar  Folgendes  hinzufügen: 

Wenn  n  grösser  als  6  ist,  so  giebt  es  kein  auf  n 
Buchstaben  bezügliches  System  conjugirter  Substi- 
tutionen,   dessen    Index    grösser    als    2   und    welches 

-  mal  transitiv  ist. 


*)  Die  Lehrsätze  II  und  IV  sind  von  Emile  Mathieu  im  Jonrnal  de 
Matlie'matiques  pures  et  applique'es  T.  V  (2.  se'rie)  bewiesen. 

17* 
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Wir   nehmen    an,    es  gäbe   ein    System,  G   dieser  Art,    und 
eine  seiner  Substitutionen,  T,  ersetze  die  —  Buchstaben 


durch 


'  2        "  'ä 


"2  "ä 


Das   System   G   enthält    eine   Substitution    V,    welche    diese 


letzteren  —  Buchstaben  durch 

«Q  ,  ö,  ,  rt.) a  „         ,  b 

ersetzt;   darin  bedeutet  h  einen  von   den   —  Buchstaben   a,    aus 

welchen  die  erste  Gruppirung  besteht,  verschiedenen  Buchslaben. 
Die  Substitution  UT  =  S  reducirt  sich  nicht  auf  die  Einheit  und 
lässt  die  Buchstaben 

^0  '   ^l   >   •  •  •  >   ^  n 

^mverrückt  stehen;  das  System  G  enthält  daher  eine  Substitution, 
welche  nur  —  -j-  ^  Buchstaben  versetzt. 

Wir  zerlegen  diese  Substitution  S  in  Cyclen: 

bezeichnet  T  irgend  eine  Substitution  von  G,  so  ist  TST~  =S' 
eine  S  ähnliche  Substitution  von  G;  wir  setzen 

S'  =  C  C^'  C^  . .  .  . 

Da  S  und  S'  nur  ^  +  1  Buchstaben  enthalten,  so  kann  man 
T  dergestalt  wählen,  dass 

0|    =   C|  ,62    =   C,     ,   .  .  . 

ist;  man  erhält  dann 

SS'  =  CG'. 
Die  Substitution  SS'  gehört  dem  Systeme  G  an,    und  man  kann 
sogar  die  Buchstaben  von  C,  mit  Ausnahme  eines  einzigen,  nach 
J{elieben  wählen.     Wir  nehmen  an,  es  sei 

C  =  (öQ  ,  ö,  ,  «2  .  •  •  •  »  ö.-i)- 
Wenn  /  =  2  ist,   so   reducirt  sieb  C  auf  («„  ,  «,) ,    und  C  wird 
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von  der  Form  {b^  ,  ft,)  sein,  wenn  man  einen  der  Buclistabei; 
b^f  ,  ft|  aus  der  Reihe  der  in  S  nicht  vorkommenden  Buchstaben 
wählt.  Da  die  Substitution  SS'  höchstens  vier  Buchstaben  ver- 
setzt, so  hat  man  nothwendiger  Weise  (No.  443) 

1^  ^  3  oder  n  ^  6. 
Wenn  i  >  2  ist,  so  kann  man 

(^'  =  («0  >  *  .  « i-i  ,  « .-2  .  ■  •  •  ,  «a) 
machon.    Die  Wahl   des  Buchstaben  b   ist   nicht   unserer   Willkür 
überlassen;   wenn  b  von  a,    verschieden   ist,   so  ist  das  Produkt 
SS'  oder  CC'  gleich    [a^  ,  b)  (aj  ,  a^) ,    und  es  ergiebt  sich,    wie 
Irüher,  dass  n  höchstens  gleich  6  ist.     Ist  ö  =  «,,   so  hat  man 

SS'  =   (öQ  ,  «2  .  «i). 
was    nur   im   Falle  «  =  4  statthaben  kann,    wo  der  Index   des 
2mal  transitiven  Systems  2  ist. 

lieber  die  Ausdrücke,  welche  den  Index  eines  intransitiven 
Systems  darstellen  können. 

446.     Es  seien  G  ein  intransitives  System  conjugirter  Sub- 
stitutionen von  n  Buchstaben,  und 

ö,    ,    ö,    ,    .  .   .    ,    da 

die  a  Buchstaben,  welche  «j  vermittels  der  Substitutionen  von 
G  ersetzen  kann.  Bezeichnen  a,  und  aj  irgend  zwei  dieser  Buch- 
staben, so  giebt  es  in  G  zwei  Substitutionen,  wie 


(:;::)■(::;;) 


Nun  hat  das  Produkt  aus  der  Umkehrung  der  ersten  in  die 
zweite  Substitution  die  Wirkung,  den  Buchstaben  Oj  durch  «»  zu 
ersetzen;  folglich  können  die  Substitutionen  von  G  irgend  einen 
der  Buchstaben  a  auf  den  Platz  irgend  eines  andern  Buchstaben 
derselben  Gruppe  bringen.  Umgekehrt  gehört  jeder  Buchstabe, 
welcher  in  Folge  der  Substitutionen  von  G  einen  Buchstaben  aj 
ersetzen  kann,  derselben  Gruppe  an.  Denn  wenn  eine  Substi- 
tution von  G  den  Buchstaben  aj  durch  a  ersetzen  kann,  so  wird 
dieselbe  in  Verbindung  mit  einer  der  vorhergehenden  Substitu- 
tionen es  gestatten ,  n  durch  «j  zu  ersetzen  ,  und  folglich  ist  « 
ein  Term  der  betrachteten  Gruppe. 
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Es  sei  jetzt  6j  eüier  der  gegebenen  Öuchstaben,  welcher 
nicht  in  der  vorhergehenden  Gruppe  enthalten  ist.  Das  soeben 
dargelegte  Schlussverfahren  beweist,  dass  &j  einer  zweiten  Gruppe 
von  Buchstaben 

b^  ,  b^  ,  .  ,  .  ,  hß 

angehört,  welche  durch  die  Substitutionen  von  G  nur  gegenein- 
ander vertauscht  werden  können.  So  fortfahrend  erkennt  man, 
dass  die  n  gegebenen  Buchstaben  in  verschiedene  Gruppen 

a^  ,  a^  ,  .  .  .  ,  Ua, 
b^  ,  b.^  ,   .  .  .  ,  bß. 


lu  der  Weise  vertheilt  werden  können,  dass  die  Substitutionen 
von  G  nur  die  Wirkung  haben  können,  die  Buchstaben  jeder 
Gruppe  gegeneinander  zu  vertauschen.  Mit  anderen  Worten,  jede 
Substitution  S  von  G  ist  von  der  Form 

S  =  A.  B.C .  ..  , 
wo  A  ,   B  ,  C  ,   ...  Substitutionen  sind ,  welche  beziehungsweise 
nur  Buchstaben    a,   Buchstaben   b,  Buchstaben   c,   u.  s.  w.   ver- 
setzen. 

Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  die  Snbstitutionen  A  ein  auf  a 
Buchstaben  bezügliches  transitives  System  bilden;  ebenso  bilden 
die  Substitutionen  B  ,C  ,  ..  .  transitive  Systeme,  die  sich  auf  ß 
Buchstaben,  auf  y  Buchstaben,  u.  s.  w.  beziehen.  Wir  bezeich- 
nen den  Index  des  conjugirten  Systems  der  Substitutionen  A  mit 
3t,  den  Index  des  Systems  G  mit  @. 

Es  kann  vorkommen,  dass  das  System  der  Substitutionen  A 
ebenso  viele  Substitutionen  als  G  enthält;  in  diesem  Falle  hat 
man 

1  .  2  .  3  .  .  .  M  1  .  2  .  3  .  .  .  g 

folglich 

^   '  ^         1.2.3...« 

Wenn  dagegen  die  Ordnung  (i  des  Systems  A  kleiner  als  die 
Ordnung  v  von  G  ist,  so  muss  es  in  diesem  letzteren  Systeme 
Substitutionen,  wie  AT ^  AT'  geben,  welche  aus  ein  und  dersel- 
ben Substitution  A  und  aus  zwei  von  den  Buchstaben  a  unab- 
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hängigen  Substitutionen  T  ,  T'  zusammengesetzt  sind.  Da  das 
Produkt  einer  dieser  Substitutionen  in  die  Umkehrung  der  an- 
dern die  Buchstaben  a  nicht  versetzt,  so  enthält  G  eine  gewisse 
Anzahl  q  von  Substitutionen 

1  ,  r, ,  n  ,  .  .  .  ,  J^_i , 
welche  von  den  Buchstaben  a  nicht   abhängen   und  ein  conjugir- 
tes  System   bilden,   das  wir  mit   G'  bezeichnen.      Ist  jetzt  A^  T' 
eine   der  Substitutionen  von  G,  welche  den  Factor  ^j  enthalten, 
so  besitzt  dieses  System  die  q  Substitutionen 

j^ r ,  A^r T^ ,  A^r T.^ ,  ...  ,  a^ r r^_i , 

aber  keine  andere  Substitution  mit  dem  Factor  A^;  denn  eine 
solche  Substitution  kann  auf  die  Form  A^T' Q  gebracht  werden, 
und  wenn  sie  G  angehörte,  so  müsste  auch  0  eine  Substitution 
dieses  Systems  sein. 

Da  ^1  irgend  eine  der  von  Eins  verschiedenen  jit  —  1  Sub- 
stitutionen des  Systems  A  bezeichnet,  so  sieht  man,  dass  G  aus 
^Q  Substitutionen  besteht;  man  hat  also  v  =  /*p,  oder,  wenn 
@'  den  Index  des  Systems  G'  bezeichnet, 

1  .  2  .  3  ...  7«   1.2.3.^^«  1.2.3...  [n  —  a) 

_      _-   _  -_^^-  X  _-,  , 

woraus  sich 

(2).  @  = ^  \\'/  V  •  ''  ,-   -  Ti  51  @ ' 

^  '  (1  .  2  .  .  .  «)  [1  .  2  .  .  .  (w  —  a)] 

ergiebt. 

Nimmt  man  an,  dass  das  System  G'  sich  auf  die  einzige 
der  Einheit  gleiche  Substitution  reducirt,   so  hat  man 

©'  =  1  .  2  .  3  .  .  .  (n  — «); 
daher  kann  man  die  Formel  (1)  als  in  der  Formel  (2)   enthalten 
ansehen. 

An  das  System  G'  lassen  sich  dieselben  Bemerkungen  wie 
an  das  System  G  knöpfen,  und  man  erhält  folglich 

(tf^>  1 .  2  .  3  . . .  (w  —  k) <s\(S\" 

^     ~~   (1.2.3...(3)    [1.2..  .(«-«  — ß)]    -^^    ' 

WO  33  der  Index  eines  auf  ß  Buchstaben  bezüglichen  transitiven 
Systems  und  @"  der  Index  eines  auf  ti — a  —  ß  Buchstaben 
bezüglichen  Systems  ist. 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren,  bis  man  in  der  Reihe 
G,  G'  ,  G",  ...  ein    conjugirtes   System   antrifft,    welches  nicht 
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iiiehi-  intransitiv  ist;  dieses  System  bezieht  sich  dann  auf  die  letzte 

Gruppe  der  gegebenen  Buchstaben.     Die  vorhergehenden  Formeln 

Hefern 

(3).  @  =  9fi2l?B6..  .  . 

wenn 

^.  ^__ 1 .  2  .  3  . . .  w 

^^  (1.2.3..  ."«)  (1  .  2.3  .  .  .  (3)  (1  .  2  .  3  .  .  .  y)  .  .  , 

gesetzt  wird;  zugleich  ist 

n=^ci-{-ß-\~y-\-   .... 
Die  von  Cauchy  angegebene  Formel  (3)  lehrt  uns  den  Ausdruck 
der  Zahlen  kennen,  welche  geeignet  sind,  die  Indices  der  intran- 
sitiven Systeme  darzustellen. 

447.     Es  ist  zu  beachten,  dass  die  Formel  (2)  auch  in  fol- 
gender Weise  geschrieben  werden  kann:» 

^  ^  n(n~l)  ...  jn-a  +  l)   ^^, 
1.2...« 

und  da  «  nur  die  Werthe  1  ,  2  ,  .  .  .  ,  {?i —  1)  haben  kann,  so 
ist  der  erste  Factor  dieses  Ausdrucks  von  @  eine  der  Zahlen 

n        n  {n —  1) 
T   '        1  .2      '    '  '  '    ' 

von  denen  n  die  kleinste  ist.  Ausserdem  sind  %  und  @'  ganze 
Zahlen,  folglich  ist  @  wenigstens  gleich  n.  Man  sieht  sogar, 
dass,  wenn  @  =  n  sein  soll,  die  Bedingungen 

a  =  1  oder  =  n  —  1,5X  =  1,@'=1 
erfüllt  sein  müssen,    und  dann  besteht  das  vorgelegte  System  Q 
offenbar   aus  den  1.2.3...  in  —  1)  Substitutionen  von  n  —  1 
Buchstaben. 

Die  vorhergehende  Formel  zeigt  noch,  dass,  wenn  @  grösser 
als    n    ist,    dieser    Index    wenigstens    gleich    dem    kleinsten    der 

Werthe  2  n  ,  "  " ""      sein  wird. 


Obere  Grenze  der  Indices,  die  grösser  als  2  sind,  im  Falle 
transitiver  Systeme. 

448.  Wir  lassen  hier  mit  einigen  Modificationen  den  Be- 
weis folgen,  welchen  Cauchy  (Comptes  rendus  de  l'Academie 
des  Sciences,  T.  XXI)  für  den  Satz  von  Bertrand  gegeben  hat. 
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Nach  dem  Vorhergehenden  kann  der  Index  eines  intransiti- 
ven Systems  nicht  kleiner  als  die  Anzahl  der  Buchstaben  sein; 
zur  vollständigen  Begründung  des  in  Rede  stehenden  Salzes  hat 
man  daher  nur  noch  transitive  Systeme  in's  Auge  zu  fassen. 

Wir  behaupten,  der  Index  eines  auf  n  Buchstaben  bezüg- 
lichen transitiven  Systems  G  könne  nicht  zu  gleicher  Zeit  grösser 
als  2  und  kleiner  als  n  sein,  wofern  nicht  n  =  4  ist.  Dies  zu 
beweisen,  unterscheiden  wir  drei  Fälle: 

1**.  Das  System  G  ist  einmal  transitiv.  —  In  diesem 
Falle  ist  das  System  G',  welches  diejenigen  der  Substitutionen 
von  G  umfasst,  die  nur  n — 1  Buchstaben  versetzen,  intransitiv, 
und  sein  Index  ist  gleich  n  —  1  oder  grösser  als  n — 1.  Dieser 
Index  stimmt  mit  dem  Index  von  G  überein ,  und  wir  behaupten, 
derselbe  könne  nicht  gleich  n  —  1  sein,  wenn  n>4  ist.  Hätte 
nämlich  jedes  der  beiden  Systeme  G  und  G'  den  Index  n — 1, 
so  würde  (No.  447)  G'  aus  den  Substitutionen  von  n  —  2  Buch- 
staben bestehen,  und  diese  Substitutionen  würden  dem  Systeme 
G  angehören.  Nun  kann  G  nicht  alle  Substitutionen  von  n  —  1 
Buchstaben  enthalten;  denn  sonst  wäre  es  nicht  transitiv,  oder 
es  wäre  aus  allen  Substitutionen  von  n  Buchstaben  zusammenge- 
setzt, in  welchem  Falle  es  den  Index  1  hätte.  Dies  vorausge- 
setzt, kann  das  System  G  mit  dtm  Index  n  —  1,  sobald  n>4 
ist,  nicht  alle  Substitutionen  von  n  —  2  Buchstaben  umfassen; 
denn  wenn  dies  der  Fall  wäre,  so  würde  sein  Index  nicht  n  —  1, 
sondern  (No.  429,  Zusatz)  eine  der  Zahlen  "  ~  n  (n  —  1) 
sein.  Wenn  also  n  >  4  ist,  so  ist  (No.  447)  der  Index  von  G 
oder  von  G'   wenigstens  gleich   der  kleinsten   der  beiden  Zahlen 

2  (n  —  1) ,   ("~^H"~^) .     Er  ist  folglich  grösser  als  «. 

2".  Das  System  G  ist  zweimal  transitiv.  —  Dann  ist 

das  System  G'  einmal  transitiv,  und  wenn  man  n  —  1  >  4  hat, 

so  ist  der  Index  dieses  Systems,   welcher  mit   dem  Index  von  G 

übereinstimmt,  wenigstens  gleich  der  kleinsten  der  beiden  Zahlen 

2  (n  —  2)  =  «  -f  (n  -  4) , 

(n_2)  (w-3)   ^        _,     (n-1)  («—6)  ^ 
2  "  "1  2 

welche  beide  nicht  kleiner  als  n  sind,  sobald  «  >  5  ist.  Hin- 
sichtlich des  Falles  n  =  h  beziehen  wir  uns  auf  den  Lehrsatz 
der  No.  433. 
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S**.  Das  System  Q  ist  wenigstensdreimal  transitiv. 
Es  seien  a^  ,  aj  ,  .  . .  ,  a„_i  die  gegebenen  Buchstaben  und 

1     ,     O^     ,     Oo    >     •  •   •     '     "'/t— 1 

die  Substitutionen  von  G.  Ferner  bezeichne  Ti  die  Transposition 
(«0  ,  «;)•  MultipUcirt  man  die  Substitutionen  von  G,  etwa  zur 
Rechten,  mit 

0'     ^  i    }     •   •    '    >     J-  n — 1  > 

so  erhält  man  nf*  Produkte,  die  von  einander  verschieden  sind, 
wenn  der  Index  von  G  grösser  als  2  ist;  denn  hätte  man 


Ti  S,  = 

Tj  S/t, 

so 

würde 

r-'  Tj  = 

S,S'/ 

sein,  und 

folglich 

die 

Substitution 

T;'  Tj 

dem  Systeme  G  ange- 
hören. Nun  ist  dieses  Produkt  eine  cyclische  Substitution  von 
drei  Buchslaben,  wofern  nicht  einer  seiner  Factoren  gleich  1  ist, 
in  welchem  Falle  es  sich  auf  eine  Transposition  reducirt.  Nach 
dem  Zusatz  der  No,  443  kann  aber  G  unter  der  gemachten  Vor- 
aussetzung eine  solche  Substitution  nicht  besitzen;  folglich  sind 
die  «ju,  erhaltenen  Produkte  von  einander  verschieden.  Dies  erfor- 
dert, dass  «jit  nicht  grösser  als  1.2...n,  d.  h.  dass  der  Index 
von  G  wenigstens  gleich  n  ist. 
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lieber  eiiiige  besondere  Fälle  der  Theorie  der 
Substitutionen. 


lieber  die  linearen  Functionen  von  der  Form 

ax  -\-  h 
(ix  -\-  b' 

449.  Die  nachstehenden  Entwicklungen  werden  uns  zu  Er- 
gebnissen führen,  die  vom  Standpunkte  der  Theorie  der  Substi- 
tutionen aus  höchst  interessant  sind;  auch  werden  sie  uns  später- 
hin in  der  Theorie  der  Gleichungen  von  Nutzen  sein. 

Es  werde 

(1).  ^x  =  ".^ü, 

^   '  ■  ax  -\-  0 

gesetzt,   wo   a  ,  h  ,  a   ,  h'    irgendwelche  gegebene   Grössen  sind; 
wir  machen  ausserdem 

^2  ^  =  ^Qx  ,  &'^x  =  &&''x ,  &"'x  =  Q&'"~^x. 

Es   ist  leicht,   den   aligemeinen  Ausdruck   von  %■'" x  zu  erhalten. 
Ist  nämlich 

'^)-  *  "  =  «->+';, ' 

so  ergiebt  sich  aus  dem  Bildungsgesetze  der  Functionen 'ö'^a;,^'^^:,... 
sofort 

Um      =  a  üm-i  +  b  a'm—i , 

a'm      =  «'a»i— 1  +  h'a,n-i-, 

bm      =  a  b,»-i   -f-  b  b',n-i , 

b'm      =  a'bm-i   +  b'b'm-i.  . 
Um  mittels  dieser  Gleichungen   die  Werthe  von  «„,  ,  «/„  ,  6„,  ,  b'm 
als  Functionen  der  bekannten  Grössen  a  ,  a',  b  ,  b'  darzustellen, 


(3).  \ 
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bezeichnen   wir   rnil   z  eine  Grösse  von  tU-r  Beschafl'enlieit,    dass 
ist;  dann  liefern  die  Gleichungen  (3) 

dm  +   «»*  2    =    («   +   «'2)     («m-l  +  ««/-l  2)  > 

6»!  +  */«  2;  =  (ö  +  a'z)    {bm-1  +  6/«- 12) . 
und  daraus  lulgt 

j    «,„  +  a'„, 2    =    (rt  -f  a'2)'"  , 
\  h,„  +  ft,';,  2    =  z{a-\-  a'z)'"  • 


(5). 


Die  Gleichung  (4)  hat  zwei  Wurzeln,   da    sie  vom  zweiten  Grade 
ist;  werden  diese  Wurzeln  mit  z  und  z'  bezeichnet,  so  ist  noch 


(6). 


(Im z    =  [a  -\-  az  )  , 
bm  +  KiZ    =z'{a-{-  az')"\ 


Die  Gleichungen  (5)  und  (6)  bestimmen  die  Werlhe  von 
Setzt  man  der  Kürze  wegen 


(7). 
und 

(8). 


2t  =  l/[a  +  b'f  —  4  [ab'    —   ba')  , 

P,„  =  [a  +  6'  +  2f)"'  +  («  +  6'  -  2/)" 
{a   +  6'   +  2/)'"  -  («  +  //  -  2  0'" 


Qm  = 


•it 


SO  ergiebt  sich  leicht 


(9). 


bm  =  b 


b'm    = 

aus  welchen  Gleichungen 


p,„ 

+  (« 

-Oa„ 

2'" 

+1 

a 

—  » 
2'" 

b 

2'"  * 

P.„ 

-  (« 

-*')^„. 

,««+1 
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(10). 


b' 


«m 
h^ 


.  a,nt',n  —  h,„  a'„,  =  [ab'  —  baj" 
hervorgeht,  so  dass,  wenn 

ab'  —  ba'  =  +   1 
ist,  man  auch 

o»«  bL  —  ö/»  «/«  =  +   1 
hat. 

450.  Wir  kennen  jetzt  die  Coefficienten  von  ^""x,  ausge- 
drückt als  Functionen  der  bekannten  Grössen  a  ,  b  ,  a'  ,  b' .  Zwar 
scheint  unser  Verfahren  falsch  zu  sein,  wenn  <  Null  ist;  denn  in 
diesem  Falle  sind  die  Wurzeln  z  und  z'  einander  gleich,  die 
Gleichungen  (6)  also  nicht  verschieden  von  den  Gleichungen  (5). 
Da  aber  die  Gleichungen  (8)  und  (9)  für  beliebig  kleine  Werthe 
von  i  staltfinden,  so  gelten  sie  auch  noch  für  /  =  0;  man  hat 
in  diesem  Falle 

P„,  =  2{a  +  b'r, 


folglich 


(ii; 


(a  +  bT*  -\-mia  —  h')  {a  +  b'Y 


ma   {a-\-  b'f 


bm   = 


b,n  = 


m  b{a-\-  b')'"-^ 


{a  +  b'Y"  —  m(a  —  b')  (a  +  b')" 


Hier  müssen  die  Grössen  a  ,  b  ,  a'  ,  b'   der  Gleichung 

(12).  («  +  *')-  =  4  (oft'  —  ba') 

genügen,  und  man  kann  den  Werth  von  '&"'a;  in  folgender  Weise 


schreiben : 


Cl"' 


(«-'■■+ -r-)-+^ 
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Lässt  man  die  Zahl  m  unbegrenzt  wachsen,  so  convergut  Q-'^x 
augenscheinUch  gegen  die  Grösse 

{a  —  b')x+2h 
2a  X  —  {a  —  h') 

welche  eine  der  beiden  nach  (12)  gleichen  Constanten 

a  —  b'        —2b' 
2  a  a  —  b' 

zum  Werth  hat. 

451.     AVir  wollen  jetzt  die  Bedingung  ermitteln,    die  erfor- 
(lerhch  und  hinreichend  ist,  damit  man  identisch 

(13).  d^x  =  X, 

das  heisst 

(14).  af,  =  b;,  ,  a;,  =  0  ,  bf,  ==  0 

habe.     Man  sieht  sofort,  dass  der  ])esondere  Fall,  in  welchem 

(a  -[-  5')2  =  4,  [ab'  _  ba) 

wäre,  auszuschliessen  ist;  denn  in  diesem  Falle  könnte,  wie  die 
Gleichungen  (11)  zeigen,  den  Gleichungen  (14)  nur  dann  genügt 
werden,  wenn 

folglich 

ab'  —   ba'  =  0 
wäre ;  dann  würde  aber  die  i^'unction  &x  von  x  un«bhängig  sein. 
Dies  vorausgesetzt,    ergiebt  sich   aus   den  Gleichungen  (9),    dass 
die  zum  Bestehen   der   Gleichungen   (14)   erforderliche   und    hin- 
reichende Bedingung 

ö^  =  0, 
oder 

(a  -f  ö'  +  2tf  =  {a-{-b'  —  2tf 
ist.     Daraus  folgt 

a-^b'  +  2t=^{a-\-b'  -  2t)  (cos  ^^  +  /^  sin  -'') 

und 

(15).  2/  =  (a  +  6')  tan  -  •  j/—l  ; 

l  bezeichnet  eine  ganze  Zahl,  die  man  als  prim  zu  f*  voraus- 
setzen muss,   damit   die  durch  &  bezeichnete  Operation   wirklich 
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ft  mal    mil   x   vorzunehmen   sei,    ehe    wieder   x   zum   Vorschein 
kommt. 

Der  Vergleich  des  letzten  Werthes  von  2<  mit  dem  aus  (7) 
hervorgehenden  liefert 

(16).  (a  4- 6')2  — 4  («&'  — 6«')  cos2  ^  =  0, 

und  dies  ist  die  erforderliche  und  hinreichende  Bedingung,  damit 

■&''  a:  =  a; 
sei. 

Setzt  man  die  Grössen  a  ,  b  ,  u'  ,  b'  als  reell  voraus,  so 
zeigt  die  Gleichung  (16),  dass  die  Grösse  ab'  —  ha  positiv  sein 
muss,  ausser  wenn  ft  =  2  ist.  Da  man  nun,  ohne  die  Function 
^x  zu  ändern,  die  Constanten  a,b,  a,  h'  mit  einem  beliebigen 
Factor  mullipliciren  kann,  so  darf  man  unbeschadet  der  Allge- 
meinheit der  Lösung 

(17).  ab'  —  ba    =  1 

voraussetzen;  dann  liefert  die  Gleichung  (16) 
'18).  a-\-  b'  =  2 cos  --. 

Wir  schreiben  vor  das  zweite  Glied  nicht  das  Zeichen  +, 
da  man  nöthigenfalls  die  Zeichen  der  vier  Grössen  a  ,b  ,  a'  ,b' 
ändern  kann.     Aus  den  Gleichungen  (17)  und  (18)  folgt 


—  ia  —  2  cos  — )  , 


b     = -.-i* 


und  die  Function  d'x  hat  den  Werth 


n  tr^  ^^  I 

a^  —  2  a  cos Hl 

ax > — 


(20).  &X  = 


—  (a  —  2  cos  ~j 

Die  Grössen  a  und  «'  bleiben  unbestimmt,  und  X  bedeutet 
irgend  eine  ganze  Zahl,  die  prim  zu  fi  ist.  Setzt  man  immer 
noch 

so  erhält  man  ohne  Schwierigkeit 


272 
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(21). 


a  sin sin  ^ — 


sin 


In 


Sin 


mXn 


Sin 


Xn 


In 


bL 


«2  —  2  ö  cos         +   1 


(rn  A-  1)  In  .       viXn 

Sin  ^^ — —  ö  sin   


Sin 


Xn 


Aus  den  Gleichungen  (19)  und  (21)  ergiebt  sich 
h,n  ==    —     \a„i  —  2  cos )  , 


(22). 


und 


hm    =     — 


9  c\  mXn     ,      ^ 

Um    2ö„j  cos  -\-    1 


(23). 


i«       I       .      (m —  1)  Xn 
a,n  sin  +  sin 


sin 


mXn 


Sin 


Xn 


a  =  a. 


sin 


mXn 


sin 

sin 

Xn 

b  =  — 


a„t  —  2a„,  cos j-  1       sin 


Xn 


Sin 


viXn 


b'  = 


(m  +  1)  i«  .      Xn 

sm  ^ — ' — a„t  sin  — 


sin 


iXn 


Diese  Forniehi  ermöglichen  die  Lösung  folgender  Aufgabe: 


Es  ist  eine  lineare  Function  77',.  j_  /.T  gegeben;  man 
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soll  eine  lineare  Function  &x  =  ^^j^^^tt,  ermitteln,  die 

ax-f-  0 

SO  beschaffen  ist,  dass  man  identisch 

d-  X  =  -, — 7— TT    u  n  d    Q'^x  =  X 

««.^  +  *,« 

hat. 

Die  Aufgabe  ist  offenbar  nur  dann  möglich,  wenn  die  gege- 
benen Grössen  a,,,  ,  b,„  ,  a',n  ,  b',»  den  Gleichungen  (22)  genügen. 


nationale  lineare  Functionen  in  Beziehung  auf  einen 
Primzahlmodul. 

452.  Wir  wollen  hier  die  rationalen  linearen  Functionen 
der  Form 

(1).  itZ    =    —, r--ri  > 

^   '  az  -\-  0 

worin  z  eine  unabhängig  Veränderliche  ist,  von  einem  besonde- 
ren Gesichtspunkte  aus  betrachten.  Die  Constanten  a  ,  h  ,  a  ,  b' 
werden  als  ganze  Zahlen  vorausgesetzt,  die  positiv.  Null  oder 
negativ  sein  können.  Ausserdem  werden  wir  die  Resultate  nach 
einer  ungeraden  Primzahl  p  als  Modul  nehmen,  d.  h.  wir  wer- 
den die  nach  dem  Modul  p  congruenten  ganzen  Zahlen  als  äqui- 
valent ansehen.  Die  nachfolgenden  Entwicklungen  führen  zu  Re- 
sultaten ,  die  nicht  nur  für  die  Zahlentheorie  äusserst  interessant, 
sondern  auch  in  der  Theorie  der  Substitutionen  von  grossem 
Nutzen  sind;  ich  habe  dieselben  zum  ersten  Male  in  den  Comptes 
rendus  de  l'Academie  des  Sciences  T.  XLVIII  vorgelegt. 

Da  wir  den  Fall,  in  welchem  ^z  sich  auf  eine  Constante 
reducirt,  unberücksichtigt  lassen,  so  wird  die  Differenz  ab'  —  ba 
nach  dem  Modul  p  nie  congruent  Null  sein  können;  diese  Diffe- 
renz soll  die  Determinante  der  linearen  Function  &z  heissen. 
Man  kann  nun,  ohne  -O-z  zu  ändern,  die  Constanten  a  ,  b  ,  a  ,b' 
mit  ein  und  derselben  Zahl  k  multipliciren;  dadurch  wird  die 
Determinante  mit  Ar^  multiplicirt ;  dieselbe  ist  folglich  nach  der 
Multiplicalion  quadratischer  Rest  oder  quadratischer  Nichtrest  von 
p,  je  nachdem  sie  vor  der  Multiplicalion  Rest  oder  Nichtrest 
war.  Danach  können  die  in  Rede  stehenden  Hnearen  Functionen 
in  zwei  Klassen  eingetheilt  werden:  Die  erste  Klasse  umfasst  die- 
jenigen Functionen,   deren   Determinante   quadratischer  Rest  von 

Serret,  Algebra.  11.  13 
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p  ist,  während  die  Functionen,  deren  Determinante  Nichtrest 
von  p  ist,  die  zweite  Klasse  ausmachen.  Es  lässt  sich  aber,  wie 
man  sieht,  stets  so  einrichten,  dass  die  Determinante  in  der 
ersten  Klasse  ein  beliebig  gegebener  quadratischer  Rest,  z.  B.  1, 
ist,  und  ebenso  kann  man  bewirken,  dass  die  Determinante  in 
der  zweiten  Klasse  ein  beliebig  gegebener  Nichtrest  ist. 

Der  allgemeine  Ausdruck  von  ^z  umfasst  ganze  und  gebro- 
chene Functionen;  die  ersteren  können  auf  die  Form 

(2).  f^^z, 

die  letzteren  auf  die  Form 

(3).  f-^, 

gebracht  werden ;  A  bezeichnet  in  beiden  Fällen  die  Determinante 
der  Function. 

Die  Determinante  A  kann  in  den  Formeln  (2)  und  (3)  die 
■p  —  1  Werthe 

1,2,...,  p—  1 

annehmen,  unter  denen  es  ebenso  viele  Reste  wie  Nichtreste 
giebt;  die  Constanten  f  und  g  können  dieselben  Werthe,  und 
ausserdem  noch  den  Werth  Null  haben.  Daraus  folgt,  dass  die 
Anzahl  der  ganzen  Functionen,  wenn  die  Veränderliche  z  selbst 
mitgezählt  wird,  p  (/>  —  1)  ist,  und  dass  der  Ausdruck  (3)  p^  {p — 1) 
gebrochene  Functionen  enthält.  Die  Gesammtzahl  iV  der  nach 
dem  Modul  p  genommenen  linearen  Functionen  ist  somit 
T4).  iV=  (p+l)p(;>— 1), 

und  jede  der  beiden  oben  unterschiedenen  Klassen  besteht  aus 
^  iV  Functionen. 

453.  Es  seien  Q'z  und  %-yZ  zwei  nach  dem  Modul  p  genom- 
mene rationale  lineare  Functionen.  Der  Kürze  wegen  werden 
wir  unter  dem  Produkt  der  linearen  Function  ^z  in  ^^z  das 
Resultat  %'^^z  verstehen,  welches  man  erhält,  wenn  man  die 
Veränderliche  z  zuerst  der  mit  '^•j  bezeichneten  Operation  unter- 
wirft und  mit  dem  Ergebnisse  ^^  z  sodann  die  Operation  vornimmt, 
welche  %•  andeutet.  Diese  Definition  lässt  sich  ohne  Weite- 
res auf  den  Fall  von  drei,  vier,  u.  s.  w.  linearen  Functionen 
ausdehnen.  Das  Produkt  von  m  linearen  Functionen,  deren  jede 
gleich   ^z  ist,   d.   h.   das   Resultat,   welches   man   erhält,    wenn 
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man  m  mal  an  z  die  Operation  ^  ausführt,   soll  die  m*^  Potenz 
von  d-z    heissen    und   durch  &"' z  dargestellt  werden. 

Die  Determinante  des  Produkts  zweier  linearen  Functionen 
ist  gleich  dem  Produkte  der  Determinanten  der  Factoren.  Setzt 
man  nämlich 

az-\-b        „  fli  r  +  5j 


^z  =  ^V^T4>   .   ^,- 


+  6'  1"  a\z-{-b\ 

SO  ergiebt  sich 


und 


_  {aa^-{-ba\)z+(ab,-\-bb\)    ^    Az  +  B 
1"         (a'ßi  +  b'a\)  z  +  {a'bi  +  b'b\)  Äz  +  B' 


{AB'  —  BA')  =  [ah'  —  ba')  {a^h'x  —  h^a[) 


Man  schliesst  daraus,  dass  das  Produkt  beliebig  vieler  linearen 
Functionen  eine  lineare  Function  ist,  deren  Determinante  gleich 
ist  dem  Produkte  der  Determinanten  der  Factoren.  Dies  Produkt 
gehört  also  der  ersten  oder  der  zweiten  Klasse  an,  je  nachdem 
die  Anzahl  seiner  Factoren  zweiter  Art  gerade  oder  ungerade  ist. 

Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  die  Gesammtheit  aller  Hnearen 
Functionen  eine  Gruppe  von  der  Beschaffenheit  bildet,  dass  das 
Produkt  mehrerer  Functionen  der  Gruppe  sich  auch  in  derselben 
vorfindet.  Ebenso  ist  es  nach  dem  Vorhergehenden  mit  der  Ge- 
sammtheit aller  linearen  Functionen  erster  Art,  nicht  aber  mit 
der  Gesammtheit  der  Functionen  zweiter  Art. 

454.     Wir  betrachten  die  Reihe 

(5).  z  ,'&z  ,&'^z  ,  ^'^z  ,  .  .  .  , 

welche  aus  der  Veränderlichen  z  und  den  nach  dem  Primzahl- 
modul p  genommenen  verschiedenen  Potenzen  der  linearen  Func- 
tion Q-z  besteht.  Da  die  Anzahl  der  linearen  Functionen  beschränkt 
ist,  so  kann  die  vorstehende  Reihe  immer  nur  eine  endliche  An- 
zahl nach  dem  Modul  p  verschiedener  Werthe  liefern;  folglich 
müssen  einige  Terme  der  Reihe  unendlich  oft  wiederkehren. 
Angenommen,    es  sei  identisch 

»"■^'"z  EEE  -^'"z  oder  d'"  &""  z  ~  -Ö'"'  z  [mod.  p) . 

so  werden  wir  z  statt  ^•'"z  schreiben  können,  und  erhalten  die 
Identität 

(6).  0-'^  z  ^  z  {mod.  p), 

18* 
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woraus  leicht  für  alle  ganzen  und  positiven  Werthe  von  A  und  q 

&^"+^z  =  ^^z  (mod.p) 
folgt.     Wir  wollen  diese  Formel   auf  alle   ganzen  Werllie   von  (j, 
dieselben  mögen  positiv.   Null   oder  negativ  sein,   ausdehnen,   so 
dass  im  Besonderen 

(7).  &^z  =  z  {mod.  p) , 

und 

(8).  &~^z  =  &"-^z  {mod.  p.) 

ist. 

Bezeichnet  n   die  kleinste  Zahl,   für  welche   die  Congruenz 

(6)  identisch  besteht,  so  enthält  die  Reihe  (5)  nur  die  n  verschie- 
denen Terme 

(9).  z  ,&z  ,&'^z  ,  .  .  .  ,  &"-^z, 

und  zwei  beliebige  dieser  Terme  (9)  sind  wirklich  nach  dem 
Modul  p  incongruent,  wenigstens  so  lange  z  unbestimmt  bleibt. 
Die  Zahl  w  soll  die  Ordnung  der  linearen  Function  d'z  für  den 
Modul  p  heissen. 

Bezeichnet  e  eine  Zahl,  die  prim  zu  n  und  kleiner  als  n 
ist,  so  ist  die  Function  ■&" z  ebenso  wie  &z  von  der  Ordnung  m; 
denn  wenn  man  die  Terme  der  Reihe  (9)  an  die  ii  Theilpunkte 
eines  in  n  gleiche  Theile  getheilten  Kreises  setzt  und  darauf  vom 
ersten  Terme  zum  e*^°,  von  da  zum  2e^^^,  u.  s.  w.  übergeht, 
d.  h.  die  Reihe 

z  ,  &''  z  ,  ■&'  z  ,  .  .  . 
durchläuft,   so   wird   man   offenbar  alle  ti   Terme   antreffen,   ehe 
man  in  den  Ausgangspunkt  zurückgelangt.     Haben  aber  die  Zah- 
len n  und  e  den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  d  >  1,   so 

gelangt  man  zum  Ausgangspunkt  zurück,  nachdem  man  —  Terme 

'e 

angetroffen  hat,  und  die  Ordnung  der  Function  &  z  ist  somit 
gleich  ^• 

Die  Function  &~^z,  welche  durch  die  Congruenz  f8)  definirt 
wird,  soll  die  Umkehrung  von  &z  heissen.  Ihr  WerCh  lässt  sich 
unmittelbar  bestimmen.  Ersetzt  man  nämlich  in  der  Congruenz 
(1)  z  durch  &~^  z,  so  folgt 


^d"       z   =   z   == 


a»~h  -\-  b' 
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(10). 


d--'z  = 


b'z-\-b 


Dieser  Formel  zufolge  geht  die  eine  der   beiden  P'unctionen  d-z 
und  d-'^^  ä^is  ^^^  andern  dadurch  hervor,   dass  man  a   und  b' 
in  —  b'  und  —  «  verwandelt. 
455.     Es  sei,  wie  früher, 

az  -\-  b 


(11). 


&z  = 


a'z  -f-  b' 


und  es  werde  ausserdem 


«m^:  +  b'^ 

gesetzt,    Macht  man  der  Kürze  wegen,  wie  in  No.  449, 

(12).  2t    =  /{a  +  by  —  4  {ab'  —  baY, 

P,n  =  («  +  b'-\-  2/)"'  +  («  +  b'  -  2t) 


fl3). 


0...  = 


{a-{-b'  -\-  21)'"  —  {a-\-b'  -  2tr, 
2t 


so  erhält  man  die  schon  betrachteten  Gleichungen 


n«+(«-Oö„ 


(14). 

welche  in  den  Formeln 


2^+1 


,  b     = 


2-" 

(«  -  n  Q„, 


(15). 


a      4-   b' 

in         I  »1 


m  m 


-   ^»1 


)»«  +  ! 


2'« 


2'"         « —  b'  b  a 

enthalten  sind.  Bezeichnen  wir  mit  J  die  Determinante  ab'  —  ba' 
der  Function  %z,  und  mit  //,„  die  Determinante  von  Q-"'z,  und 
setzen  ausserdem 

(16).         2  4.  =  /(^+  &;)2  -  4  («„.6;  —  T,«a5: 

so  ergiebt  sich  aus  den  Formeln  (14)  oder  (15) 
(17).  ~  =  ^    •     ^-.  =  -^"- 


Geht   man   daher   von  Q^z   zur  m*''"  Potenz  Q''^z    dieser  Function 
über,  so  ist  das  Verhältniss  jeder  der  Grössen  a  —  b' ,  b  ,  a' ,  ' 
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ZU  der  entsprechenden  neuen  Grösse  dasselbe,  und  die  Determi- 
nante wird  durch  ihre  m*^  Potenz  ersetzt.  Diese  letztere  Eigen- 
schaft geht  übrigens  schon  aus  den  obigen  Entwicklungen  hervor. 

Die  Formeln  (14)  zeigen,  dass  ^-'''z  keinen  ganzen  Werth 
ausser  z  annehmen  kann,  wofern  nicht  d'z  selbst  eine  ganze 
Function  ist;  denn  wenn  a  von  Null  verschieden  ist,  so  kann 
«4  nur  für  Q,,,  =  0  verschwinden,  und  in  diesem  Falle  hat  man 
bm  =  0  und  a,„  =  bL 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  zum  Bestehen 
der  Congruenz  (6)  ist 

(18j.  Qn  =  0  [mod.  p). 

Damit  aber  n  wirklich  die  Ordnung  der  Function  '9^^  sei,  ist 
ausserdem  erforderlich,  dass  Qm  für  jeden  Werth  ?n,  der  kleiner 
als  n  ist,  von  Null  verschieden  sei.  Wir  abstrahiren  hier  von  dem 
Falle,  in  welchem  &z  von  der  ersten  Ordnung  ist,  d.  h.  in  wel- 
chem sich  -ö-z  auf  z  reducirt. 

Wir  wollen  jetzt  die  linearen  Functionen  &z  mit  Bücksicht 
auf  ihre  Ordnung  in's  Auge  fassen.  In  dieser  Untersuchung  ist 
es  zweckmässig,  drei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  die 
Grösse  f  nach  dem  Modul  p  congruent  Null,  quadratischer  Best 
oder  quadratischer  Nichtrest  von  p  ist. 

456.  Zuerst  betrachten  wir  den  Fall,  in  welchem  t^  nach 
dem  Modul  p  der  Null  congruent  ist;  dann  geht  die  Congruenz 
(18)  über  in 

2n  [a  -\-  b')"~    ^E  0  [mod.  p). 

Es  kann  nun  nicht  «  -)-  6'  e^  0  {mod.  p)  sein,  denn  sonst  würde 
sich  die  Bedingung  /  e^  0  [mod.  p)  auf 

ab'  —  ba    ^  0  {mod.  p) 

reduciren;  die  Determinante  von  &z  wäre  also  Null,  und  diese 
Function  selbst  eine  Constante.  Die  Congruenz  (18)  kann  daher 
nur  stattfinden,  wenn  w  ein  Vielfaches  von  p  ist,  und  folglich  ist 
die  Ordnung  der  linearen  Function  &z  im  vorliegenden  Falle 
immer  gleich  dem  Modul  p.  Die  Bedingung  t  eie  0  {mod.  p) 
liefert 

ö  +  ö'  —  2  yid  {mod,  p) ; 
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daraus  geht  hervor,  dass  die  Determinante  A  quadratischer  Rest 
von  /?  ist;  die  Function  %^z  gehört  mithin  der  ersten  Klasse  an. 

Man    erhält    alle    hnearen   Functionen    ^''^'^  Ordnung,    wenn 
man  alle  verschiedenen  Lösungssysteme  der  beiden  Congruenzen 

rt  +  6'  ^  2  y A  ,  ah'  —  ha    z^  A  [mod.  p) 

nimmt.    Will   man  zunächst  die  ganzen  Functionen   ermitteln,   so 
setze  man  o'  =  0  ,  6'  ==  1  ,   so  dass  a  =  A  =  1   ist;   man  er- 
hält also  die  p  —  1  Functionen  p'"'  Ordnung 
(19).  &z  =  ,  J^  b, 

wenn  man  h  der  Reihe  nach  die  Werthe 
1,  2,.  ..  ,/>— 1 

ertheilt.     Um   die   gebrochenen   Functionen   zu  bestimmen,   wer- 
den wir  a'  =  1  machen  und 

a  —  h'  ^1  2  g 

setzen,  woraus  sich 

a==j/Ä^g,h'  =  j/Ä-g  ,   h  =  —  g"^ 

ergiebt.   Der   allgemeine   Ausdruck    der    gebrochenen   Functiouen 
p'"  Ordnung  ist  somit: 

,20).  &.  =  ^^+J'-f  ^g+yj 


+  {yd-g)  '    '    '  :  +  Vj  -s 

Die  Grösse  g  kann  die  p  Werthe 

0  ,  1  ,  2  ,  .  ..  .  p— 1, 
die  Grösse  j/^  dieselben  Werthe  mit  Ausnahme  von  Null  anneh- 
men.   Man  erhält  also  p  {p  —  1)  gebrochene  Functionen,  so  dass 
die  Gesammtzahl   Np    der  linearen  Functionen  />*«'  Ordnung  fol- 
gende ist: 

(21).  Np  =  {p-h  1)  {P  -  1). 

Da  jede  Zahl,  die  kleiner  als  p  ist,  prim  zu  p  sein  muss, 
so  haben  alle  Potenzen  einer  linearen  Function  p'^''  Ordnung 
gleichfalls  die  Ordnung  p.  Daraus  folgt,  dass  die  Np  Functionen, 
deren  Existenz  wir  soeben  dargethan  haben,  p  -\-  1  Gruppen 
bilden,  deren  jede  p — 1  Functionen  umfasst,  welche  die  Poten- 
zen irgend  einer  von  ihnen  sind.  Die  in  Formel  (19)  enthalte- 
nen p  —  1  Functionen  machen  offenbar  eine  dieser  Gruppen  aus. 
Die  übrigen  p  Gruppen  liefert  die  Formel  (20),  wenn  man  jeden 
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der  p  VVerthe  von  g  der  Reihe  nach  mit  dem  Systeme  der  p — 1 
Werthe  von  ]/ /i  verbindet.  Bildet  man  nämlich  die  m*^  Potenz 
der  durch  die  Gleichung  (20)  gegebenen  Function  'd^z,  so  erhält 
man  bei  Anwendung  der  Formeln  (14)  oder  (15) 

(22).  ^-z^^  W   '     -^'J 


und  dieser  Ausdruck  geht  aus  dem  Ausdruck  von  d-z  dadurch  her- 
vor,  dass  man   j/j  in  —  l/J  verwandelt. 

457.  Wenn  die  Grösse  t"^  von  Null  verschieden  ist,  so 
kann  die  Congruenz  (18),  nändich 

(23).  [a  +  6'  +  2  t)"  =  {a  +  b'  —  21)"  [mod.  p) 

auf  die  Form 

(24).  a-\-b'  -\-2t~i  (a  +  ö'  —  2 /)   [mod.  p) 

gebracht  werden,  wo  i  eine  Wurzel  der  Congruenz 

(25).  i"  :ee  1  {mod.  p) 

bezeichnet.  Damit  ausserdem  n  wirklich  die  Ordnung  der  Func- 
tion ^z  sei,  muss  i  eine  primitive  Wurzel  der  vorstehenden  Con- 
gruenz sein. 

Setzt  man  den  aus  Formel  (12)  genommenen  Werth  von  t 
in  die  Congruenz  (24)  ein,  und  schafft  das  dadurch  eingeführte 
Wurzelzeichen  fort,  indem  man  die  Congruenz  quadrirt,  so  folgt 

(26).  iab'-ba')   =  -i^   ('"«^-  P^- 

Dies  ist  die  Bedingung,  welcher  die  Constanten  a  ,  b  ,  a  ,  b'  ge- 
nügen müssen,  wenn  die  Zahl  n,  unter  der  Voraussetzung,  dass 
t  von  Null  verschieden  ist,  die  Ordnung  der  Function  ^z  sein 
soll.     Setzt  man 

(27).  a  —  b'==2g, 

so  kann  man  die  Grössen  a,b'  ,ba'  und  die  Determinante  ^ 
mittels  der  Formeln  (12),  (24)  und  (27)  als  Functionen  von  g,  t,  i 
darstellen;  es  ergiebt  sich 


(28). 
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b    =  rnri^-d, 

ba  =  t"^  —  g-, 

Diese  Formeln  werden  uns  zur  Construction  der  linearen  Func- 
tionen dienen,  die  wir  betrachten;  wenn  a  von  Null  verschieden 
ist,  so  kann  man  a  =\  machen.  Auch  die  m''^  Potenz  von -^z, 
nämlich 

^m  «».  -  _j_  6„, 


lässt  sich  leicht  bilden;  bei  Benutzung  der  Formeln  (14)  oder  (15) 
erhält  man,  wenn  man  noch  einen  gemeinschaftlichen  Factor 
unterdrückt, 

■'"  _j-  1 

(29).     a,n  +  ft;^  =  2  / ,  «,„  —  b',n  =  «  —  b',  a'„,  =  a,  b,„  =  b. 

i    —  i 

Der  Uebergang  vom  Ausdruck   von  &z  zu   demjenigen   von  &'" z 

erfolgt  also   einfach   dadurch,   dass  man  i  durch  i"'  ersetzt,   die 

Werlhe  von  g  und  von  t  jedoch  unverändert  lässt. 

458.     Nehmen  wir  an,  die  Grösse 


''=(^^y -('"'' -*'•') 


sei  quadratischer  Rest  des  Moduls  p.  Dann  ist  jede  der  beiden 
beziehungsweise  durch  die  Formeln  (12)  und  (24)  definirten 
Grössen  t  und  /  reell;  folglich  kann  i  nur  in  dem  Falle  primi- 
tive Wurzel  der  Congruenz  (25)  sein,  in  welchem  die  Ordnung 
ti  der  Function  d'z  gleich  p  —  1  oder  gleich  einem  Divisor  von 
p  —  1  ist.  Die  linearen  Functionen,  welche  einer  primitiven 
Wurzel  /  der  Congruenz  (25)  entsprechen,  können  mittels  der 
Formeln  (28)  leicht  gebildet  werden. 

Um  zunächst  die  ganzen  Functionen  zu  erhalten,  hat  man 
a  =0  ,  b'  =  1  zu  setzen ;  es  ergeben  sich  die  beiden  Lösungen 

t  =  g^  — g—  ,  a  =  i  und  t=  —  g  =  -^j- ,   a  =  — , 
welche  die  2p  ganzen  Functionen  iz  -\-  b,  —  z  -j-  b  liefern,  wenn 
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man  b  der  Reihe  nach  die  Werthe  0  ,  1  ,  2  ,  .  . .  ,  p  —  1  ertheiit. 

Wir  werden   aber  nur   die  p  Functionen,   welche  in  der  ersten 

Formel 

(30).  iz  +  b 

enthalten  sind,  als  zur  Wurzel  i  gehörig  ansehen;  die  p  übrigen 

Functionen   beziehen   sich,   wenn  /«  >  2   ist,   auf  die   primitive 

Wurzel  —  ;   in  dem  besondern  Falle  n  =  2  fallen  sie  mit  denen 

t 

der  Formel  (30)  zusammen. 

Um  zweitens  die  gebrochenen  Functionen  zu  erhalten,    hat 
man  in  den  Formeln  (28)  a  =  1  zu  machen  und  findet 


(31). 


g' 


Die  Verwandlung  von  t  in  —  t  ist  für  diese  Formeln  gleichbe- 
deutend mit  der  Verwandlung  von  ?  in  — .    Soll  man  daher  der 

°  i 

Reihe  nach  alle  Wurzeln  i  in  Anwendung  bringen,  so  kann  man 
sich  darauf  beschränken,  l  alle  -— —  Werthe 

zu  ertheilen.     Die  Grösse  g  kann  die  p  Werthe 
0  ,  1  ,  2  ,  .  .  .  ,  i>  —  1 

annehmen.     Man  erhält  somit  durch   die  Formeln  (31)  ^      ~ 
auf  die  Wurzel  i  bezügliche  gebrochene  Functionen,  so  dass  die- 
ser Wurzel  im  Ganzen  p  -j-  ^  ^^ =  ~   [p  -\-  1)  p   lineare 

Functionen  entsprechen.  Dies  findet  auch  noch  im  Falle  n  =  2 
statt,  obwohl  dann  die  Congruenz  (25)  nur  die  eine  primitive 
Wurzel  —  1  hat;  denn  da  diese  Wurzel  ihrer  Umkehrung  gleich 
ist,  so  bleiben  die  Formeln  (31)  bei  der  Verwandlung  von  t  in 
—  t  unverändert. 

Man  erkennt  leicht,  dass  die  auf  eine  primitive  Wurzel  i 
bezüglichen  ^  {p  -\-  1)  p  Functionen  von  denjenigen  verschieden 
sind,  die  zu  einer  andern  primitiven  Wurzel  gehören.  Bezeich- 
net also  (p  [n)  die  Anzahl  der  primitiven  Wurzeln  der  Congruenz 
(25),  so  giebt  es 
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Functionen  n*'^'"  Ordnung,  für  welche  t"^  quadratischer  Rest  von 
p  ist.  Im  Besonderen  ist  die  Anzahl  der  linearen  Functionen 
[p  —  l)^'"'  Ordnung  gleich 

^  (p  +  1)  P  9)  (/?  —  1) ; 
hier  bezeichnet  cp[p—l)  die  Anzahl  der  primitiven  Wurzeln  der 
Primzahl  p. 

Was  die  Gesammtzahl  der  Unearen  Functionen  betrifft,  für 
welche  f  quadratischer  Rest  von  p,  und  deren  Ordnung  n  folg- 
lich ein  Divisor  von  p  —  1  ist,   so  ist  dieselbe  durch  die  Formel 

gegeben;  der  Ausdruck  2<p{n),  welcher  sich  über  alle  Divisoren 

von  p — 1,  mit  Ausnahme  von  1,  erstreckt,  ist  bekanntlich  gleich 

p  —  2;  folglich  ist 

(32).  iV,_i  =  i(p  +  l)pb-2). 

Diese  iV^_i  linearen  Functionen  können   in  ^{p-\-^)p  Gruppen 

getheilt  werden,   deren  jede  p  —  2  Functionen  enthält.     Es  sind 

dies  die  p—2  Potenzen  einer  linearen  Function  {p — lY"''  Ordnung, 

welche  sich  auf  eine  gegebene  primitive  Wurzel  von  p  bezieht. 

Es  liegt  nämlich  auf  der  Hand,  dass  die  N^_^  Functionen, 
die  wir  betrachten,  sämmtlich  durch  die  Formeln  (30)  und  (31) 
gegeben  werden,  wenn  man  alle  Wurzeln  der  Congruenz 

/^~^  —  1  =  0  {mod.  p), 
mit  Ausnahme  von  1,  benutzt,  und  diese  Wurezin  sind  nichts 
Anderes,  als  die  p  —  2  ersten  Potenzen  einer  primitiven  Wur- 
zel i.  Wendet  man  nun  diese  primitive  Wurzel  an,  so  Uefern 
die  Gleichungen  (30)  und  (31)  ^(p  +  l)p  Functionen  (p— l)'«-"  Ord- 
nung. Ferner  gehen  die  Potenzen  dieser  Functionen,  wie  die 
Formeln  (29)  lehren,  aus  den  Functionen  selbst  dadurch  hervor, 
dass  man  die  primitive  Wurzel  i  durch  ihre  Potenzen  ersetzt. 
Man  wird  folglich  alle  in  Rede  stehenden  linearen  Functionen 
erhalten,  wenn  man  die  ^(/)  +  l)j5  der  gegebenen  primitiven  Wur- 
zel /  entsprechenden  Functionen  nimmt  und  die  Gruppe  der  p  —  2 
ersten  Potenzen  jeder  dieser  Functionen  bildet. 

Die  Formeln  (31)  zeigen,  dass  d  und  /  zu  gleicher  Zeit 
quadratische  Reste  oder  quadratische  Nichtreste  von  p  sind;  da- 
raus geht  hervor,   dass  die  Functionen,   mit  denen  wir  uns   be- 
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scbäftigen,  der  ersten  oder  der  zweiten  Klasse  angehören  (No. 
432),  je  nachdem  die  Wurzel  i,  auf  welche  sie  sich  beziehen, 
Rest  oder  Nichtrest  von  p  ist.  Nun  ist  i  für  die  f'unctionen 
{p — l)*^«^  Ordnung  Nichtrest;  folglich  gehören  diese  Functionen 
und  ihre  ungeraden  Potenzen  zur  zweiten,  ihre  geraden  Potenzen 
zur  ersten  Klasse.     Man  sieht  zugleich,  dass 

i  (P  +  1)  P  (p  -  3) 
unserer  iVy_i  Functionen  zur  ersten, 

zur  zweiten  Klasse  gehören. 

459.  Wir  wollen  jetzt  den  Fall  untersuchen,  in  welchem 
die  Grösse 

quadratischer  Nichtrest  des  Moduls  p  ist.  Dann  ist  die  Grösse  t 
imaginär,  und  damit  a  und  b'  reell  seien,  ist  den  Formeln  (28) 
zufolge  erforderlich,  dass  die  Wurzel  i  selbst  imaginär  oder  dass 
sie  gleich  —  1  sei.  In  diesem  letzteren  Falle  muss  m  ==  2  sein. 
Wir  behaupten,  dass  ganz  allgemein  die  Zahl  n,  welche  die  Ord- 
nung der  Function  &z  angiebt,  gleich  p  -\-  1,  oder  gleich  einem 
Divisor  von  p  -{-  1  ist.  Dies  leuchtet  für  n  =  2  unmittelbar  ein ; 
denn  2  geht  in  p  -\-  1  auf.  Wir  nehmen  daher  an,  es  sei  n  >  2. 
Setzt  man 

SO  geht  die  Congruenz  (26)  über  in 

(34).  i'^  —  2ki-\-l  =  0  {mod.  p). 

Die  Wurzeln  dieser  irreductibelen  Congruenz  (34)  können 
nach  No.  372,  Lehrsatz  III  durch  i  und  i^  dargestellt  werden, 
und  da  ihr  Produkt  der  Einheit  congruent  ist,  so  hat  man 

(35).  i^^  =  1  {mod,  p); 

i  kann  folglich  nur  dann  primitive  Wurzel  der  Congruenz  (25) 
sein,  wenn  n  gleich  p  -\-  1  oder  gleich  einem  Divisor  von 
p  -}-  1  ist. 

Der  Congruenz  (34)  zufolge  bezeichnet  k  die  halbe  Summe 
der  beiden  conjugirten  Wurzeln  i  und  - ;  daraus  ergiebt  sich, 
dass 
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I  — 1 

ist.  Wir  werden  der  im  zweiten  Gliede  dieser  Formel  enthalte- 
nen Wurzelgrösse  denjenigen  ihrer  beiden  Werthe  beilegen,  wel- 
cher sich  in  der  Reihe 

i-,  ^  ,  ...  ,      2 

vorfindet.    Ihr  zweiter  Werth  wird   sich   dann  auf  die  Wurzel  — 

t 

beziehen,  welche  die  Umkehrung  von  /  ist.  Dies  vorausgesetzt, 
umfasst  der  vorliegende  Fall  keine  ganzen  Functionen,  da  f 
quadratischer  Rest  von  p  sein  würde,  wenn  «'  =  0  wäre.  Man 
kann  mithin  a'  =  1  machen  und  erhält  aus  den  Formeln  (28) 

Diese  Formeln  lehren  uns  die  der  Wurzel  i  entsprechenden  linea- 
ren Functionen  kennen,  wenn  man  g  die  p  Werthe 

0,  l,2,...,p-l 

ertheilt  und   für  f  der  Reihe  nach  alle  ^~     Nichtreste  nimmt. 

Es  entstehen  auf  diese  Weise  ^  p  [p  —  1)  lineare  Functionen 
n*er  Ordnung,  die  zur  Wurzel  i  gehören.  Man  würde  zugleich 
die  Potenzen  dieser  Functionen  erhalten,  wenn  man  die  Wurzel 
i  durch  ihre  verschiedenen  Potenzen  ersetzte.  Man  sieht  auch, 
dass  die  Anzahl  aller  Functionen  w*«*^  Ordnung,  die  wir  betrach- 
ten, gleich 

\p[p  —  1)  (p{n) 

ist,  wo  (p{n),  wie  früher,  die  Anzahl  der  primitiven  Wurzeln 
der  Congruenz  (25)  bezeichnet.  Dieser  Schluss  gilt  auch  für  den 
Fall  n  ^  2;  dann  hat  man  nur  die  eine  primitive  Wurzel 
i  =  —  1,  welche  auch  k  =  —  1  liefert.  Die  Formeln  (36) 
lehren  also  \p{p — 1)  oder  ^  p[p  —  1)  (p{2)  lineare  Functionen 
zweiter  Ordnung  kennen,  für  welche  t-  quadratischer  Nichtrest 
von  p  ist.  Nimmt  man  71  =  p  -\-  1  an,  so  erhält  man  den  Aus- 
druck für  die  Anzahl  der  linearen  Functionen  {p  -|-  !)*•''  Ordnung, 
nämlich 

ip(/>-l)9,(p+l). 
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Bezeichnet  endlich  iV^+i  die  Gesamratzalii  der  linearen  Functio- 
nen, für  welche  {^  quadratischer  Nichtrest  von  p,  deren  Ordnung 
folglich  ein  Divisor  von  p  -\-  1  ist,  so  ergiebt  sich 

iV;,+i  =  \p[p  —  \)Z(p  {n). 

Nun  ist  der  Ausdruck  S(p{n),  welcher  sich  über  alle  Divisoren 
von  p  -{-  1,  mit  Ausnahme  von  1,  erstreckt,  gleich  p,  mithin 

(37).  Np+^  =  ^p^p-l). 

Diese  iVp+i  linearen  Functionen  können  in  \ p{p — 1)  Gruppen 
von  je  p  Functionen  getheilt  werden,  welche  letzteren  die  p  ersten 
Potenzen  einer  auf  eine  gegebene  primitive  Wurzel  von  p  bezüg- 
lichen linearen  Function  [p  -{-  l)^*^""  Ordnung  sind. 

In  der  That  werden  die  fraglichen  iV;;+i  Functionen  durch 
die  Formeln  (36)  geliefert,  wenn  man  alle  Wurzeln  der  Congruenz 
(35),  mit  Ausnahme  der  Einheit,  benutzt,  und  diese  Wurzeln  sind 
nichts  Anderes,  als  die  p  ersten  Potenzen  einer  primitiven  Wur- 
zel i.  Bei  Anwendung  dieser  primitiven  Wurzel  liefern  nun  die 
Formeln  (36)  \p[p- — 1)  lineare  Functionen  [p  -f-  l)*«""  Ordnung; 
ausserdem  gehen  die  Potenzen  dieser  Functionen  aus  den  Functio- 
nen selbst  dadurch  hervor,  dass  die  Wurzel  i  durch  ihre  Poten- 
zen ersetzt  wird.  Man  erhält  daher  alle  in  Rede  stehenden  linea- 
ren Functionen,  wenn  man  die  ^  p{p — 1)  Functionen  nimmt, 
welche  der  Wurzel  i  entsprechen,  und  die  Gruppe  der  p  ersten 
Potenzen  einer  jeden  von  ihnen  bildet. 

Die  Formeln  (36)  zeigen,  dass  die  Grössen  ^  und  ^  ent- 
weder beide  quadratische  Reste,  oder  beide  Nichtreste  von  p 
sind,  und  zwar  behaupten  wir,  diese  Grössen  seien  Reste  oder 
Nichtreste,  jenachdem  die  Ordnung  n  der  Function  Oz  in  ^-^ 
aufgeht  oder  nicht.    Man  hat  nämlich  der  Congruenz  (34)  zufolge 

^-  =       ^ ■        [mod.  p). 

Erhebt  man  diese  Congruenz  auf  die  Potenz  ^  ^    ,  so  ergiebt  sich 


p-i 


i 


t(z4-i) 


5} 

.P  +  1 


y+1 
'   '    ^'+^)    \   {mod.  p). 


'±1  —     P±l 

"a    (7-j-l)  t   2 
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Es  ist  aber 

i   2     ^  _}-  1  oder  2    a     ^  —  1  {mod.  p), 

»  + 1 
jenachdem  n  in     7^     aufgeht  oder  nicht;   unter   den   nämlichen 

Voraussetzungen  hat  man  daher 
d.  h. 

p—\  p  —  1 

^   ^    ^  -\-  1  oder  /^    ^     ^  —  1   (mocf.  p). 
Daraus    geht  hervor,    dass    die    linearen  Functionen    [p  -\-  1)*"" 
Ordnung  und  die  ungeraden  Potenzen  derselben  der  zweiten,  die 
geraden  Potenzen  aber  der  ersten  Klasse  angehören.     Unter  un- 
seren iVp+i  Functionen  giebt  es  also 

Functionen  erster,     ^ 

\[p  +  \)  p{p-l) 
Functionen  zweiter  Art. 

460.  Addirt  man  die  Einheit  und  die  drei  Zahlen  Np, 
Np-i,  Np^i,  so  muss  man  wieder  die  Anzahl  N  aller  in  Be- 
ziehung auf  den  Modul  p  genommenen  linearen  Functionen  er- 
halten. In  der  That  lässt  sich  mittels  der  Formeln  (4),  (21),  (32) 
und  (37)  bewahrheiten,  dass 

N  =  1  +  Np  -\-  Np_i -\-  Np+i 
ist.    Bezeichnet  ausserdem  G  die  Anzahl  der  verschiedenen  Grup- 
pen, welche  aus  den  Potenzen  einer  linearen  Function  der  Ord- 
nung p  ,  p  —  1  oder  p  -\-  1  bestehen ,    so   überzeugt  man   sich 
leicht  von  der  Bichtigkeit  der  Formel 

G  =  p^-j-p-\-l. 
Besondere  Beachtung  verdienen  die  Functionen  zweiter  Ordnung, 
welche  sich  in  die  beiden  oben  unterschiedenen  Klassen  verthei- 

len.    Dieselben  sind  theils  die  (^~)  °"  Potenzen  der  Functionen 

{p  —  !)*«■•  Ordnung,  theils  die  (^-^y''"  Potenzen  der  Functio- 
nen {p  -f-  l)t«'  Ordnung.  Die  ersleren,  deren  Anzahl  gleich 
ip{p  -{-  1)  ist.  gehören  der  ersten  oder  der  zweiten  Klasse  an, 
je  nachdem  -  gerade   oder  ungerade,   d.  h.  je  nachdem  p 
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von  der  Form  4:q  -{-  1  oder  von  der  Form  Aq  -{-  3  ist.  Die 
Anzahl  der  letzteren  ist  ^  p{p  —  1);  dieselben  gehören  zur  ersten 

oder  zur  zweiten  Klasse,  je  nachdem  ^  gerade  oder  unge- 
rade, d.  h.  je  nachdem  p  von  der  Form  Aq  -\-  3,  oder  von  der 
Form  Aq  -\-  1  ist.  Wie  man  sieht,  giebt  es  im  Ganzen  p"^  Func- 
tionen zweiter  Ordnung.  In  diesem  Falle  n  =  2,  in  welchem 
man  i  ==  —  1  hat,  reducirt  sich  die  Congruenz  (26)  auf  a  -\-  b' 
^  0   {mod.  p),    und    der    allgemeine  Ausdruck    der  Functionen 

zweiter  Ordnung  ist  somit 

az-j-b 

aT"  z   =   —, • 

a  z  —  a 

Zu  demselben  Resultat  führt  die  Formel  (10),  da  eine  Function 
zweiter  Ordnung  ihrer  Umkehrung  gleich  ist. 

461.  Aus  den  vorstehenden  Entwicklungen  ist  ersichtlich, 
dass  zur  Bildung  der  verschiedenen  Gruppen,  welche  die  Poten- 
zen ein  und  derselben  nach  dem  Primzahlmodul  p  genommenen 
linearen  Function  enthalten,  die  Kenntniss  einer  primitiven  Wur- 
zel  jeder   der  Congruenzen 

i^~  ^  1  ,  i^  ^  1  {mod.  p) 
genügt.  Die  Wurzeln  der  ersteren  Congruenz  «ind  nichts  Ande- 
res, als  die  primitiven  Wurzeln  der  Primzahl  p,  und  in  No.  372 
hat  man  gesehen,  wie  man  die  primitiven  Wurzeln  der  zweiten 
Congruenz  bestimmen  kann.  Will  man  z.  B.  die  linearen  Func- 
tionen [p -\-  lY""  Ordnung  für  die  Moduln  5,  7,  11  bilden,  so 
genügt  es,  für  jeden  dieser  Moduln  einen  Werth  von  k  zu  er- 
mitteln. Nun  sind  die  primitiven  Wurzeln  i  für  diese  verschie- 
denen Fälle  durch  die  Congruenzen 

^•3_-.^^•2_-.^  -=  0  [mod.  5), 

=  0  {mod.  7), 

(,6_i)(i._i)  =  0  [mod.  11), 


(i^- 

-1)     (t^-1) 

t^  —  1 

i*  —  l 

(t'2  - 

-1)    (i^-i) 

oder 


j2—     i-\-  1  =0  {mod.  5), 

«•2  +  4i -f  1  EEE  0  {mod.  7), 

r-f  6/-f  1  =  0  {mod.  11) 
gegeben;   es  ist  folglich  k  =  2  für  den  Modul  5,  ä:  ==  +  2  für 
den  Modul  7,  und  /<:  =  +  3  für  den  Modul  11. 
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Analytische  Fuüctionen,  welche  geeignet  sind,  die 
Substitutionen  darzustellen. 

462.  In  den  meisten  Fällen,  in  denen  man  die  Substitu- 
tionen mehrerer  gegebenen  Grössen  zu  betrachten  hat,  empfiehlt 
es  sich,  djese  Grössen  durch  ein  und  denselben  Buchstaben  dar- 
zustellen, und  diesen  Buchstaben  mit  einem  veränderlichen  In- 
dex z  zu  versehen,  der  so  viele  von  einander  verschiedene 
Werthe  anzunehmen  vermag,  als  Grössen  gegeben  sind.  Dann' 
beziehen  sich  die  Substitutionen,  die  man  auszuführen  hat,  auf 
die  Indices. 

Wir  ertheilen  z  der  Beihe  nach  die  n  Werthe,  welche  die- 
ser Index  erhalten  kann,  und  setzen  voraus,  dieselben  stimmten, 
abgesehen  von  der  Beihenfolge,  mit  den  Werthen  überein,  welche 
eine  gegebene  Function  f[z]  von  z  zu  gleicher  Zeit  annimmt. 
Dann  wird  man  an  den  gegebenen  Grössen  eine  gewisse  Substi- 
tution dadiu'ch  vollziehen,  dass  man  jeden  Index  z  durch  f[z)  er- 
setzt.    Diese  Substitution  kann  durch 


m 


oder  einfacher  durch  f[z)  dargestellt  werden.  Auf  diese  Weise 
lässt  sich  jede  Substitution  analytisch  durch  eine  Function  dar- 
stellen. Nehmen  wir  z.  B.  an,  die  Werthe  des  Index  z  seien  die 
n  Zahlen 

0,  1,2,  ...,(n  — 1), 
und  es  seien 

a  ,  b  ,  c  ,  .  .  .  ,  k 
eben   dieselben  Zahlen  in    einer  andern   Reihenfolge;-  setzt  man 
der  Kürze  wegen 

F{z)  =  z{z~l)  {z  —  2)  .  .  .  (2— „+1), 

und  bezeichnet  die  Abgeleitete  von  F{z)  mit  F'{z),  so  wird  die 
ganze  Function 

fU]  _    «^(^)    _4_        ^^(^)        -J_  .  .  .  4-  *^^^) 


■.F'{0)     '      (;  — 1)A"(1)   ^  ^   {z  —  n  +  l)F'{n  —  l) 

die  Werthe  a  ,b  ,  c k  annehmen,  wenn  man  z  die  W^erthe 

0  ,  1  ,  2  ,  .  . .  ,  (n  —  1)  beilegt;   diese   Function  wird   somit  eine 
Substitution  darstellen  können. 

463.      Wenn  die  Anzahl  n   der  gegebenen   Grössen   gleich 

Scricl,  Alg-cbra.    II.  19 
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einer  Primzahl  p  ist,  so  ist  es  oft  zweckmässig,  ein  System  von 
irgend  welchen  p  nach  dem  Modul  p  incongruenten  ganzen  Zah- 
len als  Indices  zu  nehmen  und  zwei  nach  dem  Modul  congruente 
Zahlen  ohne  unterschied  denselben  Index  darstellen  zu  lassen. 
Dann  reducirt  sich  die  in  der  vorigen  Nummer  mit  F{z)  bezeich- 
nete Function  auf 

F{z)  =  z^—z, 
und  man  hat 

F'  (2)  =  —  1  {mod.  p). 
Zugleich  geht  der  Ausdruck  der  ganzen  Functionen  f{z),  welche 
geeignet  sind,  die  Substitutionen  darzustellen,  über  in 


m  =  - 


a{z^—z)  b{zP—z) 


k{zP  —  z) 


[mod.  p) , 


z  z  —  1  z  —  p-\-\ 

oder,  wenn  man  die  angedeuteten  Divisionen  ausführt,  in 

f{z)  =  -  a{z^-'-l)  --b{z^-'  -f  z^-'-^----\-z) 

—  c{z^'  +  2z^-^  -\ f-  2^-^z)    .  .  .  .   l   {mod.  p). 

-  k[z'-' + (p_i)z''-^+...+(p-ir^] 

Ordnet  man  diese  Congruenz  nach  Potenzen  von  z,  so  folgt,   da 

a-|-ö  +  c-| +  Ä:  =  0  [mod.  p) 

ist, 

f{,)  ^a-[b  +  2P-\  +  ...  +  (/>-!)"-' >t]. 

—  [ö  +  2''-'c  -I h  [p—'^f~''h\z' 


{mod.  p). 


-[b  +  2c  -{-...-\.{p-l)k  ]z^- 
464.  Im  57"^"  Bande  der  Comples  rendus  de  l'Academie 
des  Sciences  hat  Her  mite  den  Beweis  geführt,  dass  die  Polynome 
f{z),  deren  Ausdruck  wir  soeben  gegeben  haben,  eine  Eigen- 
schaft besitzen,  die  dazu  dienen  kann,  sie  zu  charakterisiren. 
Es  besteht  nämlich  der  folgende  Satz: 

Lehrsatz.  —  Es  sei  f{z)  eine  ganze  Function  von  z, 
deren  Grad  p  —  2  und  deren  Coefficienten  ganze  Zah- 
len sind;  ferner  sei  f^^^{z)  die  ganze  Function,  welche 
man  erhält,  wenn  man  mittels  der  Congruenz  z^  ^  z 
[mod.  p)  den  Grad  der  m^''"  Potenz  des  Polynoms /"(z)  klei- 
ner als  p  macht.  Damit  dann  die  Function  f{z)  geeig- 
net sei,  eine  Substitution  von  p  nach  dem  Primzahl- 
modul p  incongruenten  Indices  darzustellen,    ist  er- 
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forderlich  und  hinreichend,  dass  der  Coefficient  von 
z^~^  in  jeder  der  Functionen 

r,{z),  f,[z), ... ,  f^_,iz) 

nach  dem  Modul  p  der  Null  congruent  sei. 
Es  sei 

(1).     fiz)  ==A,  +  A,z-\-A,z^'-{-  •■•-{-  Ä^_^z^-\ 

Erheben  wir  dieses  Polynom  auf  die  m'^  Potenz  und  reduciren 
sodann  mittels  der  Congruenz 

z^  ^^  z  [mod.  p) , 
so  erhalten  wir  ein  Resultat  von  der  Form 

(2).  [fizT  ^  fJz)  =  J:'  +  ^1"".  +  ...  +  J;l,z^'  {med.  p). 
Ausserdem  setzen  wir 

(3).     imr  +  mm'"  +  •  •  •  +  inp-  m"'  =  s-  • 

Ertheilt  man  z  in  der  Formel  (2)  die  Werthe 

0,1,2,3 ip  —  l) 

und  addirt  die  Resultate,  so  folgt 

(4).  S„,  =  -  Jp\  {mod.p)', 

denn  z^~^  ist  ^  0  oder  ^  1 ,  je  nachdem  z  Null  oder  von  Null 

verschieden  ist,   und   die  Summe  l''  -f-  2*"  -{-•••  -|-  {p — 1)'*  ist 

^  0,  wenn  fi  kleiner  als  p — 1  ist. 

Dies  vorausgesetzt,  nehmen  wir  an,  f{z)  sei  geeignet,  eine 
Substitution  darzustellen.     Dann  reducirt  sich  die  Formel  (3)  auf 

0-  +  r  +  2*"  H h  {/'-ir  =  s„, 

und  folglich  ist  S»,  für  alle  Werthe  von  m,  die  kleiner  als  p—1 
sind,  nach  dem  Modul  p  der  Null  congruent;  man  hat  also  der 
Formel  (4)  zufolge 

(5).  Jpli  =  0  {mod.  p). 

Zweitens  setzen  wir  voraus,  die  Function  f[z)  sei  so  be- 
schaffen, dass  die  Congruenz  (5)  für  die  Werthe  2,3,...,  [p — 2) 
von  m  stattfinde.  Der  Formel  (4)  wegen  ist  für  dieselben  Werthe 
von  m 

S,„  ^  0  [mod.  p). 

Diese  Congruenz  bleibt  nach  (1)  auch  für  m  =  1  bestehen;  eben- 
so behält  sie  ihre  Gültigkeit  für  m  =  p,   da  für  jedes  beliebige 


19 


* 
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z  z^  '^  z  ist.  Mit  Rücksicht  auf  die  Newlönschen  Formeln  er- 
giebt  sich  dann,  dass  die  Congruenz 

\_Z  -  mi   [Z  -  /■(!)]  .  .  .  [Z  _  f[p  -  1)]  =  0  {moä.  p) 
die  Form 

Z^  —  «Z  =  0  [mod.p), 
oder  sogar  die  Form 

Z''  —  Z  =  0  {mod.  p) 

hat.  Jeder  von  1  oder  0  verschiedene  Werth  von  a  würde  näm- 
lich nur  eine  einzige  der  Null  gleiche  reelle  Wurzel  Z  bestehen 
lassen,  und  der  Werth  «  =  0  würde  p  der  Null  gleiche  Wur- 
zeln liefern,  was  deshalb  unzulässig  ist,  weil  die  Congruenz 

f{z)  ^  0  [mod.  p) 

vom  Grade  p  —  2  ist,  also  nicht  mehr  als  />  —  2  Wurzeln  be- 
sitzen kann. 

Daraus  geht  hervor,  dass,  wenn  man  z  die  Werthe 

0  ,1,2  ,...,{p  —  l) 

beilegt,  die  P'unction  f[z)  ebendieselben  Werthe,  nur  in  einer 
möglicherweise  anderen  Reihenfolge,  annimmt;  f[z)  ist  daher  ge- 
eignet, eine  Substitution  darzustellen. 

465.  Wenn  die  ganze  Function  f{z)  eine  Substitution  von 
p  nach  dem  Primzahlmodul  p  incongruenten  Indices  darstellt,  so 
wird  offenbar  auch  die  Function 

Qz  =  af[z-\-ß)  -\-  y 

eine  Substitution  darstellen.  Man  kann  nun  über  die  unbestimmte 
Grösse  «  in  der  Weise  verfügen,  dass  der  Coefficient  der  höch- 
sten Potenz  von  z  gleich  Eins  werde.  Sodann  gestattet  es  die  Un- 
bestimmtheit von  |3,  die  zweithöchste  Potenz  von  z  zum  Ver- 
schwinden zu  bringen.  Endlich  kann  man  die  Grösse  y  so  wählen, 
dass  der  von  z  unabhängige  Term  wegfällt.  .Die  Function  ^z 
hat  dann  die  Form 

^z  ==  üyZ  -\-  a.^z^  -\-  " •  ■\-  ay_'iZ~    -f-  2*» 

und  darin  ist  v  gleich  p  —  2  oder  kleiner  als  ;>  —  2. 

Die  Substitutionen  von  der  Form  %^z  sind  von  Her  mite 
reducirte  Substitutionen  genannt  worden.  Es  ist  klar,  dass 
man  noch  allgemeinere  Substitutionen  f[z)  erhält,  \venn  man 
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setzt,  worin  a  ,  ß  ,  y  unbestimmte  Grössen  bezeichnen.  Man  be- 
achte, dass  die  reducirten  Substitutionen  den  Index  Null  nicht  ver- 
setzen. 

Der  Lehrsatz  der  No,  464  nimmt  eine  einfachere  F'orm  an, 
wenn  man  ihn  auf  die  reducirten  Functionen  anwendet.  Erhebt 
man  nämlich  die  Function  d:z  auf  die  /w'«  Potenz  und  reducirt 
sodann  mittels  der  Congruenz  z^  ^  z  {mod.  p),  so  wird  man 
keinen  von  z  unabhängigen  Term  einführen;  ersetzt  man  daher 
z^~^  durch  1,  so  wird  der  Coefficient  von  J^~  der  von  z  un- 
abhängige Term  werden.  Man  kann  dann  den  oben  bewiesenen 
Satz  folgendermassen  aussprechen: 

Damit  die  reducirte  Function  ^z  eine  Substitution 
darstellen  könne,  ist  erforderlich  und  hinreichend, 
dass  wenn  man  &z  auf  die  Potenzen  2,3,...,  (/)  —  2) 
erhebt  und  die  Resultate  mittels  der  Congruenz  z''~  ^1 
[mod.  p)  reducirt,  die  von  z  unabhängigen  Terme  der 
Null  congruent  seien. 

Die  reducirten  Functionen  d-z  sind  noch  einer  weiteren  Re- 
duction  fähig.     Setzt  man  nämlich 

0(2)  =  a^[az), 
so  kann  man  über  die  unbestimmte  Grösse  a  so  verfügen,  dass 
der  Coefficient  der  höchsten  Potenz  von  z  in  ®{z)  gleich  1  werde. 
Es  bleibt  dann  noch  eine  unbestimmte  Grösse  a  übrig,  die  inan 
nach  Belieben  wählen  kann.  Diese  Betrachtungen  werden  weiter- 
hin ihre  Anwendung  finden. 

466.  Wenn  die  Anzahl  n  der  gegebenen  Grössen  gleich 
einer  Potenz  p"  einer  Primzahl  p  ist,  so  kann  man  mit  Galois 
die  p"  Werthe  als  Indices  wählen,  welche  der  Ausdruck 

annehmen  kann,  wenn  i  eine  Wurzel  einer  irreductibelen  Con- 
gruenz v*^"  Grades 

i^(a;)  =  0  {mod.  p) 
bezeichnet.     Wenn   die  irreductibele  Function   F{x)   zum  Expo- 
nenten /)*  —  1   gehört,   so  ist  i  eine  primitive   Wurzel   für   die 
Congruenz 

xP''~'^  —  1=0  {mod.  p). 
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und  die  Indices,  Null  ausgenommen,  werden  durch  die  Potenzen 


iP 


dargestellt. 

Hat  man  endlich 


n  =  p*  q^  r^ 


wo  p  ,  q  ,  r  ,  .  .  .  ungleiche  Primzahlen  und  v  ,  fi  ,  X  ,  .  .  . 
irgendwelche  Exponenten  bezeichnen,  so  kann  es  vorlheilhaft 
sein,  die  gegebenen  Grössen  durch  einen  einzigen  Buchstaben 
darzustellen,  welchem  man  mehrere  Indices  a  ,  ß  ,  y  ,  ...  an- 
hängt, deren  Anzahl  gleich  der  Anzahl  der  Primzahlen  p,q,r,  ... 
ist,  und  als  Werthe  der  Indices  die  ganzen  Functionen  zu  neh- 
men, welche  beziehungsweise  aus  einer  Wurzel  der  Congruenzen 

F^[x)  =  0  [mod.  p), 

F.^{x)  =  0  [mod.  q), 

F.^{x)  ^  0  [mod.  r). 


zusammengesetzt  sind;  F]^[x)  ,  F^ix)  ,  F.^{x)  ,  .  .  .  ,  bezeichnen 
ganze  Functionen  der  Grade  v  ,  fi  ,  X  ,  .  .  .  ,  welche  in  Be- 
ziehung auf  ihre  respectiven  Moduln  p  ,  q  ,  r  ,  ...  irreductibel 
sind. 

Rationale  und  lineare  Substitutionen. 

4:67.  Die  in  Beziehung  auf  den  Primzahlmodul  p  genom- 
menen ganzen  und  linearen  Functionen  az  -\-  h  liefern  Substi- 
tutionen der  p  Indices 

0  ,  1  ,  2  ,  .  .  .  .  (p  -  1). 
Die   Gesammtzahl    dieser    Substitutionen   ist  p[p  —  1),    und   es 
liegt  auf  der  Hand,  dass  dieselben  ein  conjugirtes  System  bilden. 

Die  in  Beziehung  auf  den  Primzahlmodul  p  genommenen 
rationalen  Functionen  der  Form 

(!)•  ^^-^ 

können  dazu  benutzt  werden,  Substitutionen  von  p  -\-  1  Indices 
darzustellen;  die  Werthe,  welche  man  diesen  Indices  beilegen 
muss,  sind  dann 

0  ,  1  ,  2  ,  . .  .  ,  (p  —  1) ,  oo , 

und  man  hat  zwei  nach  dem  Modul  p  congruente  Zahlen  immer 
als  zur  Darstellung  desselben  Index  geeignet  anzusehen.    Die  Ein- 
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setzuDg  von  oo  an  die  Stelle  von  z  erfolgt  nach  den  Regeln  der 
gemeinen  Algebra,  und  wenn  der  Nenner  von  ^z  für  einen  be- 
sonderen Werth  von  z  der  Null  congruent  ist,  so  nimmt  die 
Function  den  Werth  oo  an.  Es  ist  das  eineUebereinkunft,  die 
man  treffen  kann,  vorausgesetzt,  dass  sie  nicht  mit  einem  der 
Fundamental -Sätze  der  Theorie  der  Congruenzen  in  Widerspruch 
steht. 

Löst  man  die  Formel  (1)  nach  z  auf,  so  folgt 

b—b'%z 
z  =  -  ,-s — —  • 
a  vz  —  a 

Diese  Formel  zeigt,  dass  es  nur  einen  Werth  von  z  giebt,  der 
geeignet  ist,  %z  einen  gegebenen  Werth  annehmen  zu  lassen, 
was  nöthig  ist,  damit  %z  eine  Substitution  darstellen  könne. 

Die  Congruenz 
(2).  ^z  ^  z  (mod.  p) 

lässt  sich  auf  die  Form 

(3).  az"^  —  {a~-b')z  —  b  =  0  {mod.  p), 

oder 

\2az  —  {a  —  b')Y  =  [d  +  b^  -  4  (ab'—ba)  {mod.  p) 
bringen.     Keine  ihrer  Wurzeln  wird  reell  sein,  wenn  die  Grösse 
(4).  («  +  ö')^—  4  {ab'—ba) 

quadratischer  Nichtrest  von  p  ist.  Da  dann  die  Congruenz  (2) 
für  keinen  Werth  von  z  bestehen  kann,  so  versetzt  die  Substi- 
tution d-z  alle  Indices.  Wenn  die  Grösse  (4)  der  Null  congruent 
ist,  so  hat  die  Congruenz  (2)  oder  (3)  zwei  reelle  und  gleiche 
Wurzeln;  folglich  versetzt  die  Substitution  ^z  p  Indices.  Wenn 
endlich  der  Ausdruck  (4)  quadratischer  Rest  von  p  ist,  so  hat  die 
Congruenz  (2)  zwei  reelle  und  ungleiche  Wurzeln;  die  Substitu- 
tion &z  versetzt  somit  nur  p  —  1  Indi(;es. 

468.     Wir  bezeichnen  mit  n  die  Ordnung  der  liftearen  Func- 
tion 9  z  und  betrachten  die  Reihe 

z  ,9z  ,&'^z  ,  ...  ,  ^"'^z. 
Wenn  die  Congruenz  d'z  ^  z  {mod.  p)  eine  reelle  Wurzel  Zy  hat, 
so  werden  die  Terme  dieser  Reihe  sich  für  z  =  Zq  sämmtlich 
auf  Zq  reduciren;  für  jeden  anderen  Werth  z^  von  z  aber  wird 
keiner  dieser  Terme  gleich  Zq  werden.  Die  etwa  vorhandenen 
Werthe  z«  bei  Seite  lassend,  behaupten  wir,  dass  die  Terme  der 
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vorhergehenden  Reihe  inuner  verschiedene  Werthe  hahen  werden. 
Hätte  man  z.  B. 

d^+'z^   =  e^z^   [mod.p), 
so  würde  sich,  wenn  man 

setzte, 

^^  Z.2    ^    ^2    ('''OC?.  p) 

ergeben.  Dies  ist  unmöglich;  da  nämlich  v  kleiner  als  n  ist,  so 
kann  man  nicht  identisch 

&^  z  ^  z  {mod.  p) 

haben;  ausserdem  ist  die  letzte  Congruenz  den  Formeln  der  No. 
455  zufolge  nichts  Anderes,  als 

'O'  z  ^  z  [mod.  p) , 
und  lässt  daher  die  Wurzel  Zj  nicht  zu. 

Wir  können  daraus  den  Schluss  ziehen,  dass  die  lineare 
Function  Q'z  eine  Substitution  n^"""  Ordnung  darstellt,  und  nach 
der  Eintheilung,  die  wir  begründet  haben,  sieht  man,  dass  das 
System  der  linearen  Substitutionen  nur  cyclische  Substitutionen, 
deren  Ordnung  eine  der  Zahlen  p  -\-  1 ,  p ,  p  —  1  ist,  nebst  den 
Potenzen  eben  derselben  Substitutionen  umfasst. 

Die  Gesammtzahl  der  linearen  Substitutionen  ist  [p-\-'^)p{p — 1), 

und    darunter    befinden    sich  i*^^ -y   deren   Determi- 

nante quadratischer  Rest  des  Moduls  ist.  Daraus  ergiebt  sich 
der  folgende  Satz : 

Lehrsatz.  —  Die  Gesammtheit  aller  auf  einen  Prim- 
zahlmodul p  bezogenen  linearen  Substitutionen 
macht  ein  3  mal  transitives  conjugirtes  System  der 
Ordnung  [p -\- 1)  p{p  —  1)  aus.  Ausserdem  bilden  die 
linearen  "Substitutionen,  deren  Determinante  ein 
quadratischer  Rest  des  Moduls  ist,  ein  zweimal  tran- 
sitives conjugirtes  System  der  Ordnung  |^  {/)-|-l)p(P — !)• 

Das  erste  dieser  Systeme  umfasst  nämlich  cyclische  Substi- 
tutionen der  Ordnung  p  -\-  1,  der  Ordnung  p  und  der  Ordnung 
p —  1.  Was  das  zweite  System  betrifTt,  so  enthält  es  cyclische 
Substitutionen  der  Ordnung  p,  nebst  regelmässigen  Substitutionen 

der  Ordnung     —  - »   und  unter  diesen  letzteren   kann  man  stets 
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eine  finden,  welche  einen  gegebenen  Index  Zq  durch  einen  ande- 
ren gegebenen  Index  Zj  ersetzt. 

Im  Falle  p  =  6  erhält  man  sofort  wieder  das  3  mal  transi- 
tive System  ,  das  aus  Substitutionen  von  6  Buchstaben  besteht, 
und  mit  dem  wir  uns  in  No.  440  beschäftigt  haben. 


Ueber  einige  Eigenschaften  der  linearen  Substitutionen. 

469.  Lehrsatz  I.  —  Bezeichnet  Uz  allgemein  die 
p(^p  —  1)  nach  dem  Modul />  genommenen  linearen  und 
ganzen  Substitutionen  und  cpz  irgend  eine  gegebene 
lineare  Function,  so  bilden  die  Substitutionen  von 
der  Form  (p~^Eq)z  ein  conjugirtes  System  der  Ordnung 
p[p — 1);  auch  lassen  sie  den  Index  z,  fiir  welchen  die 
Function  (p[z)  unendlich  ist,  unversetzt. 

Erstens  bilden  die  Substitutionen  cp—^Ecpz  ein  conjugirtes 
System,  welches  demjenigen  der  Substitutionen  Ez  ähnlich  ist 
(No.  415).  Was  die  zweite  Behauptung  betriflt,  so  sei  z^  der 
Index,    welchen    die    Substitutionen    cp-^  E  cp  z    nicht    versetzen; 

dann  ist 

(p-^E(pzQ  =  ^0  {mod.  p), 
mithin 

E(pz^^  "^  (pZii  [mod.  p). 

Daraus  geht  hervor,   dass  die  Substitutionen  Ez   den  Index  q)z^) 
nicht  versetzen;  man  hat  daher 

q)ZQ  ==  oo. 

Zusatz  I.  —  Es  giebt  p  -\-  1  conjugirte  Systeme  der 
Ordnung  jt>(/>  —  1),  deren  jedes  a  us  linearen  Substitu- 
tionen zusammengesetzt  ist,  welche  sämmllich  ein 
und  denselben  Index  nicht  versetzen. 

Zusatz  n.  —  Jedes  System  der  Ordnung  p{p — ^1)  wird 
durch  Multiplication  der  beiden  Systeme  erhalten, 
welche  beziehungsweise  aus  den  Potenzen  zweier 
1  i  n  e  a  r  e  n  Substitutionen  zusammengesetzt  sind,  die 
ein  und  denselben  Index  z^  nicht  versetzen  und  von 
denen  die  eine  die  Ordnung  p,  die  andere  die  Ord- 
nung p  —  1  hat. 

Es  seien  nämlich 


Viertes  Kapitel. 

2;  , 

&z  , 

^2^,    .   ..    ,    ^P-\, 

■  &'-'z. 

2  , 

(pz  , 

9                               p — 2 

cp^z  ,  .  .  .  ,  q)'^     z 
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die  Systeme,  welche  aus  den  Potenzen  von  d'z  und  von  g)z  be- 
stehen; diese  Substitutionen,  deren  Ordnungen  beziehungsweise 
p  und  p  —  1  sind,  lassen  einen  Index  z^  unversetzt.  Da  die  An- 
zahl der  Produkte  cp^&^z  gleich  p{p — 1)  ist,  so  haben  wir  nur 
die  Verschiedenheit  derselben  nachzuweisen.     Hätte  man  nun 

(p'^  'U^  z  =  q)    v    z , 
so  würde  sich 

(p'^     ^  Z   =   V  z 

ergeben,  und  dies  erfordert,  dass  fi' =  fi ,  v  =  v  sei,  da  die 
Substitution  [p  —  1)*^''  Ordnung  qpz  zwei  Indices  unversetzt  lässt, 
während  &z  p  Indices  versetzt.     Unser  Satz  ist  somit  bewiesen. 

Zusatz  m. —  Das  System  der  {p -\- 1)  p{p — 1)  linea- 
ren Substitutionen  wird  durch  Multiplication  eines 
der  Systeme  der  Ordnung  p{p — 1),  dessen  Substitutio- 
nen einen  Index  unversetzt  lassen,  mit  dem  Systeme 
der  Potenzen  einer  linearen  Substitution  der  Ord- 
nung p  -\-  1  erhalten. 

Es  seien 

z  ,  cpiZ  ,  qojz  ,   .  .  .   ,  (pp{p-i)-iz 
und 

Z  ,   &Z  ,'»'^Z  ,     ...    ,    -^^2 

die  beiden  in  Hede  stehenden  Systeme.  Da  die  Anzahl  der  Pro- 
dukte (p  'ö'^z  gleich  {p  -\-  1)  p{p  —  1)  ist,  so  genügt  es  ihre  Ver- 
schiedenheit nachzuweisen.  Wenn  nun  nicht  fi  und  v  beziehungs- 
weise gleich  ft  und  v  sind,  so  kann  man  nicht 

w  ,&    z  ==  w   9  z 
haben;  denn  dßraus  würde 

OD     '  QP    ,S    =    V'  Z 

folgen,  und  dies  ist  unmöglich,  da  die  Substitution  &  einen  In- 
dex versetzt,  welchen  die  Substitutionen  (p  unversetzt  lassen. 

470.  Lehrsatz  II.  —  Es  seien  d-z  eine  lineare  Sub- 
stitution der  Ordnung  p,  welche  den  Index  z^  nicht 
versetzt,  und  (pz  irgend  eine  lineare  Substitution. 
Damit 
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sein   könne,    ist    erforderlich    und    hinreichend,    dass 
die  Substitution  cpz  den  Index  Zq  nicht  versetze. 
Die  Congruenz 

&Zq  ^  Z()  {mod.  p) 
zieht 

-ö^Zo  ^  Zq  [mod.  p) 
nach  sich.     Hat  man  daher 

Q'cpz  =  (p^z, 
so  ergiebt  sich  für  z  =  z^ 

&(pZ(f  ^  (pZg  [mod.  p) , 
und   da  die  Substitution  d-z  alle  Indices,   mit  Ausnahme   von  Zq, 
versetzt,  so  ist 

(jD  ?()  ^  Zq  [mod.  p) ; 
dies  drückt  aus,  dass  die  Substitution  (pz  z^  unversetzt  lässt. 

Wenn  umgekehrt  cpz  den  Index  Zq  nicht  versetzt,  so  gilt 
dasselbe  von  der  Substitution  q)~^'&(pz;  diese  ist  ausserdem  von 
derselben  Ordnung  wie  d-z.  Folglich  haben  die  beiden  Con- 
gruenzen 

^z  ^  z  ,  qr'^&'(pz  ^  z  {mod.  p) 

nur  die  Wurzel  Zq.  Nach  der  Bildungsweise  der  linearen  Func- 
tionen folgt  daraus,  dass  die  Functionen  q)~^'9<pz  und  d-z  ein 
und  derselben  Gruppe  von  Potenzen  angehören,  und  man  hat 

(p-^^(pz  ==  Q^z. 
Es  ist  zu   beachten,    dass  die  Ordnung  n  von  (pz   gleich  p  oder 
gleich  einem  Divisor  von  p  —  1  ist.    Wenn  aber  der  erstere  Fall 
stattfindet,  so  ist  (pz  nichts  Anderes,  als  eine  Potenz  von  '^z. 

Zusatz  I.  —  Eine  lineare  Substitution  p^«'  Ordnung 
ist  gegen  keine  andere  lineare  Substitution  vertausch- 
bar, die  nicht  eine  ihrer  Pote'nzen  ist. 

Wenn  nämlich  die  Substitution  '^z  von  der  Ordnung  p,  und 
wenn  (pz  keine  Potenz  von  d^z  ist,  so  erfordert  die  Gleichung 

(1).  ^(pz  =  (p&z  oder  (p~^&(pz  =  &z, 

wie  wir  soeben  bemerkt  haben,  dass  die  Ordnung  von  (pz  ein 
Divisor  von  p  —  1  sei.     Dann  hat  die  Congruenz 

(2).  (pz  ^  z  {mod.  p) 
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eine  von  2„  verschiedene  Wurzel  Zj ,  und  die  Gleichung  (1)  liefert 
für  2  =  2j 

•ö-tj  ^  cp&z^  [mod.  p), 
woraus  hervorgeht,  dass  -9^2,  eine  Wurzel  der  Congruenz  (2)  ist. 
Die  Wurzeln  dieser  Congruenz  sind  nun  2j  und  Zq  ==  ^z^',  man 
müsste  daher 

'9'2i  ^  2j   oder  Q'z^  ^  '9"^o  » 
und  folglich  z^  =  z^  haben,  was  nicht  der  Fall  ist. 

Zusatz  n.  —  Es  seien  d'z  eine  lineare  Substitution 
der  Ordnung  p  und  (pz  eine  lineare  Substitution,  deren 
Ordnung  n  ein  Divisor  von  p  —  1  ist.  Wenn  &z  undqpz 
ein  und  denselben  Index  2q  unverselzt  lassen,  so  er- 
hält man  durch  Multiplication  des  Systems  der  Poten- 
zen von  &z  mit  demjenigen  der  Potenzen  von  (pz  ein 
System  conjugirter  Substitutionen  der  Ordnung  np. 
Dieses  System  der  Ordnung  np  enthält  ausserdem  alle 
linearen  Substitutionen  n*^"^  Ordnung,  welche  den  In- 
dex Zq  nicht  versetzen. 

Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  man  ein  conjugirtes  System  der 
Ordnung  np  erhält,  wenn  man  die  beiden  Systeme 

2,    -^2,    -922,    ...    ,    &^~^Z, 
z  ,   cpz  ,   (p'^z  ,    ...   ,   (p"~^Z 

in  einander  multiplicirt.  Ausserdem  enthält  dieses  System  der 
Ordnung  np  alle  Substitutionen  n**"^  Ordnung  von  der  Form 
&~'(pd''^z,  und  da  i  irgend  einen  der  Werthe 

0  ,  1  ,  2  ,  3  ,...,(/)—  1) 
haben  kann,  so  findet  man  />  Systeme,  deren  jedes  aus  den  Po- 
tenzen einer  Substitution  n^^^  Ordnung  gebildet  ist,  welche  den 
Index  2^  nicht  versetzt.  Eine  grössere  Anzahl  solcher  Systeme 
giebt  es  nicht;  wir  haben  daher  nur  zu  zeigen,  dass  die  eben 
besprochenen  Systeme  von  einander  verschieden  sind.  In  der 
That  behaupten  wir,  es  könne  nicht 

sein.     Wäre  dies  nämlich  der  Fall,  so  würde  sich 

d^ip^"^  z  =  (p^z 
ergeben.     Man  hat  aber  tp—^^cpz  =  d^z,  und  folglich 
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(p-^&-^(pz  =  &^-'z  ,  &^(pz  =  (pQf'-^z; 
es  würde  somit 

sein,  und  dies  erfordert,  dass  k  =  1,  (n  =  1  sei.  Halle  man 
aber  jit  =  1,  so  wären  die  Substitutionen  d'z  und  cpz  gegen 
einander  vertauschbar,  was  nicht  der  Fall  ist. 

471.  Lehrsatz  EI.  ^ — Es  seien  &z  eine  lineare  Sub- 
stitution der  Ordnung /)+!  ""^  9^  eine  von  den  Po- 
tenzen von  ^2  verschiedene  lineare  Substitution. 
Damit 

(1).  (p-^&(pz  =  Q^z 

sein  könne,  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dassgjz 
eine  Substitution  zweiter  Ordnung  sei,  und  dass  die 
reellen  oder  imaginären  Wurzeln  z„  ,  z^  der  Con- 
gruenz 

Qz  ^  z  [mod.  p) 

so  beschaffen  seien,  dass  man 

(pZQ  ^  2i  ,  cpz^  ^  z„  {mod.  p) 
habe.     Falls  die   Ordnung  von  d'z  gleich  p —  1  ist,  so 
sind  die  Wurzeln  2o,2j  reell,  und  die  letzte  Bedingung 
drückt  aus,   dass  die  Substitution  g)z  die  beiden  Indi- 
ces  transponirt,  welche  ^z  nicht  versetzt. 

Wenn  die  Gleichung  (1)  stattfindet,  so  fällt  das  System  der 
Potenzen  von  (p~^'&g)z,  nämlich 

(2).  2  ,    (p~^d-(pz    ,    cp~'^  d''^  Cp  Z ,    .  .  . 

mit  dem  Systeme  der  Potenzen  von  &z 
(3).  z  ,  &z  ,  &'^z,  .  .  . 

zusammen.  Jedes  der  Systeme  (2)  und  (3)  enthält  eine  Substi- 
tution zweiter  Ordnung,  und  diese  beiden  Substitutionen  müssen 
unter   der   gemachten   Voraussetzung   einander  gleich   sein;   man 

hat  also 

P+i  p+t  p+i  p+i 

(4).      cp-^d'   ^   (pz  =  &   ^   z  oder  0    ^    cpz  =  (p&  ^   z. 

Wenn  umgekehrt  diese  Gleichung  (4)  besteht,  so  müssen  die 
Systeme  (2)  und  (3)  zusammenfallen;  denn  sie  sind  beide  von 
derselben  Ordnung  /?  +  1  ^^^  haben  eine  Substitution  gemein- 
schaftlich. 
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Ersetzt  man  z  durch  &    ^    cpz,  so  geht  (4)  über  in 

&    ^    (p&    ^    q)Z  ^=  tp'd'^—  cpz  ==  qP'z; 

&  '^  q)z  und  (pz  haben  daher  dasselbe  Quadrat;  daraus  geht  her- 
vor, dass  diese  Functionen  von  der  zweiten  Ordnung  sind.  Wäre 
nämUch  das  Gegenlheil  der  Fall,  so  würden  die  in  Rede  stehen- 
den Substitutionen  beide  der  Gruppe  der  Potenzen  ein  und  der- 
selben linearen  Substitution  1^(2)  angehören;  man  hätte  dann 

&~^fpz  =  ^^  ,  ^z  =  ^\, 
mithin 

&     ^     Z  "^    t\)^~^  Z  , 

und  folglich  würden  die  Functionen  (p  und  &  sich  in  derselben 
Gruppe  von  Potenzen  vorfinden,  was  der  Voraussetzung  wider- 
spricht.    Man  hat  also 

prhl  p  +  1 

(5).  (p'^z  ==  z  ,  0'    ^    cp&    ^    cpz  =  z, 

und  umgekehrt  ziehen  diese  Gleichungen  die  Formel  (4)  nach  sich. 
Dies   vorausgesetzt,   seien  z^  und  z^   die  reellen  oder    ima- 
ginären Wurzeln  der  Congruenzen 

P±i 
&z  ^  z  ,  &   ^    z  ^  z  [mod.  p); 
dann  liefert  die  Formel  (4) 

p±X  p±i 

q)~^&    ^    q)ZQ  ^^  Zq  ,  q)~^d-    ^    (pz^  ^  z^  [mod.p], 
oder 

%•    ^    (pzQ  ^  g)Z(f  ,   &    ^    (pz^  ^  cpZi  {mod.p), 

woraus  hervorgeht,  dass  goz^  und  <pzi  nichts  Anderes  als  2„  und 

z^  sind.     Hat  man  aber  (pz^f  ^  2^  und  cpzi^  Zi,  so  fallen  die 

p±i 

Functionen  q)z  und  &  ^  z,  die  von  der  zweiten  Ordnung  sind, 
zusammen;  es  ist  daher 

(6).  (pzQ  ^  Zi  ,  <pzi  ^  Zq  {mod.p). 

Wenn  umgekehrt  diese  Congruenzen  (6)  bestehen,  so  haben  die 
Congruenzen  zweiten  Grades 


Ueber  einige  besondere  Fälle  der  Theorie  der  Substitutionen.      303 

g)~^d'    ^    cpz  ^  z  ,  &    ^    z  ^  z  [mod.  p) 

dieselben  Wurzeln,  und  da  ihre  ersten  Glieder  Functionen  zwei- 
ter Ordnung  sind,  so  müssen  diese  ersten  Glieder  einander  gleich 
sein. 

Zusatz  I.  —  Es  giebt  />  +  1  Substitutionen  zweiter 
Ordnung  (pz  von  der  Beschaffenheit,  dass  man 

(p~^&(pz  ==  Q^  z 
hat,  nämlich:  p-f"l»  wenn-S-z  von  der  Ordnung  jo-j-l,/) — 1, 
wenn  &z  von  der  Ordnung  p  —  1  ist. 

Wenn  nämlich,  wie  früher,  Zq  und  Zj  die  Wurzeln  der  Con- 
gruenz  &z  "^  z  {mod.  p)  bezeichnen,  und  man 
(pzQ  ^  z^  ,  9)Zi  ^  Zq  [mod.  p) 

hat,  so  ist  die  lineare  Function  zweiter  Ordnung  rpz  von  folgen- 
der Form: 

^  a'z — a 

Dieser  Ausdruck  enthält  eine  unbestimmte  Grösse  -r,  welcher  man 

a 

die  p  -|-  1  Werthe 

0  ,  1  ,  2  ,  .  .  .  ,  (p  —  1)  ,  oo 
beilegen  kann.  Man  hat  jedoch,  wenn  Zq  und  Zj  reell  sind,  die 
beiden  Werthe  - ,  =  Zq  ,  —  =  z^  wegzulassen  ,  für  welche  der 
Ausdruck  von  (pz  sich  auf  eine  Constante  reducirt.  Die  Anzahl 
der  Substitutionen  cpz  ist  also  immer  gleich  der  Ordnung  von  &z. 
Zusatz  II.  —  Wenn  ^z  eine  Substitution  der  Ord- 
nung p  +  1  und  (pz  eine  der  p  +  1  Substitutionenz  wei- 
ter Ordnung  ist,  für  welche  man 

(p~^&(pz  ==  ^z 

hat,  so  erhält  man  einSystemvon  2(/?+  1)  conjugirten 
Substitutionen,  dadurch  dass  man  mit  den  Potenzen 
von  ^z  die  Produkte  dieser  Potenzen  in  (pz  verbindet. 
Diese  p+1  Produkte  sind  ausserdem  eben  die  p  -\-  1 
Substitutionen  zweiter  Ordnung,  welche  der  vorher- 
gehenden Gleichung  genügen. 

Zunächst  ist  es  klar,  dass  man  ein  conjugirtes  System  erhält, 
wenn  man  die  beiden  Systeme 
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z,  &z,  ^''z,  ...  ,  ^^P-^'^-'z, 
z  ,  q)z  , 
sei  es  nun  zur  Rechten  oder  zur  Linken,  mit  einander  multiplicirt. 
Wir  wollen  jetzt  eins  der  so  entstehenden  Produkte 

(]).  ^[z)  =  &\z 

näher  in's  Auge  fassen.     Da  die  Gleichung 

cp~^ Q'q)z  =  ^  z 

die  folgende  nach  sich  zieht: 

q)'~^Q^cpz  =  &^'z, 
so  hat  man  auch 

(2).  '^{z)  =  cpQf^'z. 

Die  Formeln  (1)  und  (2)  liefern 

und  dies  erfordert,  dass 

ifj'^z  =  z 
sei;  denn  sonst  würden  die  Functionen  i/;  und  q)  der  Gruppe  der 
Potenzen  von  &  angehören,  was  mit  der  Voraussetzung  in  Wider- 
spruch steht.    Die  Produkte  -ö-'^z  sind  daher  sämmtlich  von  der 
zweiten  Ordnung. 

Die  Gleichung  (1)  liefert 

und   dies   lehrt,   dass  jede  lineare  Suhstitution   -S-'z   das  Produkt 
zweier  Substitutionen  zweiter  Ordnung  ist. 

Anmerkung.  —  Man  erhält  ein  conjugirtes  System  der  Ord- 
nung 2n,  wenn  man  j9  +  1  =  mn  setzt  und  die  beiden  Systeme 

Z  ,    &     Z  ,    &      Z  ,    .   .   .    ,    &^  Z, 

z  ,  cpz 
mit  einander  multiplicirt. 

Zusatz  III.  —  Damit  zwei  lineare  Substitutionen, 
welche  nicht  Potenzen  ein  und  derselben  Substitution 
sind,  gegen  einander  vertauschbar  seien,  ist  erforder- 
lich und  hinreichend,  dass  beide  von  der  zweiten 
Ordnung  sind,  und  dass  die  (reellen  oder  imaginären) 
Indices,  welche  die  eine  Substitution  nicht  versetzt, 
durch  die  andere  transponirt  werden. 
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Es  seien  g?  und  '^)  zwei  lineare  Substitutionen,  welche  nicht 
Potenzen  ein  und  derselben  Substitution  sind.  Wenn  diese  Sub- 
stitutionen sich  gegen  einander  vertauschen  lassen,  so  hat  (No.  470) 
keine  von  ihnen  die  Ordnung;?;  tjjz  ist  daher  eine  Potenz  einer 
Substitution  d^z  der  Ordnung  />  +  1.  Die  Gleichung 
tpcpT  =  cptpz  oder  (p~^'xp(pz  =  ijjz 

kann  nur  dann  stattfinden,  wenn  die  Gruppe  der  Potenzen  von 
g)—^d-g)z  mit  derjenigen  der  Potenzen  von  ^z  zusammenfällt;  dies 
erfordert,  dass  (pz  von  der  zweiten  Ordnung  sei.  In  derselben 
Weise  lässt  sich  darthun,  dass  auch  tpz  von  der  zweiten  Ord- 
nung ist.  Bezeichnen  dann  z^  und  Zj  die  Wurzeln  der  Congruenz 
(pz  ^  z  [mod.  p),  so  sind  dem  vorstehenden  Lehrsatze  zufolge 
g)z  und  ipz  gegen  einander  vertauschbar,  wenn 
lifZQ  ^  z^  ,  lifZi  ^  -0  {mod.  p) 

ist.  Es  liegt  auf  der  Hand ,  dass  die  eine  dieser  Bedingungen  die 
andere  nach  sich  zieht. 

472.  Lehrsatz  IV.  —  Es  seien  d'z  eine  lineare  Sub- 
stitution {p -\- l)'-'^"  Ordnung  für  den  Modul  p  und  coz 
eine  beliebige  lineare  Substitution.  Dann  kann  man 
der  Gleichung 

'9'*"c()ö'"z  =  Ez, 

in  welcher  £"2  eine  lineare  und  ganze  Substitution  be- 
zeichnet, dadurch  genügen,  dass  man  einer  der  Zah- 
len m  und  n,  gleichgiltig  welcher,  irgend  einen  der 
Werthe  0,1,2,3,  ...  .  p  beilegt;  der  Werth  der  an- 
dern Zahl  ist  sodann  bestimmt. 

Da  die  Substitution  &z  von  der  Ordnung  p  -\-  1  ist,  so  neh- 
men die  Potenzen 

z  ,  &z  ,  &'^z  ,   .  .  .  ,  d^z 
in  einer  gewissen  Beihenfolge  die  Werthe 

0  ,  1  ,  2  ,  3  ,  .  . .  ,  (p  —  1) ,  oo 
an,  welchen  Werth  man  auch  z  beilegen  mag.     Wir  setzen  nun 

&  OO  =  Zq   ,    OZq  =  Zj    ,   9    z,  =  oo. 

Wenn  die  Zahl  n  gegeben  ist,  so  bestimmt  die  erste  dieser  For- 
meln Zq,  die  zweite  liefert  darauf  Zj,  und  sodann  ist  m  durch 
die  dritte  Formel  bestimmt.    Ist  dagegen  die  Zahl  m  gegeben,  so 

Serret,  Algebra.      11.  20 
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hestimmt  die  dritte  Formel  Zj ;  dann  erhält  man  j„  =  w~'  z^  aus 
der  zweiten  und  endlich  w  aus  der  ersten  Formel.     Man  hat  danach 

Q^     ÜO-ö-    OO    =    OO, 

d.  h.  die  lineare  Function  ^"' ad-^'z  wird  für  2:  =  oo  unendlich 
gross;  sie  ist  milliin  eine  ganze  Fimction. 

Zusatz.  —  Wir  nehmen  an,  die  Determinante  der 
Substitution  (oz  sei  quadratischer  Rest  des  Moduls  p 
und  r  he  zeichne  eine  primitive  Wurzel  für  diesen  Mo- 
dul; ausserdem  wählen  wir  die  ganzen  Zaien  m,  n  so, 
d  a  s  s 

d-'  Cid'    Z 

eine  ganze  Substitution  sei,  und  isetzen 

r,^z  =  ^'"z  ,  f,^^,z  =  »"'^'(rzy. 

dann  ist 

f~  (of  z 

eine  ganze  Substitution,  deren  Determinante  quadra- 
tischer Rest  von  p  ist. 

Jenachdcni  nämlich  m  und  n  gerade  oder  ungerade  sind,  hat 
die  in  Rede  stehende  Substitution  eine  der  Formen 

&      (od'  z  ,  V      (0&  rz  ,  —  &      C0&  z  ,  —'9'      o)&  rz: 

r  r 

sie  ist  daher  eine  ganze  Substitution.  Da  sie  zudem  das  Produkt 
von  drei  Substitutionen  f~  z,  coz ,  f^^z  ist,  deren  Determinanten 
quadratische  Reste  von  p  sind,  so  ist  auch  ihre  Determinante 
quadratischer  Rest  von  p. 

Beispiel.     Wir  setzen  p  =  7  ,  r  =  3  voraus  und  nehmen 

<..   _   2  +  6       ,, 2  +  2. 

'ir  z    =    — ,—    ,    CO  z   =   — , — -2, 
2  +  4  z  +  6 

dann  ergiebt  sich 

-^&^(o&^z    =z,  -»-co^^z  =42  + 4, 

^f'a)'&.3z    =  z,  {&a)^--Zz  =-2c  +  6, 

^^''(o^'^z    =4^  +  4,  04fi)^ec=    2  +  3, 

^«co-a^Sz  =  2z  +  6  ,  \^^(o^T^z  =  42  +  4. 
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Ueber  die  Substitutionen  von  fünf  und  von  sieben 
Buchstaben. 

473.  Wenn  die  Primzalil  p  gleich  3  ist,  so  sind  die  Sub- 
stitutionen der  p  —  1  Indices  z 

0.1,2.3 ip-l) 

sämmtlich  linear  und  ganz. 

Den  analytischen  Ausdruck  der  Substitutionen  für  den  Fall 
von  fünf  Buchstaben  hat  Betti  gegeben;  dieselbe  Aufgabe  hin- 
sichtlich der  Substitutionen  von  sieben  Buchstaben  ist  später  von 
Hermite  gelöst  worden.  Diese  wichtigen  Resultate  wollen  wir 
hier  darlegen. 

Substitutionen  von  fünf  Buchstaben.  —  Wir  betrach- 
ten zunächst  den  Fall  von  5  Indices.  Nach  Nr.  465  sind  die  redu- 
cirten  Formen  der  Substitutionen 

d'z^z,z'^,z^-{-az  [mod.  5). 
Die  zweite  dieser  Formen  ist  auszuschliessen,  da  aus  ihr 

[^  ;]2  =  24  =  1    (^orf.  5) 

hervorgeht.   Die  dritte  Form  liefert 

[&zj  ^  z^  -{-  2  az^  -\-  a"^ z"^  =  [1  +  a^)  ^,2  _|_  ^a, 
und  um  den  von  z  unabhängigen  Term  zum  Wegfall  zu  bringen, 
hat  man  «  =  0  zu  setzen.  Da  ferner  alle  übrigen  Bedingungen 
(Nr.  465)  durch  den  Ausdruck  -ö-z  ^  2^  erfüllt  werden,  so  sieht 
man,  dass  alle  Substitutionen  für  ein  System  von  fünf  Indices  in 
den  beiden  Formen 

KZ  -\-  ß  ,  a{z  -\-  ßf  -\-  y 
enthalten  sind ,   in  welchen  nur  der  Werth  «  =  0  nicht  genom- 
men werden  darf. 

474.  Substitutionen  von  sieben  Buchstaben.  —  Im 
Falle  von  sieben  Indices  können  die  reducirten  Formen  nur  fol- 
gende sein: 

-ö-z  ^  2  ,  2-,  z^  -{-  az  ,  z*  -\-  az^  -\-  hz  ,  z^  -\-  az^  -j-  hz^  -\-  cz. 
Es  sind   nun  zunächst  die   zweite  und   die  dritte  dieser  Formen 
fortzulassen,    weil   im  Kubus  der  zweiten   und   im  Quadrate  der 
dritten  der  von  z  unabhängige  Term  stehen  bleibt. 
Ist 

^z  =  2^  -\-  az^-{-hz, 

20* 
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SO  sieht  man  sofort,  dass  der  unabhängige  Term  in  {ßzY  a  ist; 
man  hat  daher  a  ^  0.    Weiter  ergiebt  sich 


und  dies  erfordert,  dass  man 


{b^-}-3b)z^-]-  (362 -f 


1)        I 


{mod.  7) , 


362  -f  1  =  0  ,  &  =  +  3  {mod.  7) 
mache.     Man  hat  also  die  beiden  Formen 

&z  =  z^  -\-  Sz  ,  -Ö-z^z"  —  Sz; 

die  zweite  derselben  lässt  sich  aber  durch  die  in  Nr.  465  ange- 
gebene Transformation  auf  die  erste  zurückführen;  denn  macht 
man 


&z  =  a'^&{az)  = 
so  reducirt  sich  &z  auf 


,4,4 


-j_  3rtt)  =  2*  +  3a^z, 


&z  =  z'^  —  3z, 


wenn  man 


a^  ^  —  1  [mod.  7) 

voraussetzt,  d.  li.  wenn  man  a  als  quadratischen  Nichtrost  von  7 
annimmt.  Man  erhält  jetzt  die  folgende  Reihe  der  Potenzen 
von  %^z: 

-^Z    ^    2^   +   32, 
['^2]2    =    62-^+322, 

\^zj  =  z\  \   {mod.  7), 

[^2]*    =    32^  -f  2,- 

[^z]5  =  32''-l-  622 

so  dass  alle  übrigen  Bedingungen  von  selbst  erfüllt  sind. 
Ist  endlich 

'9'2  ^  2^  -|~  ^^^  "f"  *^^  ~\~  ^^  {mod.  7), 
so  erhält  man,  wenn  der  im  Quadrat,  im  Kubus  und  in  der  vier- 
ten Potenz  von  ■9' 2  vorkommende  von  2  unabhängige  Term  gleich 
Null  gesetzt  wird, 

2c-\-  a"^  =  0, 
b{3-\-  6ac-f-  62j  ==  0, 
0^2  _|_  4ft2c2  _}_  2(2«  +  c2)  (1  -f  2öc  -j-  62)  =  0. 

Die  zweite  Bedingung  wird  erfüllt,  wenn  man 

6  =  0 
setzt,  wodurch  die  dritte  sich  auf 
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(2«+  c2)  (1  +  2ac)  =  0 
reducirt.     Ersetzt  man  hierin  c  durch  den  Werth  —  ^a"^  ^  Scr, 
welcher   sich   aus  der   ersten  Congruenz  ergiebt,   so  erhält   man 
die  Identität 

2  {a  +  «'*)  (1  —  a^)  =  2  {a  —  a^}  =  0. 
Man  hat  also  den  folgenden  Ausdruck 

&z  =  z^  -}-  flz3  +  Sa'^z, 
in   welchem  a   unbestimmt  bleibt,    den  man   aber   auf  den   Fall 
a  ^  0  und  mittels  der  Relation 

a&lccz)  =  z^  — 'att*z^  -f-  3 «^«^2 

auf  die  Fälle  «  ^  1 ,  a  ^  3  zurückführen  kann.  Es  lässt  sich 
leicht  zeigen,  dass  die  5'"  Potenz  unseres  Ausdrucks  von  d-z  keinen 
von  z  unabhängigen  Term  enthält,  so  dass  die  letzte  Bedingung 
von  selbst  erfüllt  ist. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  b  sei  nach  dem  Modul  7  von  Null  ver- 
schieden.    Die  erste  der  oben  angegebenen  Bedingungen  liefert 

und  durch  Einsetzung  dieses  Werthes   gehen  die  beiden  anderen 

Bedingungen  über  in 

3  — 3a3  +  &2  =  o, 

a  +  a*  ^  0. 

Man  erhält  daraus  die  beiden  Lösungen 

a  =  0  ,  6  =  4:2 
und 

a3  =  — 1  ,  ft  =  +l, 

und  es  ergeben  sich  somit  die  neuen  reducirten  Formen : 

&z  =  25  +  2^2, 

^2  =  2^  +  «23  +  22  +  3crz; 

hier  ist  a  quadratischer  Nichtrest  von  7.  Durch  die  oben  schon 
angewandte  Transformation  lassen  sich  diese  beiden  Formen  auf 
die  folgenden   zurückführen: 

^Z    =    25+  22^, 

Fassen  wir  die  Ergebnisse  unserer  Betrachtung  zusammen,  so 
sehen  wir,  dass  die 

1.2.3.4,5.6.7  =  5040 
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Substitutionen  der  Inclices 

0,1,2,3,4,5,6 
sänimtlich  durch 

az-{-ß  ,  a&{z-^ß)-\-y 
dai'gestellt  werden  können,  wenn  die  Function  &z  der  Reihe  nach 
folgende  Formen  annimmt: 

z^±2z'^, 
z^  -\-  az^  -\-  Sa'^z  {a  ist  unbestimmt), 
z^  +  az^  db  ^^  +  3"^^  (^  ^st  Nichtrest  von  7). 

475.  Her  mite  hat  die  vorstehenden  Resultate  zuerst  in 
den  Annalen  von  Tortolini  veröffentlicht  und  sie  später  durch 
Bemerkungen  vervollständigt,  die  wir  nicht  übergehen  können. 

Wir  betrachten  die  beiden  reducirten  Formen  z'^-\-3z,z^-\-2z'\ 
welche  unter  den  oben  erhaltenen  sich  vorfinden,  und  vertheilen 
die  Werthe  von  z  in  zwei  Gruppen,  von  denen  die  eine  die 
quadratischen  Reste,  die  zweite  die  quadratischen  Nichtreste  von  7 
enthält.     Man  findet 

z^  -\-  dz  ^  Az  [z  ist  Rest  von  7), 

^  2z  {z  ist  Nichtrest  von  7), 
und 

z^'-\-  2z'^  =  Sz'^  [z  ist  Rest  von  7), 

^  z-  {z  ist  Nichtrest  von  7). 

Zweitens  betrachten  wir  die  reducirte  Form  z^  -}-  z^  -\-  3  z  und 
theilen  die  Indices  in  kubische  Reste  und  Nichtreste  von  7  ein; 
dann  ergiebt  sich 

z^  -\-  z^  -{-  3z  ^  —  2  z  {z  ist  kubischer  Rest  von  7) , 

^  -P  2.2  (z  ist  kubischer  Nichtrest  von  7). 
Endlich  wollen  wir  die  beiden  Substitutionen  z^  -\-  3z^  —  z  und 
z^  -{-  32^  +  z'^  ^ —  z  betrachten.     Auch  diese  lassen  sich  auf  die 
Form  von  Mononomen  bringen,  aber  auf  eine  ganz  andere  Weise, 
Man  hat  nämlich 

z5-|-3z3  —  2    =    3z2(2  <-!-), 

=  -3z^{z>i), 
und  daraus  folgt,  wenn  man  c  =^  -j-  1  macht, 

z^  -f  3z3  -^-ez""  -  z  =  {3-{-  £)2'-  (2  <  I), 
=  (-3  +  e)z^  {z>i). 
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Diese  Resultate,  sagt  Her  mite,  berechtigen  uns  bis  zu  einem 
gewissen  Punkte  zu  der  Voraussetzung,  dass  die  Ausdrücke,  welche 
man  in  der  Untersuchung  der  analytischen  Formen  der  Substitu- 
tionen von  Buchstaben,  deren  Anzahl  p  eine  Primzahl  ist,  redu- 
cirte  genannt  hat,  sich  auf  viel  einfachere  zurückführen  lassen, 
wenn  man  die  VVerthe  des  Index  als  Potenzreste  oder  Nicht- 
reste  ansieht,  deren  Exponent  in  p  —  1  aufgeht,  oder-  auch, 
wenn  man  sich  diese  VVerthe  in  zwei  Reihen  getheilt  denkt,  von 
denen  die  eine  aus  Zahlen  besieht,  die  kleiner  als  -|-  sind,  die 
zweite  aus  Zahlen,  die  grösser  als  ~  sind. 

470.     Hat  man  z.  ß.  für  eine  beliebige  Primzahl  p  eine  re- 
ducirte  Substitution  von  der  Form 

Qz   =  az'"  [z^     +  1)  -  bz'"  {z  ^     —  1), 

so  kann  man  offenbar  ehifacher  schreiben 

d'z  =  2az"'  (wenn  z  Rest  von  p  ist), 
^■z  =  2b z'"   (wenn  z  Nichtrest  von  p  ist). 

In  diese  Kategorie  von  Substitutionen  gehört  im  Falle  p  =  7  die 

reducirte  Su&stitution 

^z  =  —  z^  —  2z-, 

die  so  beschaffen  ist,  dass  man 

■^[■e-z]  =  z 


und 


&[a&{z)  -\-b-]  =  2ab^&[z  +  -f,)  +  ^  /'  (/r^  +  26-^) 


hat,  vorausgesetzt  dass  a  quadratischer  Hest  von  7  ist. 

Daraus  geht  hervor,  dass  die  Substitutionen,  welche  die  Aus- 
drücke 

az-\-  b  ,  a&{z-\-b)  -{-  c 

darstellen,  ein  conjugirtes  System  bilden,  wenn  a  Rest  von  7  ist. 
Der  erste  Ausdruck  liefert  3x7  oder  21,  der  zweite  3X7^ 
oder  147  Substitutionen.  Es  giebt  also  ein  System  von  168  con- 
jugirlen  Substitutionen  von  sieben  Buchstaben;  der  Index  dieses 
Systems  ist  gleich  80.  Dieses  wichtige  Resultat  ist  zuerst  von 
Kronecker  constatirl  worden. 
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Ueber    die    verschiedenen   Werthe,    welche    eine  Function 

mehrerer  Veränderlichen  durch   die  Substitutionen   dieser 

Veränderlichen  annimmt. 

477.  Die  in  den  vorhergehenden  Kapiteln  dargelegten  Prin- 
cipien  wollen  wir  jetzt  auf  die  Functionen  mehrerer  Veränder- 
lichen anwenden;  namentlich  wollen  wir  unser  Augenmerk  auf 
die  verschiedenen  Werthe  richten,  welche  diese  Functionen  in 
Folge  der  Substitutionen  der  Veränderlichen  annehmen.  Für 
unsere  Zwecke  genügt  es  zwar,  die  rationalen  und  sogar  nur  die 
ganzen  Functionen  zu  betrachten;  indess  beziehen  sich  die  nach- 
stehenden Entwicklungen  auf  alle  völlig  bestimmten  Func- 
tionen. 

Wir  bezeichnen  mit  V  eine  völlig  bestimmte  Function  der 
n  Veränderlichen 

bilden  die  iV  =  1.2  .3.. .  ?*  Substitutionen  dieser  Veränderlichen 
und  vollziehen  alle  diese  Substitutionen  der  Reihe  nach  in  V; 
auf  diese  Weise  erhalten  wir  iV  Resultate 

(1).  V  ,  v''^  ,  v''^  ,  ...  ,  v'^'-'K 

Wenn  die  Function  F  symmetrisch  ist,  so  sind  die  iV  Resultate 
(1)  sämmtlich  einander  gleich;  sie  sind  dagegen  sämnitlich  von 
einander  verschieden ,  wenn  die  Function  V  gar  keine  Symmetrie 
besitzt.     Dieser  Fall  tritt  im  Besonderen  ein,  wenn  man 

F  =  «0  iTo  -f  «1  a;,   -^  a^  x^  ...   -f-  a„_i  x„-i 

hat,  wo  «Q  ,  fö^  ,  .  . .  ,  a„_i  ungleiche  Coefficienten  sind. 

Bezeichnet  allgemein  ft  die  Anzahl   derjenigen  der  Functio- 
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neu  (1),  welche  gleich  Fsind,  so  ist  ^  auch  gleich  der  Anzahl  der 
Substitutionen,  die  man  in    V  ausführen  kann,  ohne  diese  Func- 
tion zu  ändern.     Diese  fi  Substitutionen  seien 
(2).  1  ,  S,  ,  «2 ,  .  . . ,  S^-i. 

Da  die  Function  V  keine  Aenderung  erleidet,  wenn  man  zwei 
oder  mehrere  der  Substitutionen  (2)  in  irgend  einer  Reihenfolge 
vollzieht,  so  machen  diese  Substitutionen  offenbar  ein  conjugirtes 
System  aus. 

In  No.  413  haben   wir  gesehen,   dass   die  iV  Substitutionen 
der  n  Veränderlichen  durch 


(3). 


1      ,  S^^  ,82        ,  .  .  .  ,  Sfi—i 


,  T2  S,     ,  T2  S2  , 


To  S, 


2  -^/"-i 


TV^i,  Ty—iS^  ,  J'v_io2 ,  •  •  •  ,  J V— 1  "j^— 1 

dargestellt  werden  können;  mithin  lassen  sich  die  iV  =  fiv  Func- 
tionen (1)  durch 


(4). 


7(1) 
0 

1 
.(1) 


7(y"-l) 

0  ' 

1  ' 


F._. 


r  V — 1 


'     V— 1 


darstellen,  wo  allgemein  Vp^  das  Resultat  bezeichnet,  welches 
man  erhält,  wenn  man  in  V  zuerst  die  Substitution  Sj  und  da- 
rauf die  Substitution  T,-  ausführt.  Im  Falle  j  =  0  ist  die  Substi- 
tution  Sj  auf  die  Einheit   zu  reduciren;  wir  schreiben  dann   Vi 

statt   V^i^- 

Da  die  Substitutionen  5  die  Function  V  oder  Vq  nicht  ändern, 
so  sieht  man,  dass  die  Terme  ein  und  derselben  Horizontalreihe 
der  Tabelle  (4)  einander  gleich,  und  dass  die  verschiedenen 
Werthe  von    V  nur  folgende  sind: 

(5).  Fo  .  Fl  ,  Fo  ,  .  .  .  ,    Fv_i. 

478.  Wenn  eine  Function  durch  eine  Substitution  keine 
Aenderung  erleidet,  so  werden  wir  der  Kürze  wegen  sagen,  die 
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Function  lasse  diese  Substitution  zu.  Man' kann  dann  folgenden 
Satz  aussprechen: 

Lehrsatz  I.  —  Die  Substitutionen  einer  Function 
mehrerer  Veränderlichen  bilden  ein  conjugirtes  Sy- 
stem, und  der  Index  dieses  Systems  ist  gleich  derAn- 
zahl  der  verschiedenen  Werthe,  welche  die  Function 
in  Folge  der  Substitutionen  annehmen  kann. 

Dieser  Lehrsatz  gestattet  mehrere  Folgerungen  (No.  414  und 
No.  432),   von  denen  wir  folgende  hervorheben  müssen: 

Zusatz  L  —  Die  Anzahl  der  verschiedenen  Werthe 
einer  Function  von  n  Verände-rlichen  ist  ein  Divisor 
des  Produkts  1 .  2  .  3  . . .  w. 

Zusatz  IL  —  Die  Anzahl  der  verschiedenen  Werthe 
einer  Function  von  n  Veränderlichen  kann  nicht  unter 
n  hinabsinken,  ohne  sich  auf  1  oder  auf  2  zu  reduci- 
ren;  nur  der  Fall  w  =  4  macht  eine  Ausnahme. 

Zusatz  IIL  —  Eine  Function  von  «Veränderlichen, 
welche  genau  n  verschiedene  Werthe  hat,  ist  in  Be- 
ziehung auf  «  —  1  Veränderliche  symmetrisch;  nur 
der  Fall  n  =  6  macht  eine  Ausnahme. 

Es  ist  zu  beachten,  dass  wenn  man  irgend  eine  Substitution 
an  den  v  Functionen  (5)  vollzieht,  diese  Functionen  sich  nur 
gegeneinander  vertauschen  können.  Bezeichnet  also  F  eine  un- 
bestimmte Grösse,  so  ist  das  Produkt 

{V-  Vo)  [y-  ^i)  •••  (^-  ^-i) 

eine  symmetrische  Function.  Daraus  folgt,  dass  jede  symmetri- 
sche Function  der  Functionen  (5)  symmetrisch  in  Beziehung  auf 
die  Veränderlichen  x  ist.  Wir  hatten  bereits  in  No.  180  Gele- 
genheit, diese  Bemerkung  zu  machen. 

479.  Der  eben  hergeleitete  Satz  lässt  sich  in  folgender 
Weise  umkehren: 

Lehrsatz  n.  —  Es  giebt  immer  Functionen,  welche 
die  Substitutionen  eines  gegebenen  conjugirten  Sy- 
stems und  keine  andere  Substitution  zulassen. 

Es  seien 
(1).  1  ,  iSj  ,  Sj  '  •  •  •  »  ^n-^ 

die  gegebenen  conjugirten  Substitutionen,  und  es  werde  mit  X 
eine  Function  der  n  Veränderlichen 
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bezeichnet ,  deren  N  Werthe  sämnillich  von  einander  verschieden 
sind;  man  kann  z.  ß. 

X  =   KqXq   -j-   Ofj  a?!    -|-   «2  ^2   ~\~    '  '  '   ~l~   ^«—1  ^"—1 

nehmen,  wo  a^  ,  a^  ,  . . .  ,  «„_!  ungleiche  Zahlen  sind, 
Stellen  nun 

die  Resultate  dar,  welche  man  erhält,  wenn  man  an  Ä  die  fi 
Substitutionen  (1)  vollzieht,  und  wird 

V  =    2lq  Jl^  Jl2   .  •  •  -Au — 1 

gesetzt,   so    lässt  die   Function    V  offenbar   die  ft  Substitutionen 
(1)  und  keine  andere  Substitution  zu. 
Anmerkung.  —  Setzt  man 

r  =  /"  (Xy ,  Xj ,  JTj , . . . ,  Xfi—ij , 

wo  f  eine  symmetrische  Function  von  .1'^  ,  X,  ,  .  . .  ,  X^_i  be- 
zeichnet, so  lässt  die  Function  V  die  Substitutionen  (1)  zu;  sie 
kann  aber  noch  andere  Substitutionen  zulassen,  wenn  die  Func- 
tion f  eine  passende  Form  hat.     Macht  man  z.  B. 

F  =  Xo  +  Xi  H h  ^^.-1 . 

so  ist   V  eine  symmetrische  Function  der  Veränderlichen 

'^Q    t    '^\    >    •   •   •    »    Xn — 1. 

Aehnliche  Functionen. 

480.     Zwei  Functionen  von  n  Veränderlichen  werden  ähn- 
lich genannt,  wenn  sie  dieselben  Substitutionen  zulassen. 
So  sind  die  Functionen 

^0  ^1  ~r  ^2  ^3     •     (^ü  "T    ^i)  (^2  "r  ^3) 
der  vier  Veränderlichen  x^  ,  x^  ,  x^  ,  x^  ähnlich,  denn  beide  las- 
sen die  acht  Substitutionen 


Cq  ,  x^ 


[Xq    ,  0:2)   (a^l  ,  0:3) 

[X(^   ,  X2J    [sc^   ,  X2) 


[Xq  ,  X2  ,  x^  ,  x.^j 
[Xq  ,  Xy)  [X2   ,  x.^) 


zu,  welche  ein  conjugirtes  System  mit  dem  Index  3  bilden. 

Lagrange  hat  eine  wichtige  Eigenschaft  der  ähnlichen  Func- 
tionen entdeckt,  die  sich  folgendermassen  aussprechen  lässt: 
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Wenn  zwei  ähnliche  Functionen  der  ?*  V  e  r  ä  n  d  e  r  - 
liehen  x^  ,  Xi  ,  X2  ,  •  •  .  ,  Xn—i  gegeben  sind,  so  lässt  sich 
jede  dieser  Functionen  rational  durch  die  andere  aus- 
drücken, und  die  Coefficienten  dieses  Ausdrucks  sind 
symmetrische  Functionen  der  n  Veränderlichen. 

Dieser  Satz  ist  in  einem  weit  allgemeineren  enthalten,  den 
wir  jetzt  herleiten  wollen: 

Lehrsatz.  —  Es  seien    zwei  Functionen   der  n  Ver- 
änderlichen Xq  ,  Xi  ,  X2 ,  . . .  ,  x„-i,  nämlich 
y  —  Jf  [Xq  ,  iCj  ,  a?2  ,  . . .  ,  Xfi — i) , 

y    =   /     (^0  >  «''1  »  "^2  '   •  •  *  >    ^n — 1) 

gegeben;    wenn    die    Function   y    alle    Substitutionen 
von    F  zulässt,    so   ist  sie  durch   eine   rationale  Func- 
tion von  V  ausdrückbar,  in  welcher  die  Coefficienten 
symmetrische  Functionen  sind. 
Es  seien  nämlich 

1  ,  Sj  ,  5^2  ,  .  .  .  ,  5y«_i 
die  conjugirten  Substitutionen  von    V  und 

'       1'    -^2  '  '   '    •'       *" — 1 

die  V  Substitutionen,  mittels  welcher  man  aus   V  die  v  verschie- 
denen Werthe  herleitet,    welche   diese  Function  annehmen  kann. 
EndUch  setzen  wir  noch  voraus,    Vq  und  y^  seien  die  Resultate, 
die  man  erhält,  wenn  man  die   Substitution  Tg  an   V  und   an  y 
vollzieht.     W^ir  nehmen  T^  =  1  an,   so   dass    Vq  und  y^^   nichts 
Anderes  als   V  und  y  bedeuten. 
Macht  man 
^(F)  =  {V-   V,)  [V-  F,)  [V-  V^)  ...  [V-  F,_i). 
so  erhält  man  durch  Entwicklung  des  zweiten  Gliedes 

^[V)=r  +  P,  V'-'  +  P2  V'-'  + . . .  +  P,_i  F  +  P,, 

wo  P^  ,  P<2  ,  . .  .  ,  Pv  symmetrische  Functionen  sind.      liier  wird 
V  als  eine  unbestimmte  Grösse  angesehen,   und  die  Gleichung 
(1).  i/;(F)  =  0 

hat  die  Wurzeln 

(2).  F„  .  Fj  ,  F2  ,  . .  . ,  F,_i. 

Betrachten  wir  jetzt  die  Function 

y  > 
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in  welcher  m  irgend  eine  ganze  Zahl  ist.  Der  Voraussetzung 
nach  lässt  diese  Function  alle  Substitutionen  von  V  zu.  Wenn 
sie  eine  noch  grössere  Anzahl  von  Substitutionen  zulässt,  so  kön- 
nen dieselben  durch 


dargestellt  werden,  und  durch  Multiplication  mit  gewissen  Sub- 
stitutionen 

1  ,  Qt,Q,,.-.,  Qx-i 
erhall  man  (No.  413)  hieraus   alle  1.2.3...  n  Substitutionen  der 
n  Veränderlichen.      Daraus  geht  hervor,   dass  die   Substitutionen 
T  die  Produkte  der  Substitutionen 

1  ,  Ri  ,  R2  ■>  •  '  •  '  ^?— 1 » 
welche    F"'y  unverändert  lassen,  in  die  Substitutionen 

1  .  C>i  .  )G>2  .  •  •  •  .  On-i 
sind.    Wendet  man  daher  auf  die  Function    V'"  y  die  v  Substitutio- 
nen T  an ,    so    erhält   man   die  X   verschiedenen   Werthe   dieser 
Function,  jeden  q  mal  wiederholt;  folglich  ist  die  Summe 

eine  symmetrische  Function  der  n  Veränderlichen  Xq,  x^,  ...,a:„^f 
Ertlieilt  man  also  m  der  Reihe  nach  die  Werthe  0,  1,  2, ...,  (v — 1) 
und  setzt 

yo  +  yi  +  ^2  +  •  •  •  +  y^-i  =  h    ^ 
V,   y,+  v,y,    +  . . .  +  r  _,2/,_i  =  h     . 


(3). 


yQ+  v\y^    +  •  •  •  +  Vr-iyy-i  =  h 


K-'yo  +  C'^i  +  •  •  •  +  Cx^.-i  =  ^-x . 

so  werden  /„,/,,...  symmetrische  Functionen  sein. 

Wir  addiren   die   Gleichungen    (3),    nachdem   wir   sie  bezie- 
hungsweise mit  den  unbestimmten  Factoren 

multiplicirt  haben,  und  machen  der  Kürze  wegen 
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(6). 


(4).        9^  ( f^)  =  v'~'  +  ^v-2  V''-'  +  •••'+  ^1  ^  +  A,,; 

es  ergiebt  sich 

,ps       •  j  yo  «P  (  Fo)  +  yi  <3P  (  r,)  H h  y.-i  qP  (  Vr-l) 

Will  man  nun  z.  B.  den  Wcrth  von  y^  ermitteln,   so  genügt  es, 
die  Factoren  A„  ,  Aj  ,  .  .  .  in  der  Weise  zu  bestimmen,  dass 

9>(Fo)  =  0.9>(Fi)  =  0,  ....  9,(F^_i)  =  0, 
ist;  dann  liefert  die  Gleichung  (5) 

to  lo  ~\-  h  h  -\-  '  "  ~\-  '^—2  ^r-2  -}-Jr— 1 


(7) 


«p(^?) 


und  man  hat  nur  noch  die  Werthe  von  Xq  ,  X^  ,  . . .  lu  ermitteln, 
was  sehr  leicht  auf  folgende  Weise  geschieht: 

Die    Gleichungen    (6),    welche    diese   Factoren    bestimmen, 
drücken  aus,  dass  die  Gleichung 

9>(F)  =  0 

die  Wurzeln  F„  .  V^  ,  .  .  .  ,  V^_^  ,  V^^^ ,  ...  ,  l\_^  hat.  Nun  hat 
aber  die  Gleichung  (1) 

eben  dieselben  Wurzeln  und  ausserdem  noch  die  Wurzel  F^;  fer- 
ner hat  die  höchste  Potenz  von  V  in  jeder  der  Functionen 
(p[V),'^{V)  den  Coefficienten  Eins;  es  besteht  somit  die  Iden- 
tität 

oder,  wenn  das  zweite  Glied  entwickelt  wird, 


9>(n=  F    +^1 


,r-2 


+  Px   V, 

+  n 


r-'  + 


+  Pr-X 

+  Py-Z    Vi 

^       Q 

Durch   Vergleicliung  dieses   Werthes  von   cp  ( F)  mit  dem  in    (4) 
angegebenen  erhalt  man  folgende  Werthe  der  Factoren  A: 
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A,_ 

-2 

=  ^1 

+    V,^ 

A,. 

-3 

=  ^2 

+  ^1 

F,+   VI 

, 

X,^ 

-4 

-P, 

+  ^2 

V,  +  P, 

'1  + 

1/3 

h 

=  Pv- 

1  +  A-2 

v,  +  -- 

+  ^l 

'T 

'  + 

K" 

(8). 


Da  diese  F'acloren  sämmtlicli  aus  Vq  und  den  symmetrischen 
Fnnctionen  P  gebildet  sind,  so  ist  dasselbe  mit  y^  der  Fall. 
Man  kann  dem  Ausdruck  von  yg  eine  sehr  einfacbe  Form  geben. 
Macht  man  der  Kürze  wegen 

S,_l  =  /,_i  +  P,  t^_2  +  ^^2  ir-3  H h  Pv-2  U   +  A-l  ^o  ' 

S^_2  =  ^»,-2  +  Pi  K-3  +  i'a  ^^-4  +   •  •  •   +  ^r-2  /(,  , 
^,._3  =  /v-3  +  -Pj  ^r-4  +   •  •  •   +  ^r-3  /()  , 

5,         =  ^1  +  ^1  ^0  . 

und  bezeichnet  den  Zähler  des  durch  Gleichung  (7)  gegebenen 
Werlhes  von  y^  mit  &  {Vq),  so  ist 

(9).  @{v,)  =  s,  r-'  +  s,  r-'  + .  •  •  +  .,.-2  F,  + .,_! . 

Der  Nenner  des  Ausdrucks  von  y^  ist  gleich  qo  (F^),  d.  h.  gleich 
dem  Werlhe,  welchen  die  Function 

V—  Vg 
für   r=  Vg  annimmt;  dieser  Werth  ist 

(10).  1//  ( V,)  =  V  Vi''  +  (..  - 1)  p,  f;-^  + . . .  +  P,_, , 

wenn  i/;'  die  Abgeleitete  von  i/^  bezeichnet.     Man  hat  daher 

e(Fg) 

oder 

0  (n 


(11).  .,  =  ^^^ 


in  dieser  letzten  Formel  wird  unter  V  irgend  einer  der  Werthe 
F,)  ,  r,  ,  .  .  .  ,  und  unter  y  der  entsprechende  Term  der  Reihe 
y,,  ,  i/j  ,  .  .  .  ,  verstanden. 

Die  Formel  (12)  beweist  den  vorliegenden   Lehrsatz,   indem 
sie  y  als  rationale  Function   von    V  darstellt.     Wir  fügen  hinzu, 
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(lass  die  in  No.  182  dargelegte  Methode  es  gestattet,  den  Aus- 
druck (12)  auf  die  einfachere  Form 

y  =  n{V) 
zu  bringen,    wo  77  eine  ganze  Function  bezeichnet,   deren  Grad 
in    V  höchstens  v — 1  ist,    und  in  welcher  die  Coefficienten  von 
V  symmetrische  Functionen  der  Veränderlichen  x  sind. 

Ueber  die  Bildung  der  Functionen  von   «  Veränderlichen, 
welche  gegebene  Substitutionen  zulassen. 

481.  Die  Aufgabe,  die  Functionen  von  n  VeränderHchen 
zu  bikien,  welclie  eine  gegebene  Anzahl  v  verschiedener  Werthe 
haben,  wird  durch  die  vorhergehenden  Lehrsätze  auf  die  Bestim- 
mung der  Systeme  conjugirter  Substitutionen  zurückgeführt,  deren 
Index  gleich  v  ist.  Kennt  man  nämlich  ein  solches  System,  so 
erhält  man  mit  Hilfe  des  Lehrsatzes  der  No.  479  leicht  eine 
entsprechende  Function  V,  welche  genau  v  verschiedene  Werthe 
hat,  und  die  übrigen  ähnlichen  Functionen  lassen  sich,  wie  wir 
uns  eben  überzeugt  haben,  als  ganze  Functionen  [v — 1)"^"  Gra- 
des von  V  ausdrücken,  in  denen  die  Coefficienten  der  Potenzen 
von    V  symmetrische  Functionen  sind. 

Betrachten  wir  z.  B.  die  Functionen,  welche  zwei  verschie- 
dene Werthe  haben.  Die  Substitutionen  dieser  Functionen  bil- 
den ein  conjugirtes  System ,  dessen  Index  gleich  2  ist.  Dieses 
System  ist  einzig  in  seiner  Art,  wie  in  No.  417  gezeigt  wurde, 
und  es  besteht  aus  den  Substitutionen,  welche  einer  geraden 
Anzahl  von  Transpositionen  äquivalent  sind.  Die  in  Bede  stehen- 
den Functionen  V  sind  daher  ähnlich,  und  wenn  eine  dersel- 
ben mit  P  bezeichnet  wird,  so  ist  der  allgemeine  Ausdruck 
von    V 

V  =  A  -\-  BP, 
wo  A  und  B  symmetrische  Functionen   sind.     Man   kann   für  P 
die  alternirende  Function  der  n  Veränderlichen  x^^  ,  oc^  ,  ... ,  x„-i 
nehmen,   die  wir  in  No.  236  betrachtet  haben,   und  deren  Aus- 
druck folgender  ist: 

P=  [xi — Xq)  (iCj  —  ajj  ...  {xn-i  —  Xq)  {x^ — x^)  ...  (ar„_i — a;„_2). 
Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  die  Functionen,  welche  zwei  ver- 
schiedene  Werthe  haben,    alle    cyclischen   Substitutionen   dritter 
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Ordnung,  die  sich  aus  den  Veränderlichen  bilden  lassen,  aber 
keine  Trausposition  zulassen. 

Man  kann  sich  die  Aufgabe  stellen,  die  einfachsten  der 
Functionen  zu  bestimmen,  welche  einem  gegebenen  Systeme 
conjugirter  Substitutionen  entsprechen,  z.  B.  diejenigen  ratio- 
nalen und  ganzen  Functionen,  welche  den  niedrigsten  Grad 
haben.  So  ausgesprochen  macht  die  vorliegende  Aufgabe  Betrach- 
tungen ganz  anderer  Art  erforderlich,  und  ihre  Lösung  bietet 
grosse  Schwierigkeiten.  Wir  werden  diese  neue  Aufgabe  hier 
nicht  in  Angrilf  nehmen,  zumal  dieselbe  ganz  ausserhalb  unseres 
Gegenstandes  liegt.  Um  jedoch  eine  Anwendung  der  Theorie 
zu  machen,  die  wir  in  den  vorhergehenden  Kapiteln  entwickcll 
haben,  wollen  wir  ein  besonderes  Verfahren  darlegen,  welches 
sehr  leicht  die  Functionen  liefert,  die  gewissen  Systemen  conju- 
girter Substitutionen  entsprechen. 

Wenn  ein  System  conjugirter  Substitutionen  «imal  transitiv 
ist,  so  werden  wir  mit  Cauchy  sagen,  die  Functionen,  welche 
diese  Substitutionen  zulassen,  seien  rnmal  transitiv. 

Zweimal  transitive  Functionen  von  n  Veränderlichen,  welche 

1  .  2  .  3  .  .  .  (?/  —  2)  Werthe  haben,      n  wird  als  Primzahl 

vorausgesetzt. 

482.  Die  Functionen,  um  die  es  sich  hier  handelt,  spielen 
in  der  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  eine  wichtige 
Rolle.  Sie  entsprechen  dem  conjugirten  Systeme,  welches  aus  den 
n  [n  —  1)  linearen  und  ganzen  Substitutionen  von  der  Form 


/«-  +  /A 


gebildet    ist;    darin    bezeichnet    z    der    Beihe    nach    alle   Indices 
0  ,  1  ,  2  ,  . .  .  ,  (;?  —  1)  der  n  Veränderlichen 

und  die  Werthe  von  az  -\-  b  werden  in  Beziehung  auf  den  Modul 
ti  zwischen  den  Grenzen  0  und  n  —  1  genommen. 
Es  sei  cc  eine  Wurzel  der  Gleichung 

(2).  ^^  =  0, 

'  x     1 

und  es  werde 

Seilet,  Algebra.     II.  91 
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(3).  t    =    .T„  -f-  ß^^l  +  «^  ^2  ~l~   ■  ■  •  "f"  «"-^^w— 1 

gesetzt:   dann  ist  t  offenbar   eine  Function   der  n  Veränderlichen 
(1),  welche  1 ,  2  .  3  .  . .  w  verschiedene  Werthe  hat. 
Führt  man  an  t  die  Substitution  w''^'  Ordnung 


C":) 


und  die  verschiedenen  Potenzen  dieser  Substitution  aus,  so  erhält 
man  n  Resultate 

('*]•  (q   ,   {j   ,   <2  >   •  •  •  >   'n — 1  > 

und  weil  f^  aus  t  dadurch  hervorgeht,  dass  jeder  Index  z  durch 
z  -}-  (i  ersetzt  wird,  so  hat  man 

tfi  =  OCf^-j-  aXf^^i  -[-...-[-  CcjX|,^+J  +  •  •  •  +  cc"-^X/^  +  „  ~  1. 

Ist 

fi  -\-  J  ^  i  oder  j  ^  i  —  fi  [mod.  n) , 
wo  i  zwischen  0  und  n  —  1  liegt,  so  folgt 

V  =  «"'"  (•''^0   +  "^1   +  «^*'*^2  +   •  *  •   "f"  ^''~^  X„-i)  , 

oder 

Jede    der   Functionen  (4)   ist  danach   gleich  dem   Produkte  von  / 
in  eine  Potenz  von  «,  und  da  man 

«"  =  1 
hat,   so  haben  alle  diese  Functionen   dieselbe  w*''  Potenz.      Setzt 
man  also  &  =  f ,  oder 

(5),  ^  =  (^^^  _|_  Cf  ^j  _j_  ß2  ^^  _|_  .  .  .  _|_  a''-'^x„-iY  ' 

SO  erleidet  die  Function  -ö-  durch  die  cyclische  Substitution 


c^:) 


keine  Aenderung,  und  die  Anzahl  ihrer  verschiedenen  Werthe  ist 

offenbar 

1.2.3...  (n  —  1). 

Wir  bezeichnen  jetzt  mit  r  eine  primitive  Wurzel  der-Primzahl 
n  und  führen  an  den  Indices  z  der  Veränderlichen  x  die  Poten- 
zen 0  ,  1  ,  2  ,  .  . .  ,  (n  —  2)  der  cyclischen  Substitution  [n  —  1)'''' 
Ordnung 

CO 

aus;  auf  diese  Weise  erhalten  wir  n  —  1  Resultate,  die  wir  durch 
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(6).  &,^,&^,&, &„-2 

darstellen  wollen.     Es  ist  allgemein 

^fi    =    (^0  +  «•''?»/"    +   •    ■   •   +    "-^OCjrfi  +   •••)", 

und  wenn  man 

jr^  ^  i  ,  j  ^  tr"       '^  {mod.  n) 

setzt,  wo  i  zwischen  0  und  n  —  1  liegt,  so  ergiebt  sich 

^M  =  (^0  +  •  •  •  +  «'■'•''"'"'*  ^.-  +•••)"; 

daraus  folgt,  dass  &f^  aus  ^  hervorgeht,  wenn  a  durch  ß*""  *" 
ersetzt  wird.     Ertheilt  man  nun  (i  der  Reihe  nach  die  Werthe 

0  ,  1  ,  2  .  . . .  ,  (n  —  2) , 
so  nimmt  r^—^-f^  in  Beziehung  auf  den  Modul  n  alle  Werthe 

1  ,  2  ,  3  ,  .  .  .  ,  (n  —  1) 

an,  und  folgUch  liefert  der  Ausdruck  a''"~^~^  der  Reihe  nach 
die  n  —  1  Wurzeln 

(7).  a  ,  ß  ,  y  ,  .  .  .  ,  CO 

der  Gleichung  (2).  Man  erhält  mithin  die  Werthe  der  Functio- 
nen (6),  wenn  man  in  dem  Ausdrucke  von  &  a  durch  jede  der 
Wurzeln  (7)  ersetzt,  d.  h.  es  ist 

^^1      =  (^0  +  ß^i  +  ^'^2  H h  /3»-ia:„_i)% 

(8).         l    ^2        =    K  -hv^i    -{-fx^-\ h  Y"-'  ^n-l)"  , 

-    ^n-2  =    (a^o  +  W  iCj   +  <«^^2  +  •   •   •  +  0>''-^  Xn-l)'' . 

Keine  der  Functionen  (8)  erleidet  durch  die  Substitution  C^        \ 

eine  Aenderung,  und  bei  Anwendung  der  Substitution  r'^\  gehen 

dieselben  ineinander  über.  Bezeichnet  also  Q  eine  unbestimmte 
Grösse,  so  lässt  die  Function 

(^  -  ^o)     {&  —  ^j)    [&-&^)    •   •   •    (■^  —  &„-2) 

die  Substitutionen 

folglich  auch  alle  linearen  und  ganzen  Substitutionen 


{':) 


21* 
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zu,  und  die  Anzahl  ihrer  verschiedenen  Werthe  ist 
1  .  2  .  3  .  .  .  {n  —  2). 
Es  liegt  auf  der  Hand,    dass   alle  symmetrischen  Functionen 
von  &Q  ,  &^  ,  .  .  .  ,  9;,_2   die   linearen   und   ganzen   Substitutionen 
zulassen;  diese  Functionen  sind  daher  zweimal  transitiv. 

483.  Bezeichnet  man  mit  d  einen  Divisor  von  n  —  1, 
macht 

n —  1  =  de 

und  wendet  auf  die  Function  0'  die  Potenzen   der  regelmässigen 
Substitution  e'^'"  Ordnung 

C":) 

an,  so  erhält  man  e  Resultate 

und  es  ist  klar,  dass  die  Function 

{&  -  &,,)  {&-&^)  .  .  .  {&-  &,_,) 
1  .  2  .  S  .  .  .  {n  —  2)  X  c?  verschiedene  Werlhe  hat. 

Dreimal  transitive  Functionen  von  n  -\-  1  Veränderliehen, 

welche  1  .  2  .  3  .  .  .  (n  —  2)  Werthe  haben,     n  ist  eine 

Primzahl. 

484.  Die  Existenz  der  in  Rede  stehenden  Functionen  ist 
a  priori  einleuchtend;  dieselben  entsprechen  dem  conjugirlen 
Systeme,  welches  aus  den  {n  -\-  1)  n  {n  —  1)  auf  den  Modul  « 
bezüglichen  linearen  Substitutionen  besteht.  Die  Regel,  welche 
ich  für  die  Bildung  dieser  Functionen  darlegen  werde,  unter- 
scheidet sich  nur  in  der  Form  von  derjenigen,  die  zuerst  Emile 
Mathieu  gegeben  hat. 

Wir  betrachten  zunächst  die  n  Veränderlichen 

und  setzen,  wie  in  No.  482, 

'^0      =  (^0  +  «  ^1  +  «'  ^^2  +  •  •  •  +  «"-!  a:„_i)" , 


(2) 


'9'«_2  =    {sCq  -f-  <»  ^1   +  «^  ^2  4"   *   '   ■  +  ^"~^  ^«-l)"  . 
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\vo  c(  ,  ß  ,  y  ,  .  .  .  ,  CO  iVie  71  —  1  Wurzeln  der  Gleicliung 

x»  —  1 


X      —    l 


=  0 


sind.  Es  sei  v  irgend  eine  rationale  und  symmetrische  Function 
der  n — 1  Ausdrücke  (2);  diese  Function  v  erleidet,  wie  wir 
gesehen  haben,  durch  keine  Substitution  von  der  Form 


(3).  (';) 


wo  Iz  irgend  eine  ganze  Function  des  Index  z  ist,  eine  Aende- 
rung. 

Der  Theorie  der  ähnlichen  Functionen  zufolge  ist  jede  Func- 
tion der  Veränderlichen  (1),  welche  die  Substitutionen  (3)  zuiässt, 
eine  rationale  Function  von  y,  in  welcher  die  Coefficienten  der 
Potenzen  von  v  symmetrische  Functionen  sind.  Bezeichnen  wir 
also  mit  F^  eine  beliebige  rationale  Function  der  Grösse  v  und 
einer  neuen  Veränderlichen,  die  wir  durch  x^  darstellen  wollen, 
so  ist   Fq  eine  Function  der  n  -{-  1  Veränderlichen 

welche  durch  keine  ganze  und  lineare  Substitution  verändert 
wird;  man  kann  für  Vq,  wenn  man  will,  die  Function  v  selbst 
nehmen. 

Dies  vorausgesetzt,  sei  ■ö-z  eine  rationale  lineare  Func- 
tion («  +  1)^°'"  Ordnung  für  den  Modul  n,  und  es  werde  mit 
F.  der  Werth  bezeichnet,  welchen  F^  annimmt,  wenn  man  an 
dieser  Function  «mal  die  Substitution 


n 


vollzieht;  wir  drücken  dies  nach  Gauch y 's  Bezeichnungsart  da- 
durch aus,  dass  wir  schreiben: 

(4).  V,  =  (^';)  ^0- 

Ferner  sei  caz  eine  rationale  lineare  Function  von  einer  belie- 
bigen Ordnung  für  den  Modul  n,  und  es  werde  an  V.  die  Sub- 
stitution 


("--) 


ausgeführt;  man  erhält  ein  Resultat,  welches  durch 
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(":)''■-("*':)  ^^ 


dargestellt  werden  kann.  Wenn  nun  j  irgend  eine  ganze  Zahl 
bezeichnet,  so  kann  man,  da  die  Function  d-z  von  der  Ordnung 
n  ~\-  1  ist,  die  Substitution 

dadurch  ausführen,  dass  man  zunächst  die  Substitution 


sodann  die  Substitution 


vollzieht.     Man  kann  daher 

schreiben,  und  hierin  ist  jede  der  Zahlen  i ,  j  willkürlich.  Nach 
dem  Lehrsatze  der  No.  472  entspricht  aber  jedem  Werthe  der 
einen  der  Zahlen  i,j  ein  solcher  Werth  der  andern,   dass 

eine  ganze  Substitution  ist.  Wenn  ausserdem  eine  dieser  Zahlen 
i ,  j  der  Reihe  nach  die  n  -\-  1  Werthe  0  ,  1  ,  2  ,  . .  .  ,  n  erhält, 
so  nimmt  auch  die  andere  alle  diese  Werthe  an.  Werden  also 
i  und  j  so  gewählt,  dass  die  Bedingungen  des  eben  erwähnten 
Lehrsatzes  erlullt  sind,  so  hat  man,  da  Fq  durch  die  linearen 
und  ganzen  Substitutionen  keine  Aenderung  erleidet, 

(-)    r,  =  (*"-^--';)    F., 
oder  nach  Formel  (4) 


(5).  (l)^-  = 


V 


Wir  machen  nochmals  darauf  aufmerksam,  dass,  wenn  in 
dieser  Formel  die  eine  der  Zahlen  i ,  j  der  Reihe  nach  die  n  ^-  1 
Werthe  0  ,  1  ,  2  ,  . .  .  ,  w  erhält,  auch  die  andere  eben  dieselben 
Werthe  annehmen  wird. 

Die  Formel  (5)  liefert  das  wichtige  Resultat,  dass  die  n-\-l 
Functionen 
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(6).  Fo  .   V,  ,   V,  ,  ...  ,   r 

ein  System  bilden,  welches  durch  keine  lineare  Sub- 
stitution verändert  wird,  d.  h.  dass  eine  solche  Sub- 
stitution die  Functionen  (6)  nur  gegeneinander  ver- 
tauschen kann. 

Bezeichnet  daher  T  eine  symmetrische  Function  der  Aus- 
drücke (6),  macht  man  z.  B. 

(7).  T=  {V-V,)  {V-V,)  ...  {V~Vn), 

wo  F  eine  unbestimmte  Grösse  ist,  so  wird  die  Function  T  alle 
linearen  Substitutionen  zulassen;  sie  ist  also  dreimal  transitiv  und 

hat  1 .  2  .  3 .  .  .  (n  —  2)  verschiedene  Werthe. 

Bezeichnet  man  mit  T^  und  Tj  ^^^i  Functionen,  welche  T 
ähnlich  sind,  mit  P  die  alternirende  Function 

(^1  ^o)    •   •   •     (^1  ^oo)     (^2  ^l)    •   •   •    (^oD  ^n-l) 

der  n  -|-  1  Veränderlichen,  und  macht 

so  lässt  die  Function  S  alle  linearen  Substitutionen  zu ,  deren 
Determinante  quadratischer  Rest  von  n  ist,  welche  folglich  einer 
geraden  Anzahl  von  Transpositionen  äquivalent  sind.  S  hat  da- 
her, wie  Mathieu  bemerkt  hat,  2  X  1 .  2  ...  (n  —  2)  verschie- 
dene Werthe.  Man  kann  die  Functionen  S  ebenso  wie  die  Func- 
tionen T  bilden,  indem  man  sich  des  Zusatzes  der  No.  472 
bedient;  wir  müssen  uns  aber  auf  diese  Andeutung  beschränken. 

lieber  die  dreimal  transitiven  Functionen  von  sechs  Ver- 
änderlichen, welche  sechs  verschiedene  Werthe  haben. 

485.  Man  kann  den  Functionen,  mit  denen  wir  uns  soeben 
beschäftigt  haben,  mehrere  verschiedene  Formen  geben.  Als  Bei- 
spiel nehmen  wir  den  Fall  der  transitiven  Functionen  von  sechs 
Buchstaben,  welche  sechs  verschiedene  Werthe  haben. 

Wir  bezeichnen  die  Veränderlichen  mit 

^v.  /v»  /y*  /y.  /\.  /v. 

"^O  »       1  »      2  '       3  '      4  '  '*'oo  ' 

setzen 

Vq  =  X^  Xq  -\-  x^x^  -\-  x^x^  , 

und  führen  an   Vq  die  Potenzen  der  Substitution  5'^'  Ordnung 


328 
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('  ^  !)  =  (0  .  1  ,  2  ,  3  ,  4) 


aus,    iiitleiii    wir    die  Indices  z  in   Beziehung   auf  den   Modul  5 
nehmen.     Es  ergehen  sich  folgende  Resultate : 

F„  =  x^  X(^  -\-  x^  a:,j  -f-  x^  x-^  , 
Vi  =  X^  OCy   -f-  x^  x^j   -\-   x^x^, 

V2    =    X^  X2    -\-    X.^Xi    -f-    X^  Xq  , 

Fg  =  x^  x^  •-)-  x^  X2  -]-  Xq  x^, 

F4    =    X^  iCj    -\-    Xq  X^    -\-    X1X2' 


Macht  man  sodann 

T  =  [V-  T\)  {V- 


Vo 


V—  V, 


wo  V  eine  unbestimmte  Grösse  ist,  so  lassen  alle  linearen  und 
ganzen  Substitutionen  die  Function  T  ungeändert,  und  da  die- 
selbe nicht  symmetrisch  ist,  so  hat  sie  genau  seclis  verschie- 
dene Werthe.  Zur  Begründung  dieser  Behauptung  genügt  es,  zu 
zeigen,  dass  T  keine  Aenderung  durch  zwei  lineare  Substitutio- 
nen erleidet,  von  denen  die  eine  die  Ordnung  4,  die  andere  die 
Ordnung  6  hat.     Die  Substitution  A^'^''  Ordnung 


(^'^)  =  (1,2,4,3) 


lässt   F(,  unverändert  und  verwandelt 


'  l  »    '  2  '    '^3  '    '4 


m 


Ferner  verwandelt  die  Substitution  6'^'^'"  Ordnung 


^^  = 


m 


(0  ,  00  ,  1  ,  4  ,  3 


2) 


in 


M  '    M)  »    ^^3  '    M  »    '2> 

und  damit  ist  unser  Satz  bewiesen. 


Lagrange's  Methode,  eine  Function  der  Wurzeln  einer 

gegebenen  Gleichung  zu  berechnen ,  wenn  man  irgend  eine 

andere  Function  der  Wurzeln  kennt. 

486.     Eine   der  wichtigsten  Arbeiten,    die  seit  einem  Jahr- 
hundert über  die  algebraische  Theorie  der  Gleichungen  veröffent- 
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licht  sirul,  ist  unstreitig  die  berühmte  Abhandlung  von  Lag  ränge, 
die  wir  bereits  in  No.  189  zu  erwähnen  hatten,  und  die  in  den 
Mönioires  de  rAcademie  de  BerHn  (1770  und  1771)  enthalten  ist. 
Man  findet  in  dieser  grossen  Arbeit  ausser  anderen  bemerkens- 
werthen  Resultaten  den  folgenden  schönen  Lehrsalz: 

Sobald  man  auf  irgend  eine  Weise  den  Werth  einer 
rationalen  Function  der  Wurzeln  einer  Gleichung  ge- 
funden hat,  kann  man  im  Allgemeinen  den  Werth  einer 
beliebigen  anderen  rationalen  Function  eben  dersel- 
ben Wurzeln  bestimmen,  und  zwar  vermittels  einer 
linearen  Gleichung.  Einige  besondere  Fälle  machen 
indess  die  Auflösung  einer  Gleichung  zweiten,  drit- 
ten, u.  s.  w.  Grades  erforderlich. 

Es  seien 

die  n  Wurzeln  der  Gleichung 

(1).       a:~  +  /?!  a:«-^  -f  p^  x'^-'^  -\ +  p,_^  ^^  4_  ^^  =.  0 , 

und 

y  =  -T  \X(^ ,  x^ ,  . . . ,  Xji—i) , 

y    =    f  {^0  '  ^l ^n-l) 

zwei  rationale  Functionen  dieser  Wurzeln,  von  denen  die  erste 
einen  gegebenen  Werth  hat. 

Wir  setzen  zunächst  voraus,  die  Function  f  lasse  alle  Sub- 
stitutionen von  F  zu.  In  diesem  Falle  kann  man  den  Werth  von 
f  durch  Anwendung  der  Methode  bestimmen,  deren  wir  uns  in 
No.  480  bedient  haben.     Stellt  man  nämlich  durch 

(2).  F„ ,  F, ,  F2 , . . . ,  r,_i 

die  verschiedenen  Werthe,  welche  F  in  Folge  der  Substitutionen 
annimmt,  und  durch 

(3).  !/(i  '  Ui  '  ^2  '  •  ■  •  '  Vv-i- 

die  entsprechenden  Werthe  von  /"dar,  und  setzt,  wie  in  No.  480, 

yo  +  ^1  +  ^2  H h  Vr-X  =  '0       . 

^0  y..      +   V,y,     +   V^y.,      +  .  .  .  +  V^_,y^_^  =  t,      , 

Kyo     +  ^^1    +  Vly,     ^...^vl_^y^_^==.t,     , 


(4). 
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SO  kann  man  die  Grössen  t^^  ,  ty  ,  .  .  .  ,  t^-i  durch  die  bekannten 
Grössen  ausdrücken,   da   dieselben   symmetrische  Functionen  der 
Wurzeln    der  Gleichung  (1)   sind.      Sodann    lehrt    die   Auflösung 
der  Gleichungen  (4)  die  Unbekannten  y^  ,yy  ,  . . .  kennen. 
Stellt  man  durch 

(5).         ^{V)=  r-'  +  P^  F^-2  -f  . . .  +  P,_,  V  +  1\ 
das  Polynom  dar,  welches  gleich  dem  Produkte 

iV-V,)  {V-V,)  ...  {V-  F_,) 

ist,   durch   ip'  (F)   die  Abgeleitete   von    il->(V),    und    macht   der 
Kürze  wegen 

S»._i  =  <^_i  +  P^  tv-2+P2  tv--i  -\ 1-   Pv-i  ^1  +  Pv-1  h  ' 

Sv-2  =  ^-2  -f-  P^  iv-S-\-P2tv^i  +   •••   +  Pv-'2  to  ' 


(6). 


5j      —  t^      -f-  Pj  Iq  , 

Oll  In 


sowie 

(7)..   &{V)  =  s,V^-'  +  s,  F-^-f  ...  +  ,^_^F  +  .^,_^. 

so  sind,  wie  wir  gesehen  haben,  die  Werthe  der  Unbekannten  y; 

t^\  u   _0(^o)     „   _  €>(^i)  „       _  ®  ^^Vi) 

Unter  der  Voraussetzung,  die  wir  gemacht  haben,  hat  die  Func- 
tion F  V  algebraisch  verschiedene  Werthe.  Hier  sind  aber 
Xf^  ,  Xy  ,  .  .  .  ,  Xn—i  nicht  mehr  unbestimmte  Grössen,  und  es 
kann  vorkommen,  dass  einige  der  Grössen  (2)  numerisch  gleich 
sind.     Wenn  dieser  Fall  eintritt,   so  besitzt  die  Gleichung 

(9).  iMn  =  o 

vielfache  Wurzeln,  und  einige  der  Formeln  (8)  werden  illusorisch. 
Wenn  aber  F^  eine  einfache  Wurzel  der  Gleichung  (9)  ist,  so 
liefert  die  Formel 

y^     ip'iFQ) 

in  allen  Fällen,  wie  wir  jetzt  zeigen  wollen,  den  Werth  von  y, 
welcher  dem  Werthe   Vq  von   V  entspricht. 

487.  Aus  dem  Vorhergehenden  ist  ersichtlich,  dass  wir  die 
Betrachtung  der  No.  480  zu  vervollständigen  haben,  um  sie  auf 
den  hier  vorliegenden  Fall  anwendbar  zu  machen.     Wir  nehmen 
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an,  /  der  Grössen  (2)  seien  numerisch  verschieden,  und  stellen 
dieselben  durch 

(10).  V,,  F,,V,,...,  F._, 

dar.  Es  seien  V^  eine  der  Grössen  (10)  und  ¥q  die  Summe  aller 
Werthe  von  y,  welche  den  Werthen  von  V  entsprechen,  die 
gleich    Vq  sind.     Die  Gleichungen  (4)  gehen  üher  in 

1^0  +   ^i  +  •  •  •  +  I'.-i    =  to   ' 
VoY,    +   F,  r,     +  •  •  •  +  F ._,  F._,    =  t^      , 


(11). 


,,_i  ,,     1     ^.,-1 


C  ^0  +  K   ^i  +  •  •  •  +  v;::  r,_,  =  t,_, , 


rV-l 


Diese  Gleichungen  (11)  können  offenbar  nur  die  i  Grössen 

bestimmen,  und  zu  diesem  Zwecke  reichen  die  i  ersten  Gleichun- 
gen völlig  aus.  Wir  werden  trotzdem  eine  grössere  Anzahl  an- 
wenden, um  zu  Formeln  zu  gelangen,  in  denen  nur  die  beiden 
bereits  eingeführten  Functionen  0  (F)  ,  t\)  {V)  vorkommen. 

Wir  bezeichnen  mit  r  die  Anzahl  der  Grössen  (2),  welche 
gleich  Fp  sind,  und  betrachten  die  v  —  r-\-l  ersten  Gleichun- 
gen (11).  Im  Falle  r=  1  wird  keine  Gleichung  ausgeschlossen. 
Addirt  man  die  angegebenen  Gleichungen,  nachdem  man  sie  mit 
den  Factor en 

multiplicirt  hat,  und  macht  der  Kürze  wegen 

(12).     q>{V)=  r-"-  +  ^,_,_,  F^-"-'  +  •  •  •  +  ^i  ^  +  ^0  . 
so  ergiebt  sich 

ro9>(Fo)+    F,(p(F,)  +•••+    F._,9'(F._J 

und  wenn  die  Factoren  %  in  der  Weise  bestimmt  werden,  dass 
man  identisch 

hat,  so  liefert  die  vorhergehende  Gleichung 
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Der  Ausdruck  von  cp  (F)  wird  leicht  dadurch  erhalten,  dass  man 
die  beiden  Ausdrücke 

t  _   ±    _1_    Z_  ^Q        I      r{r+\)  ^l        , 

mit  einander  multiplicirt  und  in  dem  Produkte  die  negativen 
Potenzen  von  F  vernachlässigt.  Vergleicht  man  das  erhaltene 
Resultat  mit  der  Formel  (12),  so  ergiebt  sich 


:i4). 


r  (r  +  1)  .  ■  .  (y  -  1)       „_, 
1.2  .  ..  (r  — r— 1)      ^ 


«•. 


V  (/•  +  1)  ...  (g;  -  2)     j,v-,-i 
"T     1.2...(j;  — r  — 2)      '^^^ 


^,_,._2  =  P^-\-  \P,v,  +  ^i^^  F|  . 


^,_,_1   =   Pi    +   y 


F, 


Aus  den  Formeln  (14)  und  (6)  geht  hervor,  dass  der  Zähler  des 
Ausdrucks  (13)  von   Fp  das  Produkt  des   numerischen  Factors 
1 

1  .  2  .  3  . .  .  (r  —  1) 

in  das  Polynom 

[(v-1)  ...   [v-r]  s,    Fl"- 
(15).  l      +  (v-2)  ...  (v-r-l)  s,  ¥;-'-'+  •  •  • 

[      _|_  r{r—l)   ...   2  5,_,. 
ist,  und  dieser  Ausdruck  (15)  ist  augenscheinlich  der  Werth,  wel- 
chen die  (r  —  !)*■''  Abgeleitete,  ©'"^(F),  des  Polynoms  0  ( F)  für 
y  =  V„  annimmt.     Der  Nenner  des  Ausdrucks  von  Yq  ist  gleich 
cp  ( ¥(,)  oder  gleich 

1.2.3...  r' 

und  die  Formel  (13)  geht  somit  über  in 

Wenn  r  =  1  ist,  so  muss  Y^  durch  y^  und  0'""^  (  Vq)  durch 
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0  ( F^)  ersetzt  werden ;  man  gelangt  auf  diese  Weise  wieder  zu 
derjenigen  der  Formeln  (8),  welche  y^  bestimmt, 

Die  Formel  (16)  liefert  das  wichtige  Resultat,  dass  in  allen  Fällen 

'  ist,  vorausgesetzt  dass  man,  wenn  sich  das  zweite  Glied  für 
V  =  V^  auf  —  reducirt,  die  beiden  Termen  gemeinschaftlichen 
Factoren  V —  Vq  unterdrückt,  ehe  man  V=  V^  macht,  und 
dass  man  ferner  y  durch  das  arithmetische  Mittel  der  Werthe 
ersetzt,  welche  dem  Werthe  Fp  entsprechen. 
Sind 

th)  ,  ^1  ,  yo ,  . . .  ,  y,—\ 
die  r  Werthe  von  y ,  welche  dem  Werthe  Vq  entsprechen,  so  ermög- 
licht es  die  im  Vorstehenden  dargelegte  Methode,  die  Summe 

^0    +    2/]     +    «/2    +    •   •   •    +    Vr-l 

ZU  berechnen.  Auf  dieselbe  Weise  kann  man  die  Summe  der 
iPuadrate  dieser  Grössen,  die  Summe  ihrer  Guben,  u.  s.  w. ,  end- 
lich die  Summe  ihrer  r*^"  Potenzen  bestimmen.  Man  kann  also 
die  Gleichung  r"^"  Grades  bilden,  welche  die  Grössen  »/o'^i'--« 
«/,._i  zu  Wurzeln  hat.  Wenn  also  die  Gleichung  in  F  gleiche 
Wurzeln  hat,  so  kann  die  Bestimmung  der  Function  y  von  einer 
Gleichung  zweiten,  oder  dritten,  oder  u.  s.  w.  Grades  abhängen. 

488.  Unsere  Betrachtung  lässt  sich  auch  auf  den  Fall  aus- 
dehnen, in  welchem  die  Function  y  nicht  alle  Substitutionen  der 
gegebenen  Function    F  zulässt. 

In  diesem  Falle  ist  die  Anzahl  v  der  verschiedenen  Werthe 
von    F  kleiner  als  iV  =  1  .  2  . .  .  ?«  ,  und  wenn  man  N  ==  ^v 
setzt,    so   vertheilen   sich   die   N  Werthe   von    F  in    v  Gruppen, 
deren  jede  ft  gleiche  Werthe  enthäll. 

Es  seien 


v. 

'^0        •  •  • 

17"'  " 

-  i> 

Vx      , 

yW 

..  y^- 

-1) 

K-. 

y(i) 

y<f'- 
•     '      '^  r-l 

1) 

diese  v   Gruppen  und   ?/|*'  der  Werth  von  y,   welcher   F**^'  ent- 
,     spricht. 

Bezeichnet  z  irgend  eine  rationale  und  symmetrische  Func- 
tion der  Grössen 
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SO  lässl  z  offenbar  alle  Substitutionen  von  V^  zu;  man  kann  da- 
her z  im  Allgemeinen  rational  durch  Vq  ausdrücken.  Hat  man 
auf  diese  Weise  ft  symmetrische  Functionen  der  Grössen 

berechnet,  so  kann  man  die  Gleichung  f**''"  Grades  bilden,  welche 
diese  (n  Werthe  von  y  zu  Wurzeln  hat. 

489.  Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich,  dass  man  im- 
mer die  n  Wurzeln  x^  ,  x^  ,  .  . .  .r„_i  einer  gegebenen  Gleichung 
n'^"  Grades  bestimmen  kann ,  wenn  man  den  Werth  einer  Func- 
tion V  dieser  Wurzeln  kennt,  vorausgesetzt  dass  die  1.2.3...n 
Werthe,  welche  V  in  Folge  der  Vertauschungen  der  Wurzeln 
annimmt,  nicht  nur  in  Beziehung  auf  die  algebraische  Form, 
sondern  auch  numerisch  von  einander   verschieden  sind. 

Man  kann  nämlich  voraussetzen,  die  unbekannte  Function  y 
reducire  sich  auf  irgend  eine  der  Wurzeln,  z.  B.  auf  x^^-,  dann 
lässt  sich  Xq  rational  durch  V  und  die  Coefficienten  der  vorge- 
legten Gleichung  ausdrücken.  Nimmt  man  weiter  an,  y  reducire 
sich  auf  eine  andere  Wurzel  x^,  so  kann  man  x^  als  rationale 
Function  von  V  darstellen,  u.  s.  w.  Es  geht  daraus  hervor,  dass 
wenn  der  gegebene  Werth  von  V  kommensurabel,  d.  h.  rational 
durch  die  als  bekannt  angesehenen  Grössen  ausdrückbar  ist,  die 
Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  sämmtlich  kommensurabel 
sein  werden. 

Sind  dagegen  nicht  alle  Werthe  von  V  von  einander  ver- 
schieden, nimmt  diese  Function  z.  B.  in  Folge  der  Substitutio- 
nen,  welchen  die  Werthe 

^0  '  '^y  '  ' ' '  '  '^k — 1 
der  Function  y  =  x  entsprechen,  k  gleiche  Werthe  an,  so  lehrt 
unsere    Methode    nicht    diese    Wurzeln    selbst    kennen,    sondern 
ermöglicht  es  nur,    die   Gleichung   ä***"   Grades  zu    bilden,    von 
welcher  dieselben  abhängen. 

Die  Theorie,  die  wir  hier  dargelegt  haben,  umfasst  alle 
allgemeineren  Resultate,  welche  über  die  Graderniedrigung  der 
Gleichungen  bekannt  sind,  zwischen  deren  Wurzeln  eine  gegebene 
Relation  besteht;  denn  dieser  Fall  ist  offenbar  derselbe  wie  der- 
jenige, in  welchem  man  den  Werth  einer  Function  der  Wurzeln 
kennt.' 
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Untersuchungen   von    Galois,    die    sich    auf  die   vorher- 
gehende Theorie  beziehen. 

490.  Die  vorstehende  Unlersiichung  hat  uns  zu  einem  Lehr- 
satze von  unverkennbarer  Wichtigkeit  geführt,  der  sich  folgen- 
dermassen  aussprechen  lässt: 

Lehrsatz.  —  Es  sei 
(1).  f[x)  =  0 

irgend   eine  Gleichung  w*^"  Grades,   deren  n  Wurzeln 

»J^Q  »   »J^i  >  '^2  >  •  •  •  >  '^n — 1 

ungleich  sind;   ferner  sei 

V   =    q)   [Xq  ,   X^    ,    .  .  .  ,   Xn-l) 

eine  rationale  Function  dieser  Wurzeln,  die  so  ge- 
wählt ist,  dass  die  1.2.3...n  Werthe,  welche  sie  in 
Folge  der  Substitutionen  der  Wurzeln  annimmt, 
sämmtlich  von  einander  verschieden  sind:  dann  las- 
sen sich  die  n  Wurzeln  Xq  ,  x^,  ...  ,  Xn—i  rational  durch 
V  ausdrücken. 

Es  dürfte  von  Nutzen  sein,  hier  den  Beweis  mitzutheilen, 
den  Galois  (Journal  de  Mathematiques  pures  et  appliquees,  t.  XI) 
für  diesen  Lehrsatz  gegeben  hat. 

Wir  bezeichnen  mit  V^  den  gegebenen  Werth  von  V  und  mit 

Fo  ,    F,  , F^_i 

die  ju.  =  1  .  2  .  3  ...  (n  —  1)  Werthe,  welche  V  in  Folge  der 
Substitutionen  der  n  —  1  Wurzeln 

x^   ,   X2  ,    •  •  •   >   Xfi — 1 
annimmt.     Man  hat  dann  eine  Gleichung  jn*''"  Grades  in  V,  nämlich 
(2).  {V-V,){V-  V,)...[V-  F^_x)  =  0. 

deren  Wurzeln  V^  ,  Fj  ,  . .  .  sämmtlich  von  einander  verschieden 
sind,  und  deren  Coefficienten,  als  symmetrische  Functionen  der 
Wurzeln  x^  ,  x^  ,  . .  .  ,  x„-i  der  Gleichung 

sich  rational  durch  die  Coefficienten  dieser  Gleichung,  d.  h.  ratio- 
nal durch  Xq  und  die  Coefficienten  der  vorgelegten  Gleichung  (1) 
ausdrücken  lassen.  Die  Gleichung  (2)  kann  somit  auf  die  Form 
(3).  ~  2r(r,;^j  =  0 

gebracht  werden,   in   welcher  F  eine  rationale  Function  von   V 
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und  von  Xq  bezeichnet.  Nun  wird  der  Gleichung  (2)  oder  (3) 
durch  den  Werth    V=  V^^  genügt;  mau  hat  daiier  identisch 

F{V,,a:,)  =  0, 
so  dass  die  Gleichung 

(4).  F{V,,x)  =  0 

durch 

befriedigt  wird;  die  Gleichungen  (1)  und  (4)  haben  somit  eine 
Wurzel  X(^  gemeinschaftlich.  Wir  behaupten  ferner,  dass  diese 
Gleichungen  keine  zweite  Wurzel  gemeinschaftlich  haben  können. 
Wird  nämlich  der  Gleichung  (4)  durch  x  =  x^  genügt,  so  ist 
identisch 

F{V,,x,)  ==^0; 
folglich  hat  die  Gleichung 
(5).  F{V,x,)  =  0 

die  Wurzel  V  =  F„.  Nun  geht  die  Gleichung  (5)  aus  (3)  oder 
aus  (2)  durch  die  Transposition  der  Wurzeln  Xq  und  x^  hervor; 
ausserdem  verwandelt  diese  Transposition  die  Grössen 

Fo  ,  F,  ,  . . .  ,  F^_i  in  andere    F„'  ,  F/  ,  .  .  .  ,  f;_i, 
welche  der  Voraussetzung  nach  von  den  ersteren  sämmtlich  ver- 
schieden sind;  die  Gleichung  (5)  kann  also  auf  die  Form 

{V-  Fo')  (F-  F/)  ...   (F-  f;_i)'=  0 
gebracht  werden,   und  daraus  ist  ersichtlich,   dass  sie   nicht  die 
Wurzel    Vq  haben  kann. 

Da  die  Gleichungen  (l)'und  (4)  nur  die  Wurzel  Xq  gemein- 
schaftlich haben,  so  ist  es  leicht,  diese  Wurzel  zu  bestimmen. 
Man  hat  zu  diesem  Zwecke  den  grössten  gemeinschaftlichen  Divi- 
sor von  f[x)  und  F  [Vq  ,  x)  zu  suchen  und  zwar  die  Operation 
so  lange  fortzusetzen,  bis  man  zu  einem  Reste  gelangt,  der  vom 
ersten  Grade  in  x  ist:  Setzt  man  diesen  Rest  gleich  Null,  so 
erhält  man  eine  Gleichung,  m eiche  den  Werth  von  x^ 

^0  =  "^  ( ^o)  oder  x^  =  tl)  [V) 
liefert,   und   dieser  Werth  von  x^  wird   offenbar   rational   in    F 
sein,  da  die  Aufsuchung  des  grössten  gemeinschaftlichen  Divisors 
keine  Wurzelgrösse  einzuführen  vermag. 

Auf  dieselbe  Weise  bestimmt  man  die  übrigen  Wurzeln ,  für 
welche  sich  gleichfalls  rationale  Ausdrücke,  wie 

^0   =  '^0   {V)  ,  ^l   =^  1\>\    {y)  ,    •  ■  '   ,  Xn-  1  =  'y\)„-l  (  V) 

ergeben. 
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Zusatz  I.  —  Die  Gleichung  vom  Grade  iV=1.2  .  3  ...  n 
in  V,  welche  alle  N  Werthe  von  V  zu  Wurzeln  hat, 
und  deren  Coefficienten  sich  rational  durch  die  Coef- 
ficienten  der  vorgelegten  Gleichung  ausdrücken  las- 
sen, hesitzt  die  hemerkenswerthe  Eigenschaft,  dass 
alle  ihre  Wurzeln  als  rationale  Functionen  irgend 
einer  von  ihnen  dargestellt  werden  können. 

Es  seien  V  und  F,  zwei  Werthe  von  V;  l\  ist  eine  ratio- 
nale Function  der  Wurzeln  a:„  ,  a-j  ,  .  .  .  ,  Xn-i,  welche  nach  dem 
Vorhergehenden  rationale  Functionen  von  V  sind:  man  hat  also 

V,  =  @{V),        ■ 
nnd  darin  bezeichnet  0  eine  rationale  Function. 

Zusatz  n.  —  Wenn  eine  beliebige  Anzahl  algebrai- 
scher Irrationale  gegeben  ist,  so  können  dieselben 
stets  rational  durch  ein  und  dieselbe  Irrationale  aus- 
gedrückt werden. 

Unter  einer  algebraischen  Irrationale  verstehen  wir  jede 
Grösse,  welche  die  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung  ist, 
deren  Coefficienten  rationale  Functionen  der  als  bekannt  ange- 
sehenen Grössen  sind.     Dies  vorausgesetzt,  seien 

^Q  t  '^\  )    •  •   •  »  ^m — 1 

m  beliebige  algebraische  Irrationale.  Man  kann  eine  Gleichung 
von  einem  gewissen  Grade  n  mit  kommensurabeln  Coefficienten 
bilden,  welche  diese  m  Grössen  zu  Wurzeln  hat,  und  welche 
keine  wiederholten  Wurzeln  besitzt.  Die  n  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung seien 

^0  '  '^X   >  '  •   '  >  *^n » 

und  es  bezeichne  V  eine  rationale  Function  dieser  Wurzeln,  die 
in  Folge  der  Substitutionen  nur  verschiedene  Werthe  annimmt. 
Dann  ist  V  eine  algebraische  Irrationale,  durch  welche  die  tn 
gegebenen  Irrationalen  nach  dem  vorhergehenden  Lehrsatze  ratio- 
nal ausgedrückt  werden  können. 

Wir  nehmen  an,  es  sei  unmittelbar  einleuchtend,  dass  man 
stets  eine  rationale  Function  von  m  ungleichen  Grössen  bilden 
kann,  die  so  beschaffen  ist,  dass  die  1 .2  .3  .  .  .  m  Werthe,  die 
man  daraus  durch  die  Substitutionen  herleitet,  verschieden  seien. 

491.  Anwendung  auf  ein  Beispiel.  —  Der  letzte  Lehr- 
satz liefert  eine  Methode,  die  Wurzeln  einer  Gleichung  zu  beslim- 

Serie(,  Alg-ebia.     11.  22 
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men,  wenn  man  eine  Function  dieser  Wurzeln  kennt.  Da  diese 
Methode  viel  einfacher  als  diejenige  ist,  welche  sich  aus  der 
Theorie  von  Lagrange  ergiebt,  so  wollen  wir  sie  an  einem 
Beispiele  kennen  lernen.  Wir  betrachten  die  Gleichung  dritten 
Grades. 

(1).  OC^  -{-Pl  X'^  +  P2^  4-  P3  =  0 

und  setzen 

F  =:   UXq   -\-    hXy    -\-    cx^. 

Durch  Transposition  der  Buchstaben  x^  und  x<^  erhält  man  die 
beiden  folgenden  Werthe  von    V : 

Ffl  ==  aX(f  -f-  bx^   -}"  c^2  ' 

V^  =  aX(f  -{-  bx2  -{-  cx^, 

und  die  Gleichung  in    V  ist 

{r-  V,)  {V-  V,)  =  0, 
oder 

F2  _  [2«a:o  +  (6  +  c)  [x.+x^)-]    V 

-\-  [a}x^-\-a  [b  -\-  c)Xf^{x^-\-x^  -\-  bc[x^-\-x^)  -f-  {b"^  -\-  c^)XyX^  =  0. 
Aus  dieser  Gleichung  kann  man  x^  und  x^  mittels  der  Rela- 
tionen 

x^  -j-  X^  =  P\  ^0  > 

^i  ^2^^^  P2  "^0  l'*'!  ~r  ^2)  "^^  P'Z      \     Pl'^^O    I    ^0  » 

entfernen   und  erhält 

•  y2_  |-(2a  -  ft  —  c)  x^^  — p,  (6  +  c)]  V 

(2).  \       -f-  [(a^  +  &2  -f  c2  —  «6  —  «c  —  bc)  x^,^ 

~\~  (^^  +  c-  —  ab  —  ac)  p^x^-^-  bc p^~  —  (6 — cj^pj]  =0. 
Um  jetzt  o^Q  zu  bestimmen,  hat  man  im  ersten  Gliede  der  Glei- 
chung (1)  X  =  Xq  zu  machen  und  den  grössten  gemeinschaft- 
lichen Divisor  des  so  erhaltenen  Polynoms  und  des  ersten  Glie- 
des der  Gleichung  (2)  zu  suchen.  In  dem  besonderen  Falle ,  in 
welchem  man 

«2  -\-  b"^  -\-  c^  —  ab  —  ac  —  bc  =  Q 

.hat,  ist  sogar  überhaupt  keine  Rechnung  erforderlich;  denn  die 
Gleichung  (2)  enthält  dann  nur  noch  die  erste  Potenz  der  Wur- 
zel x^^  und  lehrt  deren  Werlh  somit  unmittelbar  kennen.  Dieser 
einfache  Fall  trilt  ein,  wenn  man  für  a,  b,  c  die  drei  kubischen 
Wurzeln  der  Einheit  nimmt. 
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Es  sei  a  eine  complexe  kubische  Wurzel  der  Einheit,  und 
es  werde 

a=l,h==a,c  =  a^ 
gesetzt;  dann  ist,  der  Relation  a-  -\-  a  -{-  1  =  0  wegen  , 

_    F'-p,  F+(pi«-3pa) 
«^0   —  3-^? 

492.  Eine  Ergänzung  des  Lehrsalzes  der  No.  490  bildet 
der  folgende  Satz,  der  für  die  Theorie  der  Gleichungen  von 
ebenso  grosser  Bedeutung  ist. 

Lelirsatz.  —  Es  seien 
(1).  f{x)==0 

eine  Gleichung  ?»*""  Grades  mit  den  n  ungleichen  Wur- 
zeln Xq  ,  x^  ,  .  .  .  ,  x„_i ,  u  n  d 

(2).  V  =  (p  {xq  ,  xi  ,  , . .  ,  x„-i) 

eine  rationale  Function   dieser  Wurzeln   und   der  be- 
kannten Grössen,  die  so  gewählt  ist,    dass  die 

N=  1.2.3...  n 
Functionen,   welche   daraus  durch   die  Substitutionen 
der  Wurzeln  hergeleitet  werden,  numerisch  ungleiche 
Werthe  haben.     Ferner   seien 

(3).  g(F)  =  0 

die  Gleichung  iV'^"  Grades,  welche   die  N  Werthe  von 
r  zu  Wurzeln   hat,  und  F  {V)  ein   irreductibeler   Divi- 
sor  ri""   Grades   des   Polynoms  g  (F).      Endlich    mögen 
die  Wurzeln  der  Gleichung 
(4).  F{V)  =  0 

mit 

(5).  F„  .  Fl  ,  F2  ,  .  .  .  ,  V^_, 

bezeichnet  werden.     Wenn  die  Wurzeln  der  vorgeleg- 
ten Gleichung  (1)  durch 

(6).  -^„(Fo),^,  (Fo).....-V^„-i(F„) 

dargestellt  werden,  so  kann  man  dieselben  auch  durch 

(7)-  to(^.-).^i(^^ %.i{V) 

darstellen,  wo   F,.  irgend  eine  der  Grössen  (5)  bezeich- 
net. 

Die  Gleichung  (1)  besitzt  der  Voraussetzung  nach  die  Wur- 

22* 
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zel  %.  (F„);  man  hat   daher  /"i/^/^  (Fq)  =  0,    und   folglich  ist   F,, 
eine  Wurzel  der  Gleichung 

Nun  ist  F„  eine  der  Wurzeln  der  Gleichung  (4),  und  da 
diese  Gleichung  irreductibel  ist,  so  müssen  alle  ihre  Wurzeln 
der  vorhergehenden  Gleichung  genügen.  Man  hat  mithin  filJk{V.) 
=  0,  und  dies  drückt  aus,  dass  die  Grössen  (7)  Wurzeln  der 
Gleichung  (1)  sind. 

öm  den  Beweis  des  Satzes  zu  vollenden,  hat  man  noch  dar- 
zuthun,  dass  die  Grössen  (7)  verschieden  sind.  Wir  behaupten, 
es  könne  nicht  -»/-»ytlFj  =  'ij^jiV.)  sein,  wofern  nicht  k=j  ist. 
Hätte  man  nämlich  ipk{F.)  =  ■»/'>( F.),  so  würde  V^  eine  Wur- 
zel der  Gleichung 

^,(F)-^.;,.(F)=0 

sein,    und    letztere    müsste    alle  Wurzeln   (5)   der    irreductihelen 
Gleichung  (4)  zulassen.     Man  hätte  also  im  Besondern 

was  der  Voraussetzung  widerspricht. 

Zusatz.  —  Die  Substitutionen  1  ,  S^  ,  So  ,  .  • .  ,  5,.— i, 
durch  welche  man  von  der  Permutation  (6)  der  Wur- 
zeln Xq  ,  Xi  ,  .  .  .  ,  x„-t  zu  den  v  Permutation  en  (7)  über- 
geht, bilden  ein  conjugirtes  System.  Mit  andern  Wor- 
ten: die  V  Permutationen  (7)  machen  eine  Gruppe  aus. 

Man  hat  nämlich  V.=  &  (F^),  wo  &  eine  rationale  Function 
ist.  Daraus  geht  hervor,  dass  Fj,  eine  Wurzel  von  F&  {V)  =  0 
ist;  diese  Gleichung  lässt  daher  die  Wurzel  Vj  zu,  und  ■&  {Vß 
ist  eine  der  Wurzeln  F,.  der  Gleichung  (4).  Bezeichnen  wir,  dies 
vorausgesetzt,  die  Permutation  (7)  mit  J, ,   so  hat  man 

SiA,  =  Ai=i>n  ^  (Fo)\    ^1  ^  (Fo)  ,  .  .  .  ,  ^n-l&{V,)  , 

und  nach  Ausführung  der  Substitution  Sj 

Sj  S.  A,  =  %0  (  Vj)  ,  ^,&[Vj) ,...,  ^n-i&{Vj) 

=  ^oW  ,^AVk)  ,   ...,llJn-l{Vk), 

mithin 

Sj  Si  ==  S/i. 
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Auflösung  der  allgemeinen  Gleichung  dritten  Grades. 

493.  Methode  von  Hudde.  —  Die  einfachste  aller  Me- 
thoden, die  man  für  die  Auflösung  der  allgemeinen  Gleichung 
dritten  Grades  kennt,  ist  jedenfalls  die  von  Hudde.  Diese  Methode 
wollen  wir  daher  auch  zuerst  darlegen. 

Da  man  den  zweiten  Term   einer  Gleichung  stets  beseitigen 
kann,  so  werden  wir  die  Gleichung 
(1).  x^-{-px-\-g  =  0 

betrachten,    in  welcher  der    Term  in  x"^  nicht  mehr   vorkommt. 
Wir  setzen 
(2).  x  =  y-\-z. 

wo  y  eine  neue  Veränderliche  und  z  eine  Function  von  y  be- 
zeichnet, über  die  wir  so  verfügen  werden,  dass  die  mittels  der 
Relation  (2)  transformirte  Gleichung  wo  möglich  zu  einer  der 
Klassen  von  Gleichungen  gehöre,  die  wir  bereits  zu  lösen  wis- 
sen. Ersetzt  man  in  der  Gleichung  (1)  x  durch  seinen  aus  (2) 
entnonimenen  Werlh,  so  folgt 

oder 

(3).  (y^  +  ^^  +  <?)  +  (!/-f^)  (3r/z  +  p)  =  0. 

Wird  jetzt  z  durch  die  Bedingung 
3yz  -\-  p  ==  0 
bestimmt,  welche 
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P^ 

liefert,  so  geht  die  Gleichung  (3)  über  in 


y 


.7~.  +  '/  =  o. 


oder  in 

(4).  y'  +  qiß  -  ^  =i}. 

Diese  Gleichung  in  y  kann  nach  Art  der  Gleichungen  zweiten 
Grades  gelöst  werden,  da  sie  nur  die  Potenzen  y^  und  y''  ent- 
hält. Hat  man  dann  y  bestimmt,  so  erhält  man  x  durch  die 
Formel 

(5).  ^  =  ,  -_  i  . 

Die  Gleichung  sechsten  Grades  (4),  auf  welche  wir  so  die' vorge- 
legte Gleichung  zurückführen,  hat  von  Lagrange  den  Namen: 
Resolvente  der  Gleichung  (1)  erhalten. 

Obgleich  diese  Resolvenle  sechs  Wurzeln  besitzt,  so  liefert 
die  Formel  (5)  doch  nur  drei  Werthe  von  x,  wie  dies  auch  der 
Fall  sein  muss.     Die  Resolvente  ändert  sich  nämlich  nicht,  wenn 

man  «in ^  verwandelt.    Ihre    sechs    Wurzeln   bilden   daher 

drei  Gruppen  von  der  Beschaffenheit,  dass  das  Produkt  der  bei- 
den Wurzeln  jeder  Gruppe  gleich  —  -^  ist,  und  es  liegt  auf  der 

Hand,  dass  die  Formel  (5)  denselben  Werth  von  x  liefert,  wenn 
man  y  der  Reihe  nach  durch  die  beiden  Wurzeln  ein  und  der- 
selben Gruppe  ersetzt.  Zum  Ueberfluss  vvird  sich  dies  auch  noch 
aus  dem  Ausdrucke  der  Werthe  von  x  ergeben ,  mit  dem  w  ir  uns 
jetzt  beschäftigen  wollen. 

Aus  der  Gleichung  (4)  folgt 


.=  =  - 1  ±  /  ^  +  & 

oder,  wenn  der  Kürze  wegen 

gesetzt  wird, 

(6).  y'  =  -  1  ±  J/R; 

aus  der  Gleichung  (6)  ergiebt  sich  endlich 
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(7).  y  =  f-\  ±y'^- 

Der  Vieldeutigkeit  der  Wurzelgrössen  wegen  liefert  uns  die- 
ser Ausdruck  die  sechs  Wurzeln  der  Gleichung  (4).  Wir  setzen 
aber  für  die  Folge  fest,  dass 

f-  I  ±  V~R 

nur  eine  der  drei  kuhischen  Wurzeln  von  —  4^  i  ?^^   darstelle; 

welche  Wurzel  dies  sei,  ist  gleichgiltig;  es  muss  jedoch  immer  die- 
selbe sein,  so  dass,  wenn  «  und  ß  die  beiden  complexen  kubischen 
Wurzeln  der  Einheit  bezeichnen,  die  sechs  Wurzeln  der  Glei- 
chung (4)  in  folgender  Weise  dargestellt  werden  können: 

(8).  p'~±  +  y-R  ,  „  ^-i  +  r^  ,  ß  f^  +  yn. 

Da  nun  die  erste  der  beiden  Wurzelgrössen 

f-i  +  VR  .  f-\-VR 

nach  dem  Obigen  diejenige  der  drei  kubischen  Wurzeln  von 

darstellt,  welche  wir  wolien,  und  ebenso  die  zweite  diejenige 
der  drei  kubischen  Wurzeln  von 

-i-y-R. 

w  eiche  wir  wollen ,  und  da  ausserdem  der  Kubus  ihres  Produktes 
gleich   —  1=  ist,  so  können  wir  die  Werthe  dieser  Wurzelgrös- 


sen so  wählen,   dass  ihr  Produkt  gleich  —  ~  sei;  dann  hat  man 

(9).  f-  |=F/ß    = 


3 
—  P 


3  f—  I  +  /ä 


Setzt  man  jetzt  jeden  der  Werthe  (8)  von  tj  in  die  Formel  (5) 
ein,  so  erhält  man  mit  Benutzung  der  Formel  (9)  und  mit  Rück- 
sicht auf  die  bekannte  Relation  a  ß  =  \  die  folgenden  Werthe 
von  x: 
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,f- 


^  +  fR     +     „/7_|ip/B, 


welche   sich   augenscheinUch  auf  drei  verschiedene  Werlhe  redu- 
ciren,  nämlich  auf: 


f 

"f-i  +  V^  +  ßf-i-V 

ßf- 1 + vr  +  "f- 1  -  y 


R  . 

Diese  drei    Wurzehi   der    Gleichung    (1)   können   durch   die  eine 
Formel 

(10).  a:  =  f-±  +  y-R   +    f^±-^ 

dargestellt  werden,   vorausgesetzt  dass  man  den  kubischen  Wur- 
zeln ihre   volle  Allgemeinheit  lässt,   aber  nur  die  Werthe  dieser 

Wurzelgrössen   verbindet,    deren   Produkt  gleich  —  -^  ist.     Die 
P'örmel  (10)  heisst  die  Gar  danische  Formel. 

Wenn  nian  in  (10)  jeden  Werth  der  ersten  kubischen  Wur- 
zel mit  jedem  Werthe  der  zweiten  verbindet,  so  erhält  man  im 
Ganzen  neun  Werthe  von  x,  welche  die  Wurzeln  der  folgenden 
drei  Gleicbungen  sind: 

x^  -\-  px    -|-^  =  0, 

x'^  -\-  pax  -\-  g  =  0, 

x^  -\-  p  ß  X  -\-  fj  =  0; 

hiervon  überzeugt  man  sich  leicht,  wenn  man  aus  der  Gleichung 

(10)  die  Wurzelzeichen  fortschafft. 

494.  Die  vorstehende  Untersuchung  bezieht  sich  auf  alle 
Fälle,  die  Grössen  p  und  q  mögen  reell  oder  complex  sein.  Wir 
wollen  den  Fall,  in  welchem  die  Coefficienten  reell  sind,  etwas 
näher  in's  Auge  fassen. 

Discussion  der  Gardanischen  Formel.  —  p  und  q 
sind  reelle  Grössen.     Wir  setzen  zunächst  7?  >  0  oder 
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4p3_^27  52>o 
voraus;  dann  ist  einer  der  drei  Werthe  jeder  der  beiden  in  (10) 
enthaltenen  Wurzelgrössen  reell.     Bezeichnet  A  den  reellen  Werth 
der  ersten,  B  denjenigen  der  zweiten,   so  hat   die  erste  Wurzel- 
grösse  die  drei  Werthe 

A  .  Aa  ,  Aß, 
die  zweite 

B  ,  Btt  ,  Bß  . 
Da  nun  die  Werthe  der  beiden  Wurzelgrössen,   die  man  zu  ver- 
binden hat,   ein  reelles  Produkt  liefern  müssen,  so  ergeben  sich 
als  die  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  die  Grössen: 

A  -^  B, 
Aa  -\-  Bß, 
Aß  -^   Ba  . 
Ausserdem  ist 

-1  +  y^^     .       -  1  -  Tiri 
Ci  =  ~ .  p  =  - 


2 

die  drei  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  sind  daher: 

In  diesem  Falle   hat>  also  die  Gleichung  (1)  zwei   complexe  Wur- 
zeln. 

ist  ferner  Ä  =  0  oder 

so   ergiebt    sich   B  =  A;    dann    sind    die   drei  Wurzeln   von  (1) 
sämmtlich  reell,   aber  zwei  derselben  sind  einander  gleich. 
Endlich  setzen  wir  voraus,  es  sei  i?  <  0  oder 
4^3  +  27y'  <  0; 
dann  hat  jede  der  beiden  im  Werthe  von  x  vorkommenden  Wur- 
zelgrössen drei    complexe  Werthe,   während  man   leicht  erkennt, 
dass    die   Wurzeln    der   Gleichung   (1)    reell    und    ungleich    sind. 
Sind  nämlich 

A-\-  B  /=^  ,  a{A-j-  B  /=^)  ,    ß{A-{-  B  //'=!) 
die  drei  kubischen  Wurzeln  des  complexen  Ausdrucks 

-  i  +  >/Ä, 
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SO  hat  der  corijugirle  complexe  Ausdruck  —  ~  —  ]/1r  oll'enbar 
die  kubischen  Wurzeln 

A—  B  ]/^~i  ,  ß{A  —  B  y^~i)  ,  a{A—  B  /^) , 
und  da  die  Werthe  der  beiden  Wurzelgrössen ,  welche  den  Werth 
(10)  von  X  bilden,    ein  reelles  Produkt  haben  müssen,  so  erhält 
man  die  folgenden  drei  Werthe  von  x: 

i^A  -f-  BY-I)  +  [A  -Bj/^. 
c({A-{-  B]/^^)  +  ß{A  —  Bj/—l), 
ß{A  +  Bj/^^)  -\-a{A—Bj/^^l), 
oder,  wenn  a  und  ß  durch  ihre  Werthe  ersetzt  werden, 
2A  ,  —  A-\-  b/s   ,  ~  A  —  b/S. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  sind  daher  in  der  That  reell,  und 
es  ist  leiclit  zu  zeigen,  dass  sie  auch  ungleich  sind. 
Erstens  kann  nämlich  nicht 

—  A-\-B]/3=~A  —  Bj/3 

sein;  denn  daraus  würde  ^  =  0  folgen,  und  —  "|"  +  V^^  vvürde 
der  Voraussetzung  zuwider  gleich  der  reellen  Grösse  A^  sein. 
Ferner  kann  aber  auch  nicht 

2A  =  —  A^B]/3 

sein;   denn   daraus  würde  sich  B  =  ^  A]/s   ergeben;   es  wäre 
folglich 

A-{-  B  y^^l  =  ^  (1  +  y^l)  =  —  2a A, 
und 

^±^j/E  =  —  8aU^=  —  8AK 

Auch  diese  Gleichung  widerspricht  der  Voraussetzung,  da  ihr  zwei- 
tes Glied  reell  ist. 

Der  Fall,  den  wir  hier  untersuchen,  ist  sehr  bemerkenswerth; 
denn  obgleich  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung  dritten  Grades  reell 
sind,  so  stellt  die  Cardanische  Formel  ihre  Werthe  doch  unter 
einer  mit  complexen  Grössen  behafteten  Form  dar;  und  wollte 
man,  um  diese  complexen  Grössen  fortzuschafl'en,  die  kubischen 
Wurzeln,  welche  in  die  Cardanische  Formel  eingehen,  auf  die 
Form  A  -f-  sy —1  bringen,  so  würde  man  finden,  dass  die  Grös- 
sen A  und  B  von  einer  der  vorgelegten  ganz  ähnlichen  Gleichung 
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abhängen.  Die  Wurzeln  der  Gleichung  in  A  z.  B.  würden  reell 
sein,  so  dass  in  dem  Ausdrucke  von  A  gleichfalls  complexe  Grös- 
sen vorkämen.  Aus  diesem  Grunde  hat  man  den  vorliegenden 
Fall  irreductibel  („casus  irreductibilis")  genannt. 

495.  Nach  dem  Vorhergehenden  kann  die  Cardanische  For- 
mel zur  numerischen  Auflösung  der  Gleichung  dritten  Grades 
nur  dann  benutzt  werden,  wenn  eine,  aber  auch  nur  eine  der 
drei  Wurzeln  reell  ist.  Im  irreductibelen  Falle  führt  die  Anwen- 
dung von  Kreisfunctionen   leicht  zum  Ziele.     Setzt  man   nämlich 

t 
4 

SO  sind  Q  und  w  durch  die  Formeln 


-f-  ^  =  —  (t^  Sin-  CO,  —  -^  =  Q  cos  «, 


— ? 
2 


?  =  /^    ,    COS  0)  = 


bestimmt,  und  die  Cardanische  Formel  liefert 

X  =  y^   (Fcos  0)  -f-  V—l  sin  0»  -}-  Fcos  ca  —  V—l  sin  «), 

wo  yq    eine  reelle  Grösse  bezeichnet.     Ausserdem  hat  man 

f^  cos  ft)  —  y — 1  sin  05  =  cos  — — y — 1  sin  — 4 , 

V  COS  0)  -f-  y — 1  sm  0)  =  cos  — — 1-  y — 1  sm  — — , 

wo  k  einen  der  drei  Werthe  0,1,2  hat.  In  diesen  beiden  P'or- 
meln  muss  man  k  denselben  Werth  ertheilen,  da  das  Produkt 
ihrer  beiden  ersten  Glieder  reell  sein  soll;  man  hat  daher 

X  =  2  yQ  cos  — '— , 

und  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung  sind 

2  y(t  COS  —  ,  2  Yq  cos  —^ —  ,  2  Yq  cos  — ^~ 

Die  Werthe  dieser  Wurzeln  lassen  sich  in  jedem  Falle  mit  Hülfe 
der  Logarithmen  berechnen. 

496.     Methode  von  Lagrange.  —  Wir  betrachten  die 
vollständige  Gleichung  dritten  Grades 
(1).  x^  -\-  Px'^  -^  Qx-\-  R  =  0 

und  bezeichnen  ihre  drei  Wurzeln  mit  a:„  ,  x^  ,  Xj.  Der  in  No.  489 
u.  No.  490  dargelegten  Theorie  zufolge  kann  man  x^  ,  a:,  ,  x.^  be- 


(3). 
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stimmen,  wenn  es  gelingt,  den  Wertli  irgeild  einer  Function  die- 
ser Wurzeln  zu  ermitteln,  die  indess  so  gewühlt  sein  muss,  dass 
die  sechs  Werthe,  welche  sie  durch  die  1.2.3  Substitutionen 
von  Xq  ,  x^  ,  x^  annehmen  kann,  von  einander  verschieden  seien. 
Die  Methode  von  Lagrange,  die  wir  jetzt  kennen  lernen  wol- 
len, besteht  darin,  den  Werth  einer  linearen  Function  der  drei 
Wurzeln,  wie 
(2).  t  =  Xq  -\-  Ax^  -{-  Bx^, 

in  welcher  A,  B  irgendwelche  Constanten  bezeichnen,  direkt  zu 
bestimmen,  und  aus  dieser  Function  sodann  den  Ausdruck  der 
Wurzeln  selbst  herzuleiten. 

Vollzieht  man  an  den  Indices  0,1,2  alle  Substitutionen, 
welche  sie  gestatten,  so  erhält  man  die  folgenden  sechs  Werthe 
der  Function  t: 

t*       ^^      CCf\     ~j  ■      JxCCn     "   I         Jj  OCi    y 

It>  ■     OO4       T"    ./i  *^'2      i  0  * 

fco      —     '-      CCi     ~T        A  tX/A     ■  I  ■     Jt>  OCty  f 

t^  =  X2  -{-  Axq  -f-  BoCy^ 

und  i  hängt  von  der  Gleichung  6*''"  Grades 

(4).  {t-t,)  [t-t,)  [t-t^]  {i—t,}  {t-t,)  {t-i,)  =  0 

ab,  die  man  auf  eine  Gleichung  zweiten  Grades  zurückführen  kann, 
wenn  sich  über  die  unbestimmten  Constanten  A  und  B  so  ver 
fügen  lässt,  dass  (4)  nur  die  sechste  und  die  dritte  Potenz  von  i 
enthält.  Damit  dies  der  Fall  sei,  ist  erforderlich  und  hinreichend, 
dass,  wenn  t  irgend  eine  der  Wurzeln  von  (4)  und  a  eine  com- 
plexe  kubische  Wurzel  der  Einheit  bezeichnen,  auch  at  und  a'^i 
Wurzeln  von  (4)  seien.  Sehen  wir,  ob  diese  Bedingung  erfüllt 
werden  kann.  Zunächst  können  «if^  und  u^Iq  weder  gleich  /j, 
noch  gleich  t.^,  noch  gleich  ir,  sein,  wenn  man  ar^  ,  a:,  ,  x^  als 
unbestimmte  Grössen  ansieht;  denn  sonst  hätte  man  a  =  1.  Es 
muss  daher  entweder 

ccif^  :=:  t^   und  «2 ^0  "=  ^4 ' 
oder 

atQ  =  t^  und  «2  <^  =  t^ 

sein.  Die  beiden  letzten  Gleichungen  sind  den  ersteren  äquivalent, 
da  die  Wurzeln  «  und  «^  sich  durch  Nichts  von  einander  unter- 
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scheiden.  Wir  werden  die  beiden  letzten  Gleichungen  annehmen, 
und  da  dieselben  für  alle  Werthe  von  Xq  ,  Xi  ,  x^  stattfinden 
müssen,  so  ergeben  sich  folgende  Werthe  von  A  und  B-. 

A  =  u  ,  B  ==  a^. 
Wenn  A  und  B  diese  Werthft  haben,  so  ist  auch 

Nimmt  man  daher 

t  =  x^^  -\-  aa?j  -f~  '^'^^i 
an,  so  bat  die  Gleichung  in  t  die  Wurzeln 

Diese  Gleichung  ist  folglich 
oder 

(5).  ,G_(,3^,3)^3_|_,3,3_o. 

wenn 

gemacht  wird.  Dies  stimmt  mit  den  allgemeinen  Resultaten  über- 
ein, die  wir  in  No.  482  erhalten  haben. 

Kennt  man  die  Werthe  von  t^  und  t^,  so  macht  die  Bestim- 
mung von  Xq  ,  Xi  ,  X2  keine  Schwierigkeit  mehr.    Es  ist  nämlich 

(7).  —  P  =  X(^  -j-  Xi  -{-  x.^, 

und  durch  Addition  der  Gleichungen  (6)  und  (7)  ergiebt  sich  der 
Relation  a^  _|_  „  _j_  1  =  0  wegen 

(8).  -.  =  -P+^'o  +  <.. 

Um  iCj  zu  bestimmen,  hat  man  die  drei  Gleichungen  (6)  und  (7) 
zu  addiren,  nachdem  dieselben  beziehungsweise  mit  «'-'  ,  a  ,  1 
multiplicirt  sind;  man  erhalt 

(9).  X,  =   --P+c.J^o  +  ^. 

Endlich  ergiebt  sich  noch 

(10).  X.  =    --P+«;o  +  ^%, 

3 

wenn  man  die  Gleichungen  (6)  und  (7)  beziehungsweise  mit«,  or^,  1 

multiplicirt  und  sodann  addirt. 

Es  ist  somit  Alles  daranf  zurückgeführt,   die  Gleichung  (5) 


352  Erstes  Kapitel. 

aufzulösen,  welche  deshalb  eine  Resolvente  der  vorgelegten 
Gleichung  ist.  Wir  wollen  zunächst  die  Coerficienien  der  Resol- 
vente durch  diejenigen  der  vorgelegten  Gleichung  ausdrücken, 
was  deshalb  möglich  ist,  weil  diese  Coefficienten  il  -\-  t^  ,  tl  t^ 
symmetrische  Functionen  der  Wurzeln  sind. 

Durch  Mulliplication  der  beiden  Gleichungen  (6)  crgiebt  sich 
mit  Rücksicht  auf  die  Relation  a"^  -\-  a  -\-  1  =  0 

ft      I       '         '      **'  n         I         *^  1  i         "^  o  **'  0        1  12  »A'  9  ».V  /  j 

•■    ■   1*^0  '  i      *^l    ""r"  ^2/~   ~*~         ^*^ü  ^1      I  1  *^2      I      *^''  *^0  ■  ' 

folglich 

(11).  i,f^  =  p2  — sa 

Erhebt  man  endlich  jede  der  Gleichungen  (6)  auf  die  dritte  Po- 
tenz und  addirt  die  Resultate,  so  folgt 

3     1  yy*-^    <-y»  I  ,y^  ^    ,y%       ,  ,  j    ,      ^y»  -^    •vi  1  /y»  ^    ^-»       .    I  /y»  ^    /y»  I         /y»  ■^    /y»      1         I  I  V    'V*       -T»      ^V* 

l*^Q   JL  I    ^^    i*-  -    «X  A  ^^    U.   .   iMn       1^    *C  2  »^1    ^^    O/Q  «^O       \^    **"()  *^'>  j    ^^     "*■  "  «^0  **'i   •*'2 

=:  3  (o;^  +  a;^  +  o;^)  —  {x^  +  ^,  +  ^2)^  +  18  ^0^1  ^'^'2 

Die  Resolvente  (5)  ist  daher 

^6  __  (_  2p3  _[_  9p^  _  27/?)  <3  +  {P'^  —  SQf  =  0, 
und  sie  reducirt  sich,  wenn 

fi  =  & 
gesetzt  wird,  auf  die  Gleichung  zweiten  Grades 

^2  _  (_  2p3  _|_  9pr)  —  27/?)  '^  +  (P2  —  ^Qf  =  0. 

Rezeichnet  man  die  beiden  Wurzeln  der  letzteren  mit  &f^  und  &^, 
so  hat  man 

^0  =  y^o  ■>  h  =  V^i  > 

und  die  Gleichungen  (8),  (9)  und  (10)  gehen  über  in 

^0  —  3 


3 


-i  3 

Für  f^d-Q  hat  man   irgend  einen  der  drei  Werlhe  dieser  Wurzel- 
grösse,  aber  in  allen  drei  Formeln  denselben  Werth  zu  nehmen. 
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Sobald  man  für  yd-f^  einen  bestimmten  Werlh  angenonrimen  hat, 
ist  der  Werth  von  f/o^  nicht  mehr  willkürlich,  da  die  Gleichung  (11) 

f/^^=  P^  —  SQ 

liefert.  Daraus  geht  hervor,  dass  die  drei  Wurzeln  durch  die 
eine  Formel 

x  = 

dargestellt  werden  können,  welche  nur  drei  verschiedene  Werthe 
enthält,  wenn  man  bedenkt,  dass  y^x  *^^^  Kürze  wegen  statt 
— ^-=1^       gesetzt  ist. 

497.  Vergleichung  der  beiden  vorhergehenden 
Methoden.  —  Die  im  Vorhergehenden  betrachtete  Methode  von 
Lagrange  ist  zwar  nicht  so  einfach,  dafür  aber  direkter  als  die- 
jenige von  Hudde.  Beide  Methoden  liefern  jedoch  dieselbe  Re- 
sultante, und  wir  wollen  jetzt  zeigen,  dass  man  durch  tieferes 
Eingehen  in  die  Methode  von  Hudde  naturgemäss  zu  derjenigen 
von  Lag  ränge  geführt  wird. 

Wir  nehmen  wieder  die  allgemeine  Gleichung  dritten  Grades 
(1).  x^  -\-  Px"-  -]r  Qx-\-  R  =  0 

auf.  Um  die  Methode  von  Mudde  anzuwenden,  hat  man  zunächst 
den  zweiten  Term  zu  beseitigen,  indem  man 

x=  —  ~-\rx 

setzt,  wodurch  die  Gleichung  auf  die  Form 

(2).  x'^  -\-  px  -{-  q  =  0 

gebracht  wird.     Darauf  setzt  man 

'  P 

und  erhält  endlich  die  Resolventc 

(3).  /  +  qy'  -  If  =  0. 

Bezeichnet  nun  y^  eine   der  drei  kubischen  Wurzeln  von 

und  «/,  diejenige  der  drei  kubischen  Wurzeln  von 

Seirel,  Algebra.   II.  23 
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1  _  1/  n^    \    p1 

2  f       4     "T"    2' 


27 

welche  mit  ?/(,  multiplicirt  das  Produkt  "^  liefert,  so  hat  die 
Gleichung  (3)  die  Wurzeln 

und  die  Wurzeln  von  (2)  sind 

^0  +  ^1 '  «2/0  +  «^Vl '  «Vo  +  «.Vi- 

Werden  also  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  mit  .r„  ,  x^  ,  x.^ 
bezeichnet,  so  erhält  man 

^0  =  -  3-  +  «/,)  +  y\ ; 
^1  =  —  7^-  +  «*yo  +  «.Vi» 
^2  =  —  3  +  «yo  +  «Wi- 

Addirt  man  diese  Gleichungen,  nachdem  man  sie  zuerst  beziehungs- 
weise mit  1  ,  ci ,  et- ,  dann  beziehungsweise  mit  1 ,  a- ,  a  mullipli- 
cirt  hat,  so  folgt 

Vi)  —  "3 

x^y  -f-  a'a?i  +  aa^g 

Daraus  ist  ersichtlich,  dass  die  Methode  von  Hudde  im  Grunde 
darauf  hinausläuft,  eine  Resolvente  in  y  zu  bilden,  deren  Wur- 
zel den  Werlh 

__    a?o  +  «^1  +  «'^2 
^  3 

hat,  und  dass  diese  Resolvente  sich  nur  durch  den  Factor  3,  durch 
welchen  die  Wurzeln  dividirt  werden,  von  der  Resolvente  von 
Lagrange  unterscheidet. 

498.  Methoden  von  Tschirnaus  und  von  Euler.  — 
Wir  haben  in  No.  190  die  allgemeine  Methode  von  Tschirnaus 
kennen  gelernt,  mittels  welcher  beliebig  viele  Terme  einer  Glei- 
chung zum  Verschwinden  gebracht  werden.  Es  ergiebt  sich  daraus 
eine  Methode  für  die  Auflösung  der  Gleichungen  dritten  Grades. 
Wir  werden  hier  aber  den  in  No.  191  über  diesen  Gegenstand 
gemachten  Bemerkungen  Nichts  mehr  hinzufügen. 

Die  Methode  von  Euler  unterscheidet  sich  nur  der  Form 
nach  von  derjenigen  von  Tschirnaus.  Sie  besieht  darin,  ?/ aus 
zwei  Gleichungen  von  der  Form 


Die  algebraische  Auflösung  der  Gleichungen.  355 

ay'^-{-by-\-c  =  x  ,  y^  =  d 
zu  eliminiren  und  die  Endgleichung  in  x  identisch  gleich  der  vor- 
gelegten Gleichung  zu  setzen;  dann  ergiebt  sich  offenbar  die  Auf- 
lösung der  letzteren,  lieber  den  Werth  einer  der  unbestimmten 
Grössen  a  ,  b  ,  c ,  d  kann  man  nach  Belieben  verfügen ;  man  kann 
z.  B.  a  =  1  oder  rf  =  1  machen. 


lieber    die   Gleichungen    dritten   Grades,    bei    denen    zwei 

Wurzeln  rational  durch   die  dritte  Wurzel  und  durch  die 

bekannten  Grössen  ausgedrückt  werden  können. 

499.     Wenn  man  mit  x  ,  x^  ,  x^  die  Wurzeln  der  Gleichung 
dritten  Grades 

(1).  x'^  -{-  Px"^  -{-  Qx-\-  R  =  0 

bezeichnet,  so  hat  das  Produkt  der  quadrirten  Wurzeldifferenzen 

J  =  [x  —  x^)-  [x  —  x.,Y-  (a;,  —  .r.J- 
nach  No.  179  den  Werth 

zf  =  —  (4C>3-f  27  ß-)  +  1%PQR  4-  P2^'2—  4P3/?. 
Multiplicirt  man,  dies  vorausgesetzt,  die  Identität 

y J  =  [x  —  x{)  [x  —  x^)  [x^  —  x^) 
mit  x^  —  x.,,  so  ergiebt  sich 

(a:,  —  0:2)  yj  =  [{x^  —  x)  (a:,  —  x^)]  [{x^  —  .t)  (a:,  —  a:,)] 
oder 

(a:,  -  X,)  y^  =[2,x\-\-2  Px,  -f  Q)  {^x\  +  2^^^  +  Q) 

=  ^x\xl-\-  6Pa:,  x^  (a:,  +  x.^)  -f-  3  ()  (a:,  +  a:,)2 
+  (4i>2  -  6Ö)  x,x.,  -f  2PQ  (a-,  +  x.,)  +  Q\ 
Ausserdem  hat  man 

(2).  a:,  -f-  a-.,  =  —  x  —  P 

und 

Xy  X.,  =  —  [x^  -{-  x^)  X  -{-  Q  =  x""-  -\-  P  X  -\-  Q. 
Durch  Benutzung  dieser  Formeln  erhält  man 

(a;,  -  x.^)  y^  =  9a;4  -f  12Px^  +  (15C>  +  P''')x'- 
-\-  [\OPQ —  <2P^)  x-\-{AQ''  —  P'^0). 
Mittels  der  Gleichung  (1)  lässt  sich  dieser  Ausdruck  auf  den  zwei- 
ten Grad  in  Beziehung  auf  x  reduciren,  nämlich  auf 

23* 


356 


Erstes  Kapitel. 


ß) 


+  {iQ'^'  —  P'^O  ~?iPR). 

Aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  ist  ersichtlich,  dass  die  Wur- 
zeln x^  und  x^  gleich  den  beiden  Werthcn  von  X  sind,  welche 
die  Formel 


(4). 


f  X  =  ~7=  [{GQ  —  2P2)  cc"^  _  [9R  _  7PQ  -|_  2P^  +  j/j)  x 


2Vd 


\  -\-  {'iQ'  —  P'Q  —  ^PR  —  P V^ )] 


liefert,  wenn  man  darin  der  VVurzelgrösse  }/ A  der  Reihe  nach 
ihre  beiden  Werthe  erlheilt. 

Zählt  man  also  \/ A  zu  den  als  bekannt  angesehenen  Grössen, 
so  sind  die  Wurzeln  Xy  und  x^  als  rationale  Functionen  der  Wur- 
zel a;  und  der  bekannten  Grössen  ausgedrückt. 

Man  kann  diese  Wurzeln  auch  durch  rationale  und  lineare 
Functionen  von  x  darstellen,  indem  man  den  in  No.  183  ange- 
gebenen Weg  einschlägt.  Dividirt  man  nämlich  das  erste  Glied 
F{x)  der  Gleichung  (1)  durch  den  Ausdruck  (4)  von  X  und  be- 
zeichnet den  Quotienten  dieser  Division  mit  V,  den  Rest  mit  —  JJ, 

so  ist 

0  =  i^(a:)  =  VX—  U, 
folglich 

U 


X  = 


r 


Durch  Ausführung  jener  Division  ergiebt  sich 

2/z/  .   V  =  [GQ  —  2 P'-)  X  -\-  [^ R  ~  PQ  -\- y~A) , 
^Y'A  .  U  ==  —  {9 R  —  PQ  —  VÄ]x  -^  [2 0'''  —  ßPR) 
Setzt  man  daher 


{9R  —  PQ  —  yA)x-{-{2Q''' 
Vj  —  {QR—rQ) 


b  = 


2y'A 

~      2Vj 
6  0  —  2  P2 

~  2  Vd 

Va_±(^R  - 

'2VJ 


PO) 


so  ist  der  Ausdruck  von  T: 

X  = 


fix  ~\-  h 
(t  X  -\-  b' 
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und  man  erhält  daraus  die  Wurzeln  x\  und  o;,,  wenn  man  der 
Wurzelgrösse  yj  ihre  beiden  Werlhe  erlheilt.  Wenn  man  aber 
/^  J  in  —  j/J  verwandelt,  so  geht  a  in  b',  b  in  —  b,  a  in  —  a 
und  b'  in  a  über;  man  kann  daher 

ax  -\r  b  b'x  —  b 

^  ax-j^b  -  — ax-\-a 

schreiben.     Aus  den  Gleichungen  (5)  folgt 

(6).  a-{-b'=l,ab'—ba=l. 

Setzt  man  also 

so  erhält  man 

—  ax  -\-  a 
darin  ist  Q'-x  statt  'ö^^a;,  ^^o;  statt  %Q''^x  geschrieben. 

Die  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  können  danach  durch 
X  ,  Q'X  ,   d'-x 
dargestellt  werden.     Wir  fügen   hinzu,   dass,   wenn  eine  lineare 
Function 

/    V  ax  -\-  ß 

(p  [x]  =  — >-    '    ^,   ' 

deren  Determinante  aß'  —  ßa  immer  gleich  1  vorausgesetzt 
werden    kann,    eine    der    Wurzeln,    z.    B.    Q-x,    darstellt,    man 


identisch 
d.  h. 


q){xy  =  Q'x, 


a  =  +  a  ,  |3  =  +  6  ,  «'  =  +  «',  /3'  =  +  &' 
hat.     Da   nämlich   die   vorgelegte  Gleichung   irreductibel  ist,    so 
kann  sie  keine  Wurzel  mit  der  Gleichung  zweiten  Grades  cp[x)  =  d'x 
gemeinschaftlich  haben,  wofern  letztere  nicht  identisch  besteht. 

500.  In  No.  166  haben  wir  eine  Gleichung  dritten  Grades 
kennen  gelernt,  deren  Wurzeln  sich  in  Kettenbrüche  entwickeln 
lassen,  welche  mit  demselben  vollständigen  Quotienten  schliessen. 
Die  vorhergehende  Untersuchung  lehrt  uns  alle  Gleichungen  drit- 
ten Grades  kennen,  welche  diese  Eigenschaft  besitzen.  Damit 
nämlich  zwei  Irrationale  x  und  x^  in  Kettenbrüche  entwickelt 
werden  können,  welche  in  dieselben  Quotienten  auslaufen,  ist 
nach  No.  16  erforderlich  und  hinreichend,  dass  man 

ax  -j-  b 

Xt      ~7  j       77 

'  ax  -\-  b 
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habe,  worin  a  ,  b  ,  a  ,  b'  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  sind, 
welche  der  Bedingung 

ab'  —  6  a'  =  +  1 
genügen. 

Wendet  man  dieses  Resultat  auf  zwei  der  Wurzeln  der  Glei- 
chung (1),  auf  X  und  d-x,  oder  auf  x  und  xi-'^x  an,  so  wird  die 
hinsichtlich  der  Determinante  gestellte  Bedingung  offenbar  erfüllt, 
wenn  man  %'x  oder  Q^x  durch  die  Formeln  (5),  (7)  und  (8)  aus- 
drückt. Damit  also  die  Kettenbrüche,  welche  die  drei  Wurzeln 
darstellen,  ein  und  denselben  vollständigen  Quotienten  gemein- 
schaftlich haben,  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  die  For- 
meln (5)  für  a  ,  b  ,  a  ,  b'  ganze  Werthe  liefern. 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  (5)  können  durch  die  Glei- 
chungen (6)  ersetzt  werden,  und  diese  liefern 

,  1  -  ß  -f-  fl« 


(^^) 


b' 


Zugleich  folgt  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  (5) 
(10).  9i?  — P£)=  (1  — 2«)/^,  8()  — />^=  a]/ A, 

und  der  Ausdruck  von  A  kann  auf  die  Form 

9^  =  —  3(97?  -  PQf  +  4/>  {$)R  —  PQ)  {'SQ  —  P^) 
—  40(3^  — i>2)2 

gebracht  werden.    Aus  den  Gleichungen  (10)  und  (11)  entnehmen 


[11 


'1 


wir 


(12). 


3(1 


+  «^)     ,      1  -2«  p 


Q  =  - 


*^   3  I  /i   * 


y-Ä^ 


3Q 


die  Grösse  P  bleibt  unbestimmt. 

Danach  ist  der   allgemeine  Ausdruck   der   Gleichungen,   mit 
denen  wir  uns  beschäftigen, 

"—  3  (1  —  fl  +  «2) 


(13). 


a;3  _|_  i>a;-  + 
+ 


X 


— , —  +  '-.'"  i>l 

a*  J 

(-l-f2fl)(l-fl  +  «»)    ,    a(-14-a) 

n'3  "T  „'2 


>]=0. 


Darin  bezeichnet  P  irgend   eine  rationale  oder  irrationale  reelle 
Grösse,  a  irgend  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl;  a    end- 
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lieh    ist    irgend    ein    positiver    oder    negativer    Divisor    der    Zahl 
1  _  «  _|_  a\ 

Die  Gleichung 

.f^  —  7  a:  +  7  =  0, 

die  wir  in  No.  166  betrachtet  haben,  entspricht  den  Werthen 
P  =  0  ,  a  =  —  4  ,  «'  =  —  3. 


Auflösung  der  allgemeinen  Gleichung  vierten  Grades. 

501.  Methode  von  Ferrari.  —  Die  älteste  und  zugleich 
einfachste  Methode,  die  Gleichung  vierten  Grades  aufzulösen,  ist 
die  von  Ferrari.  Sie  besteht  darin,  beide  Glieder  der  Gleichung 
in  Quadrate  zu  verwandeln,  und  führt  folglich  die  Auflösung  die- 
ser Gleichung  auf  die  Auflösung  zweier  Gleichungen  zweiten  Gra- 
des zurück. 

Lässt  man  nur  die  beiden  ersten  Terme  der  allgemeinen 
Gleichung  vierten  Grades 

(1).  x^  -\-  pcc^  -\-  qx'  -{-  rx  -{-  s  ^=  0 

im  ersten  Gliede  stehen,  so  erhält  man 

x^  -\-  px^  =  —  qx^  —  rx  —  s. 
Um  nun  das  erste  Glied  zu  einem  vollständigen  Quadrate  zu  machen, 
addiren  wir  beiderseits  --^;  dann  ergiebt  sich: 

(2).  i^x'^  +   ^xY  =(^-q^x^-rx-  s. 

In  dieser  Form  würde  sich  die  vorgelegte  Gleichung  sofort  auf- 
lösen lassen,  wenn  das  zweite  Glied  ein  Quadrat  wäre;  denn  dann 
würde  man  nur  die  zweite  Wurzel  aus  beiden  Gliedern  zu  ziehen 
haben,  um  zu  einer  Gleichung  zweiten  Grades  zu  gelangen.  Auf 
diesen  besonderen  Fall  führt  die  Methode  von  Ferrari  alle  übri- 
gen Fälle  zurück. 

Bezeichnet  man  mit  y  eine  unbestimmte  Grösse  und  fügt 
beiden  Gliedern  der  Gleichung  (2) 

{-■'  +  ?-..)  y  +  ^' 

hinzu,  so  folgt 

(3),  (.r'+|-.+fy=('^-,+,y-'+(f-'-)^+(-^-»). 
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Jetzt  bestimmen  wir  y  in  der  Weise,  dass  das  zweite  Glied  der 
Gleichung  (3)  ein  Quadrat  wird.  Zu  diesem  Zwecke  genügt  es, 
dass  man 


(f-^y-(i-'/+^) 


'x-'j  +  'Aiv'-'^')- 


oder 

(4).        y^  —  qy-  -{-  {pr  —  4«)  y  —  s  [p^  —  4:q)  —  r^  =  0 

habe,  und  wenn  man  eine  einzige  Wurzel  dieser  Gleichung  in  y 
kennt,  so  ergiebt  sich  die  Auflösung  der  vorgelegten  Gleichung  (1) 
auf  der  Stelle;  denn  die  Gleichung  (3),  welche  mit  (1)  überein- 
stimmt, kann  folgendermassen  geschrieben  werden: 


(.^  +  f..+f)''-(^r-*+^) 


"?  2 


X  -\ 


Pir—  ^ 


—  i+y 


=  0, 


und    diese   letztere  Gleichung  zerfällt  in   die  beiden  Gleichungen 
zweiten  Grades: 


(5). 


^  +  (f  +  /FH-.)-  + 


^'+(|-/-4"^  +  ^)^  + 


y 

f-^ 

2 

y 

2 

/^2 

q  +y 


=  0. 


Die  kubische  Gleichung  (4)  ist  somit  die  Resolvente  der  Glei- 
chung (1).  Nun  haben  wir  gesehen,  dass  sich  die  Wurzeln  der 
allgemeinen  Gleichung  dritten  Grades  algebraisch  ausdrücken  las- 
sen. Dieselbe  Eigenschaft  hat  folglich  die  Gleichung  vierten  Gra- 
des; denn  die  Gleichungen  (5)  liefern  die  vier  W^urzeln  der 
Gleichung  (1),  ausgedrückt  durch  die  Coefficienten  und  irgendeine 
Wurzel  y  der  Resolvente. 

502.  Re trachtung  der  Resolvente.  —  Wir  haben 
soeben  gesehen,  dass  die  vier  Wurzeln  der.  vorgelegten  Gleichung 
als  Functionen  einer  einzigen  Wurzel  der  Resolvente  dargestellt 
werden  können.  Jetzt  wollen  wir  diese  Resolvente  näher  in's 
Auge  fassen  und  untersuchen,  auf  welche  Weise  ihre  Wurzeln 
aus  denjenigen  der  vorgelegten  Gleichung  zusammengesetzt  wer- 
den. 
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Wir  bezeichnen  wieder  mit  y  irgend  eine  Wurzel  der  Re- 
solvenle  und  mit  a',j  ,  x^  ,  x.^  ,  x^  die  vier  Wurzeln  der  vorgeleg- 
ten Gleichung,  nämlich  mit  a:^  und  x^  die  Wurzeln,  welche  der 
ersten,  mit  x^  und  .r.,  diejenigen,  welche  der  zweiten  der  Glei- 
chungen (5)  zukommen.     Dann  hat  man 

py  _  ^, 
_  ;'/  j ;.' 

■1  "  '■ 


1*^3 


/  rfi 


und  daraus  Tolgt 

y  ^=  ^0^2  ~r  '^i  •'*'3- 
Die  Resolvente  hat  daher  die  Function 

der  vier  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  zur  Wurzel,  und  diese 
Function  nimmt   in  der  That  durch  die  Substitutionen  der  W'ur- 
zeln  nur  drei  verschiedene  W^erthe  an. 
SelzL-n  wir 


/:-- 


9  +  U' 
also 

so  ver,wandelt  sich  die  Resolvente  (4)  in  eine  Gleichung  in  t, 
welche  vom  6'°"  Grade  ist,  die  aber  nur  gerade  Potenzen  von  t 
enthält.  Die  Lösung  dieser  Gleichung  ist  nicht  schwieriger,  als 
die  Lösung  von  (4),  und  man  kann  sie  statt  der  letzteren  zur 
Resolvente  nehmen.  Dann  gehen  die  Gleichung«Mi  (5),  in  welche 
die  vorgelegte  Xileichung  zerfällt,  über  in 

..■  +  (4^').+i(i'-f+,)+Mi4l!h:  =  o. 

und  daraus  erhält  man  die  vier  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung, 
sobald  man  eine  einzige  Wurzel  der  Resolvente  in  i  kennt. 
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Die  erslere  der  beiden  letzten  GIeichiinj»en  hat  die  Wurzeln 
Xq  und  X2,  die  zweite  die  Wurzeln  x^  und  0:3;  es  ist  daher 

I        ;>  + '  _i        p  —  ( 

^0    \    '^•>  —  2      '  -^1    r   •'^-3  —  2     * 

und  durch  Subtraction  dieser  Formeln  ergiebt  sich 

Danach  ist  die  Wurzel  der  Resolvente  in  i  eine  lineare  Function 
der  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung,  und  diese  Function 
nimmt  in  der  That  in  Folge  der  Substitutionen  der  Wurzeln  sechs 
Werthe  an,  von  denen  je  zwei  einander  entgegengesetzt  gleich 
sind. 

503.  Methode  von  Lag  ränge.  —  Nach  der  in  No.  489 
und  490  dargelegten  aligemeinen  Theorie  kann  man  die  vier  Wur- 
zeln der  Gleichung  vierten  Grades  rational  durch  eine  Function 
dieser  Wurzeln  ausdrücken,  die  so  beschaffen  ist,  dass  die  1.2.3.4 
Werthe,  welche  man  daraus  durch  die  Substitutionen  der  Wurzeln 
herleitet,  von  einander  verschieden  sind.  Eine  Function  dieser 
Art  hängt  von  einer  Gleichung  vom  Grade  24  ab.  Die  Betrach- 
tung der  Methode  von  Ferrari  hat  uns  aber  gezeigt,  dass  zur 
Auflösung  der  Gleichung  vierten  Grades  schon  die  Kenntniss  einer 
Function  der  Wurzeln  genügt,  welche  nur  drei  verschiedene  Werthe, 
oder  welche  sechs  Werthe  hat,  von  denen  je  zwei  einander  ent- 
gegengesetzt gleich  sind. 

Die  Gleichung,  von  welcher  eine  solche  Function  der  Wur- 
zeln der  vorgelegten  Gleichung  abhängt,  direkt  zu  bilden  und 
sodann  diese  Wurzeln  zu  bestimmen,  ermöglicht  eine  neue  von 
Lagrange  herrührende  Methode ,  die  wir  jetzt  entwickeln 
wollen. 

Wir  bezeichnen  die  vier  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung 

(1).  x^  -{-  px^  -\-  qx-  -\-  rx  -{-  s  =  0 

mit  Xq  ,  x^  ,  X2  ,  x^.  Die  einfachste  Function  dieser  Wurzeln, 
welche  nur  drei  Werthe  annehmen  kann,  ist  XqX2  -{-  x^x^  Wir 
setzen  daher 

1/  "^^  x^fX2  -\-  oc^x^^ 

und  suchen  zunächst  den  Werth  von  y  zu  ermitteln,  oder  viel- 
mehr die  Gleichung  dritten  Grades  zu  bilden,  von  welcher  y  ab- 
hängt. 
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Sind  tff^  ,  y^  ,  y,  iHe  drei  Wertlie,  weiche  y  aniieliineii  kann, 
so  hat  man 

und  die  Gleichung  in  y  ist 

l2).    y'^—  (yo  +  y\  +  Vi)  y^  +  [y^y\  +  z/oy-. + y  12/2^ y  —  yoyiy2  =  o- 

Die  Coefficienten  dieser  Gleichung  (2)  sind  symmetrische  Func- 
lionen  der  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  und  können  folglich  ratio- 
nal durch  die  Coefficienten  p,  q,  r,  s  ausgedrückt  werden.  Man 
hat 

Z/o  "1^1  ~r  ^2  ^^^  (-^O"^!  ~r    ^0^2     I     •^O'^S    I    '^1'*'2  "r  *''l**-3    I    '*'2''^3>  ^^^  ^' 

^0^1   +2/0^2  +  Vi  2/2 
^^^^  1*^0  "T    '''1   ~T~  "^i  ~r    '''Si    (^o^i^2  ~l      '^O'^i'^'i  ~r    ^0'''2'''3  "T    '^1"^2'''3/ 

—  4:XQa:iX2X^  =  /)r  —  As, 

^Ll^o  I  •''^1  "r^2  I  ^3)  ^  (^0^1  1-^0^2  I  ^0^3 "r  ^1^2 ~r^i^3~r^2^3)J 
+  (a:o  ^t:j  x.,  -f-  a:^  ic,  0:3  -f  .Tq ar.^ 0:3  +  XiX.^x^)'^  =  s  [p^  —  4  5^)  -f-  r^ ; 
die  Resolvente  in  y  ist  somit 

(3).       y3  —  g'y^  _j_  ^pr  —  4.s)y~  [s  (p^  _  4^^,)  -j_  ^-^J  =  0. 

Da  diese  Gleichung  vom  dritlen  Grade  ist,  so  können  wir  sie 
auflösen.  Sehen  wir  jetzt,  wie  man  weiter  die  Werthe  der  Wur- 
zeln Xq  ,  x^  ,  x<y  ,  x^  erhält. 

Ist  j/q  irgend  eine  Wurzel  der  Gleichung  (3),  so  hat  man 

'''o  '''2  ~r  ^1  ^3  ^"^  ^0 » 
ausserdem  ist 

vCck  SCtf    ^^    OC4  OCo    '•         S  j 

folglich  sind  Xq  x^  und  x^  x^  die  Wurzeln  der  Gleichung  zweiten 
Grades 

(4).  z-^-y^^z-^S   =    0.^ 

Diese  Gleichung  habe  die  Wurzeln  z^  und  z^]  dann  ist 

Xq  X2    =   Z(f    ,    .'Cj  X3    =    c,  , 

und  aus  den  so  erhaltenen  Werthen  der  Functionen  x^^X2  und 
Xi  x^  lassen  sich  die  Summen  Xq  -f-  a^j  imd  x^  -\-  x^  rational 
zusammensetzen.     Man  hat  nämlich 

a;,  0:3  [Xq  -j-  .Tjj   -j-  Xq  X2  [xy  -f-  0:3)  =        r  , 
oder 

^1  (^0  +  ^2)  +  ^0  (^1  +  ^3)  =  —  r; 
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rei'iier  ist 

(^0  +  ^2)    +  (^'1  +  ^;))    =   —  P> 

milliin 

^0  ~r  ^2  —  ^  _ ,    »  ^1  ~r  ^3  —  ~^      r  ' 

Da  man  jetzt  Xq  -{-  X2  und  x^  x.^,  sowie  x^  -\-  iCg  und  a^i  0:3 
kennt,  so  kann  man  zwei  Gleichungen  zweiten  Grades  bilden, 
von  denen  die  erste  die  Wurzeln  .Tq  und  x.^,  die  zweite  die 
Wurzeln  x^  und  0^3  hat.  Die  vorgelegte  Aufgabe  kann  somit  als 
gelöst  angesehen  werden. 

504.  Die  Auflösung  der  Gleichung  vierten  Grades  lässt  sich 
leichter  mittels  einer  Resolvente  ausführen,  deren  Wurzel  linear 
aus  den  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  zusammengesetzt  ist 
und  sechs  Werthe  hat,  von  denen  je  zwei  einander  entgegenge- 
setzt gleich  sind. 

Es  sei 

t  =  Xq         ^\  ~T  ^2         '^'S- 
Da   diese  Function    sechs  Werthe   hat,    so    hängt  sie  von    einer 
Gleichung  6*""  Grades  ab.     Nun  sind  aber  je  zwei  Werthe  von 
t   einander   entgegengesetzt  gleich ;    folglich   wird   der  Grad   der 
Gleichung  in  t  auf  3  reducirt,  wenn  man 

setzt.  Man  kann  die  Gleichung  in  -9'  direct  bilden,  da  man  die 
Zusammensetzung  ihrer  Wurzeln  kennt.  Man  kann  sie  aber  auch 
aus  der  Resolvente  (3)  in  y  herleiten.  Es  ergiebt  sich  nämÜch 
leicht,  dass  man 

y  = 4 — ^ 

hat;  die  Resolvente  in  Q^  ist  daher 


^'''       -ip^-  4M+8r)2  =  0. 

Die  vier  Wurzeln  x^^  ,  x^  ,  x.^  ,  x.^  der  vorgelegten  Gleichung 
lassen  sich  nun  zwar  durch  eine  einzige  Wurzel  dieser  Gleichung 
(5)  ausdrücken.  Man  erhält  aber  weit  einfachere  Resultate,  wenn 
man  die  drei  Wurzeln  von  (5)  sämmtlich  anwendet. 

Diese  drei  Wurzeln  seien  '9•^^  ,   &^  ,  d-^;  dann  hat  man 
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(6). 


'  ^0  —  ^'i   +  ^'e  —  ^3  =  V^o  • 

C,)  ^'l  ^2    ~r    ^3    ^^    ?^    ^1  ' 

^0   +   ''*'l   —  ^-j   —  ^:}  =  y  ^-i  : 


ausserdem  ist 

(7)  x^  -{-  x^   -\-  x^-]-  x^  =  —  p, 

und   die   Gleichungen   (6)   und   (7)    liefern    folgende   Werthe    der 
vier  Wurzeln: 


X.y 


-P^V¥,  +  V¥,  +  r¥, 

4 

+  ?^. 

«                  4 

-K*3 

4 

_-p  -r»o  +  y^~i 

A                                             4 

-r^. 

Diese  vie 

(9). 


WiH'zeln  können  durch  die  eine  Formel 

-p  ^  V¥a  +  y»,  +  y¥, 


dargestellt  werden,  da  jede  Wurzelgrösse  zwei  entgegengesetzt 
gleiche  Werthe  hat.  Es  tritt  hier  aber  noch  eine  Schwierigkeit 
ein.  Der  Ausdruck  von  x,  welchen  die  Formel  (9)  giebt,  hat 
nämlich  acht  Werthe,  während  die  vorgelegte  Gleichung  nur  vier 
Wurzein  haben  kann.  Diese  Zweideutigkeit  lässt  sich  indess  leicht 
beseitigen.  Man  kann  einen  der  beiden  Werthe  von  //^  und 
von  j/d-^  nach  Belieben  wählen;  sobald  aber  diese  Werthe  ein- 
mal fixirt  sind,  ist  der  Werth  der  Grösse  ]/ &.,  nicht  mehr  zwei- 
deutig. Durch  Mulliplication  der  drei  Gleichungen  (6)  erhält  man 
nämlich 

y%  f^i  /^  =  (^0=^  +  '-^i'  +  .^'-Z  +  ^3'} 

—  Xq  (a:,2  +  x^"^  -j-  .Tg^)  _  xi  (oTo"'  +  cc^'^  +  x^^) 

—  x^  (a:„2  -f-  a^i^  +  a-g^)  —  x^  (x^-^ -^x^^-j-x^"^) 
=  2  U  .T,,^  -f-  2U  Xf^XiX^ 
=  —  /)^  -|-  4/>j  —  8  r , 

und  daraus  folyt 


^.-^o-^V 
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Die  Formel  (9)  liefert  somit  genau  vier  Werthe  von  x,  und  diese 
sind  die  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung. 

Wir  machen  noch  darauf  aufmerksam,  dass  der  Erfolg  der 
Methoden  von  Ferrari  und  von  Lagrange  lediglich  darauf 
beruht,  dass  man  Functionen  von  vier  Veränderlichen 
bilden  kann,  welche  nur  drei  Werthe  haben. 

505.  Die  Erörterung  der  besonderen  Fälle  der  Gleichung 
vierten  Grades  bietet  durchaus  keine  Schwierigkeit  dar.  Die  For- 
meln (6)  oder  (8)  liefern  ohne  Weiteres   folgende  Resultate: 

1".  Wenn  die  Resolvente  zwei  von  Null  verschiedene  gleiche 
Wurzeln  hat,  so  hat  die  vorgelegte  Gleichung  zwei  gleiche  Wur- 
zeln; ihre  beiden  anderen  Wurzeln  sind  von  diesen  und  von 
einander  verschieden. 

2".  Wenn  zwei  Wurzeln  der  Resolvenle  gleich  Null  sind, 
so  hat  die  vorgelegte  Gleichung  zwei  Paare  gleicher  Wurzeln. 

3".  Wenn  die  drei  Wurzeln  der  Resolvente  einander  gleich, 
aber  von  Null  verschieden  sind,  so  hat  die  vorgelegte  Gleichung 
drei  gleiche  Wurzeln. 

4".  Wenn  die  drei  Wurzeln  der  Resolvente  sämmtlich  gleich 
Null  sind,  so  sind  die  vier  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung 
einander  gleich. 

Wenn  die  Coefficienten  p,  q,  r,  s  reell  sind,  so  lehrt  die 
Natur  der  Wurzeln  der  Resolvente  diejenige  der  Wurzeln  der 
vorgelegten  Gleichung  kennen. 

Wenn  die  drei  Wurzeln  der  Resolvente  reell  sind,  und  wenn 
keine  von  ihnen  negativ  ist,  so  geht  aus  den  Formeln  (8)  her- 
vor, dass  die  vorgelegte  Gleichung  vier  reelle  Wurzeln  hat.  Hat 
die  Resolvente  aber  eine  oder  zwei  negative  Wurzeln,  so  sind 
die  vier  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  complex:  Jedoch 
werden  zwei  dieser  Wurzeln  reell  und  gleich,  wenn  die  Resol- 
vente zwei  gleiche  negative  Wurzeln  besitzt.  Da  der  letzte  Term 
der  Resolvente  (5)  niemals  positiv  ist,  so  kann  dieselbe  eine  ein- 
zige negative  Wurzel  nur  in  dem  Falle  haben,  in  welchem  sie 
eine  Wurzel  Null  hat.  Wenn  die  Resolvente  zwei  complexe  Wur- 
zeln besitzt,  so  kann  man  in  den  Formeln  (8)  Y &^  und  /^, 
als  conjugirte  complexe  Grössen  und  Y^^  ^'^  ''^^^  ansehen;  die 
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vorgelegte  Gleichung    hat    dann    offenbar    zwei    reelle    und    zwei 
complexe  Wurzeln. 

506.  Methoden  von  Descartes,  Tschirnaus  und 
Euler.  —  Die  Methode  von  Descartes  besteht  darin,  die  vor- 
gelegte Gleichung  , 

(p  (a:)  =  x^  -\-  px^  -\-  qx"^  -\-  rx  -\-  s  =  0 
mit  der  Gleichung 

(^2  J^fx-\-9)  {x^  +  r^  +  9')=0 
zu   idenlificiren,   deren   Wurzeln   als   bekannt  angesehen    werden 
können. 

Anstalt  die  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  anzu- 
wenden, wie  es  Descartes  thut,  kann  man  ausdrücken,  dass 
x-  -\-  fx  -\-  g  ein  Divisor  des  ersten  Gliedes  der  vorgelegten 
Gleichung  ist.  Zu  diesem  Zwecke  hat  man  (p  {x)  durch  x-  -\-  fx  -^  g 
zu  dlvidiren,  und  die  Coefficienten  des  Restes,  welcher  vom  ersten 
Grade  in  x  ist ,  gleich  Null  zu  setzen.  Man  erhält  auf  diese 
Weise  zwei  Gleichungen  zwischen  den  beiden  Unbckannfen  /"und 
g,  und  diuch  Elimination  von  f  oder  von  g  ergiebt  sich  eine 
Gleichung  6"^"  Grades,  die  man  (No.  99)  leicht  auf  eine  kubische 
Gleichung  reduciren  kann.  Diese  Methode  ist  im  Grunde  von 
den  vorhergehenden  nicht  verschieden;  denn  die  Resolvente,  zu 
der  sie  führt,  unterscheidet  sich  von  derjenigen  von  Lagrange 
nur  durch  den  Factor  2,  durch  welchen  (No.  99)  ihre  Wurzeln 
dividirt  sind. 

Die  Methode  von  Tschirnaus,  welche  die  Gleichung 
x^  -j-  px^  -\-  qx-  -\-  rx  -\-  s  =  0 
durch  Anwendung  der  Transformation 

y  =  a  -f-  hx  -\-  x"^ 

und  durch   passende   Verfügung  über   die   unbestimmten  Grössen 
a  und  b  auf  die  Form 

bringt,  haben  wir  bereits  zur  Genüge  in  No.  191  kennen  gelernt. 
Euler's  Methode    besteht    darin,    y   aus   den   beiden  Glei- 
chungen 

X  =  a  -\^  by  -\-  cy-  -j-  dy"^, 
y*  =  e 

zu  eliminiron    und    die   Endgleichung  in   x  mit   der  vorgelegten 
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Gleichung  zu  identificiren.  Die  Wurzeln  der  letzteren  sind  dann 
durch  die  Formel 

gegeben.  Es  kommt  also  Alles  darauf  an,  die  Werlhe  der  unbe- 
stimmten Grössen  a,  b,  c,  d,  e  zu  ermitteln,  von  denen  eine 
willkürlich  angenommen  werden  kann. 

Ueber  die  algebraische  Auflösung  der  Gleiokungen. 

507.  Alle  Methoden,  welche  man  zur  algebraischen  Auf- 
lösung der  Gleichungen  anzuwenden  versucht  hat,  und  dasselbe 
würde  mit  den  Methoden  der  Fall  sein  müssen,  die  man  noch 
erdenken  könnte,  laufen  darauf  hinaus,  die  Auflösung  der  vorge- 
legten Gleichung  abhängig  zu  machen  von  der  Auflösung  einer 
andern  Gleichung,  welche  leichter  als  jene  zu  lösen  ist,  und 
deren  Wurzeln  Functionen  der  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung 
sind. 

So  kann  man  die  Gleichung  zweiten  Grades  dadurch  auf- 
lösen, dass  man  die  Function  x^  —  ir„  ihrer  beiden  Wurzeln 
bestimmt.  Das  Quadrat  dieser  Function  ist  eine  symmetrische 
Fiuiction,  und  da  deren  Werth  bekannt  ist,  so  erfolgt  die  Auf- 
lösung der  Gleichung  durch  Ausziehung  einer  Quadratwurzel. 

Auf  dieselbe  Weise  haben  wir  ferner  die  Gleichung  dritten 
Grades  auflösen  können.  Wir  bestimmten  den  Werth  einer  Hnea- 
ren  Function  der  Wurzeln  x^  ,  x^^  ,  X2,  nämlich: 

t  =  Xq  -\-  a  x^  -\-  a"^  X2  , 
WO  a  eine  der  complexen  Wurzeln  der  Gleichung  x^  =  1  bezeich- 
net. Die  dritte  Potenz  dieser  Function  kann  durch  die  Substi- 
tutionen der  Wurzeln  .t„  ,  Xi  ,  x^  nur  zwei  verschiedene  Werthe 
annehmen  und  hängt  folglich  von  einer  Gleichung  zweiten  Gra- 
des ab. 

Endlich  haben  wir  die  Gleichung  vierten  Grades  dadurch 
aufgelöst,  dass  wir  den  Werth  einer  der  beiden  Functionen 

i    —   JÜQ  x^    -\-   X^  ^-3 

ihrer  Wurzeln  x^^  ,  x^  ,  x^  ,  x^^  bestimmten. 

Die  erste  dieser  beiden  Functionen  kann  nur  drei  W^erthe 
annehmen  und    hängt  daher  von   einer  Gleichung  dritten  Grades 
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ab,  die  wir  aufzulösen  wissen.  Die  zweite  Function  kann  seclis 
Werthe  annelimen;  sie  ist  daher  von  einer  Gleichung  sechsten 
Grades  abhängig,  die  aber  nur  gerade  Potenzen  der  Unbekann- 
ten enthält  und  deshalb  auf  eine  Gleichung  dritten  Grades  zurück- 
geführt werden  kann.  Wir  haben  gesehen,  dass  die  Resolvente 
in  t  leichter  als  diejenige  in  y  zur  Auflösung  der  vorgelegten 
Gleichung  führt.  Auch  ist  die  daraus  hervorgehende  Auflösung 
der  Gleichung  vierten  Grades  derjenigen  der  Gleichung  dritten 
Grades  völlig  analog.  Die  Function  t  kann  nämlich  in  folgender 
Weise  geschrieben  werden : 

wenn  durch  a  die  reelle  Wurzel  —  1  der  Gleichung  x^  =  1  dar- 
gestellt wird. 

Die  vorstehenden  Resultate  bilden  den  Ausgangspunkt  der 
schon  mehrfach  erwähnten  Untersuchungen  von  Lagrange, 
welche  in  den  Memoires  de  l'Academie  de  Berlin  (1770  u.  1771) 
und  im  Auszuge  in  Lagrange' s  Traitc  de  la  Resolution  des 
equalions  numeriques,  Note  XIII  (3.  Ausgabe  j).  242)  veröffent- 
licht sind.  Lag  ränge  sucht  darin  die  Auflösung  der  Gleichung 
n'*""  Grades,  deren  Wurzeln  x^^  ,  x^  ,  X2  ,  . .  .  ,  a:„_i  sind,  durch 
Anwendung  einer  Function  von  der  Form 

t  =^  X(f  -\-  ax^  -f-  cc'^X2  -f-  •••  +  cc"~^x„^2  -\-  a"~^a:„-i 

auszuführen,  in  welcher  a  eine  Wurzel  der  Gleichung  x"=  l 
bezeichnet. 

Obgleich  diese  Untersuchungen  nicht  zur  Auflösung  der  allge- 
meinen Gleichungen,  deren  Grad  grösser  als  4  ist,  haben  führen 
können  —  eine  Aufgabe,  deren  Unmöglichkeit  jetzt  in  aller 
Strenge  erwiesen  ist  — ,  so  sind  Lagrange's  Entwicklungen 
doch  von  grosser  Wichtigkeit,  und  wir  wollen  sie  deshalb  hier 
vorführen.  Dabei  werden  wir  den  von  Lagrange  selbst  einge- 
schlagenen Weg  verfolgen  und  zunächst  den  Fall  behandeln,  in 
welchem  der  Grad  der  Gleichung  eine  Primzahl,  sodann  den 
Fall,  in  welchem  dieser  Grad  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist.     , 


Grleichungen ,  deren  Grad  eine  Primzahl  ist 
508.     Wir  bezeichnen  mit 

Serrel,  Algebra,    \l,  OA 
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die  n  Wurzeln  einer  Gleichung 

(1).  F  =  0, 

deren  Grad  n  eine  Primzahl   ist,   mit  a  irgend  eine  Wurzel  der 

Gleichung  x"  =  1  und  setzen 

(2).  i  =  Xf^  A;-  aX\    -\-  ^'^ ^1  ~\'  '  '  '  -\~  Ci'^~^SCn-l- 

Wenn  a  nicht  gleich  1  ist,   so  sind  die  Potenzen  von  a,  nämlich 
1  ,  «  ,  «^  ,  .  . .  ,  a''""^ , 

da  n  eine  Primzahl  ist,  die  n  Wurzeln  der  Gleichung  x"  =  1 
und  folglich  von  einander  verschieden.  Die  Function  t  wird 
daher,  wie  wir  schon  in  No.  482  bemerkt  haben,  durch  die 
Substitutionen  der  Wurzeln  1.2.3...  n  verschiedene  Werthe 
annehmen,  also  von  einer  Gleichung  vom  Grade 

1.2  .   .,71 

'abhängen,  die  man  nach  der  Methode  der  No.  180  bilden  kann, 
da  man  die  Zusammensetzung  ihrer  Wurzeln  kennt.  Den  Ent- 
wicklungen der  No.  482  zufolge  lässt  sich  aber  die  Auflösung 
dieser  Gleichung  vom  Grade  1.2.3...n  auf  die  Auf- 
lösung einer  Gleichung  (n  —  l)**"»  Grades  zurückfüh- 
ren, deren  Coefficienten  von  einer  Gleichung  vom 
Grade  1  .  2  .  3  .  . .  (n  —  2)  abhängen. 

Bezeichnet  nämlich  z  der  Reihe  nach  alle  Indices 
0,1  ,2  ,  ...,in  —  l), 
bis  auf  Vielfache  von  n,  die  man  vernachlässigt,   so  ist  die  Aus- 
führung der  cyclischen  Substitution 


an  der  Function  t  gleichbedeutend  (No.  482)  mit  der  Multipli- 
cation  von  t  mit  «,  und  daraus  geht  hervor,  dass  die  Gleichung, 
von  welcher  l  abhängt,  nur  solche  Potenzen  von  i  enthält,  deren 
Exponenten  durch  n  theilbar  sind.  Der  Grad  dieser  Gleichung 
wird  daher  auf  1  .  2  .  3  .  . .  (n  —  1)  erniedrigt  werden,  wenn  man 

&  =  f 
setzt.     Es  seien 

(3).  ©0  ,   0j    ,   ©2  ,    .  .  .  ,   0,_2 

die  Resultate,  die  man  erhält,  wenn  man  in  dem  Ausdrucke 

(4).  0  =  {x^^  ^  aXi  -}-  a'^x.^  +  •  •  •  «"-^^„„i)" 
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a  durch  jede  der  Wurzeln 

<^  ,  ß  ,Y  . 
der  Gleicluing 

a;"  —   l 


0 


X     —   l 

ersetzt. 

In  No.  482  haben  \Yir  gesehen,  dass  wenn  r  eine  primitive 
Wurzel  der  Primzahl  n  bezeichnet,  die  Grössen  (3)  eben  die 
Wertlie  sind,  welche  &  annimmt,  wenn  man  in  dieser  Function 
die  71  —  2  Potenzen  der  cyclischen  Substitution 


(■:) 


ausfiihrt,  und  aus  dieser  Thatsache  zogen  ^^ir  den  Schluss,  dass 
jede  symmetrische  Function  B  der  Grössen  (3)  durch  die  beiden 
cyclischen  Substitutionen 

^z  -f-  r 


keine  Aenderung  erleidet. 

Dies  vorausgesetzt,   kann  jede  beliehige  Substitution  als  das 
Produkt  von   drei  Substitutionen  angesehen   werden,   nämlich  als 

Produkt:  1"  einer  Potenz  von  ('      -};  2*^  einer  Potenz  von  (';), 

welche  den  Index  0  nicht  versetzt;  3''  einer  Substitution,  welche 
keinen  der  beiden  Indices  0  und  1  versetzt.  Die  beiden  ersten 
dieser  Substitutionen  werden  keine  Aenderung  in  2>  hervorbrin- 
gen; man  erhidt  somit  alle  verschiedenen  Werthe  dieser  Func- 
tion, wenn  man  die  1  .  2  .  3  . .  .  («  — 2)  Substitutionen  der  n — 2 
Indices  2,3,...,  (n  —  1)  vollzieht.     Stellt  nun 

(5).    &"-'  +  p,0"-'  +  p^&"-'  H h  P„_20  +  P„-i  =  0 

die  Gleichung  dar,  welche  die  w  —  1  Wertlie  (3)  von  &  zu  Wur- 
zeln hat,  so  hängt  jeder  der  Coefficienten  P^  ,  P^,  u.  s.  w.  von 
einer  Gleichung  vom  Grade  1 .  2  .  3  .  .  .  (n  —  2)  ab,  und  da  man 
die  Zusammensetzung  ihrer  Wurzeln  kennt,  so  kann  man  diese 
verschiedenen  Gleichungen  nach  der  Methode  der  No.  180 
bilden.  Man  erkennt  aber  auf  der  Stelle,  dass  alle  diese 
Coefficienten  P^,  P.^,  ...  nur  von  einer  Gleichung  vom  Grade 
1.2.3...(n — 2)  abhängen.  Dieselben  sind  nämlich  offenbar  ähn- 
liche   Functionen    der    Wurzeln   x^  ,  a:j  ,  .  .  .  ,   Xn—i   der    vorge- 

24* 
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legten  Gleichung,  und  wenn  der  Werth  einer  dieser  Functionen 
gegeben  ist,  so  lassen  sich  die  Werthe  der  übrigen  daraus  ratio- 
nal herleiten. 

Sehen  wir  jetzt,  wie  man  die  Gleichung,  von  welcher  P, 
abhängt,  bilden  und  die  übrigen  Coefficienten  P.,,  P.^,  u.  s.  w.  als 
Functionen  von  Pj  ausdrücken  kann.  Man  berechne  die  Glei- 
chung vom  Grade  1.2.3...  [n  —  1),  welche  alle  Werthe  von  & 
zu  Wurzeln  hat,  unJ  deren  Coefficienten  als  unveränderliche 
Functionen  der  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  rational  durch 
die  Coefficienten  derselben  ausgedrückt  werden  können.  Das  erste 
Glied  dieser  vollständigen  Gleichung  in  0  ist  durch  das  erste 
Glied  der  Gleichung  (5)  theilbar.  Diese  Division  ist  auf  die 
gewöhnliche  Weise  auszuführen,  und  die  n  —  1  Terme  des  Restes 
sind  gleich  Null  zu  setzen.  Die  n  —  2  ersten  der  so  erhaltenen 
Gleichungen  dienen  dazu,  die  Coefficienten  P.^,  P^,  u.  s.  vv.  durch 
Pj  auszudrücken ,  und  wenn  man  die  auf  diese  Weise  gefunde- 
nen Werthe  von  P.^,  P3,  u.  s.  vv.  in  die  {ji  —  1)"'  Gleichung  ein- 
setzt, so  gelangt  man  zur  Gleichung  vom  Grade  1  .2.3...  [n — 2) 
in  P,. 

Die  Anwendung  der  vorstehenden  Theorie  macht  vom  5'"^" 
Grade  an  fast  unausführbare  Rechnungen  erforderlich.  Lagrange 
suchte  dieselben  zu  vereinfachen  und  ersann  in  der  That  einen 
geistreichen  Kunstgriff,  um  die  Coefficienten  der  Gleichung  (5) 
durch  die  Wurzeln  x^,  .r, ,  u.  s.  w.  auszudrücken.  Dies  Verfah- 
ren wollen  wir  jetzt  darlegen. 

Um  den  Ausdruck  von  0  zu  erhalten,  hat  man  die  Grösse 

auf  die  n*"  Potenz  zu  erheben.  Führt  man  diese  Rechnung  aus 
und  drückt  die  Exponenten  von  a  unter  n  hinab,  so  crgiebt  sich 
ein  Resultat  von  der  Form 

(6).  0  =  lo  +  a^,  +  «^i,  H f-  a--n.-v 

Die  Formel  (6)  liefert  die  Werthe  von  Ö,,  ,  0,  ,  .  .  .  ,  &„—2,  wenn 
man  für  a  jede  der  complexen  Wurzeln  a  ,  /3  ,  y  ,  ...  w  der  Glei- 
chung x"  =  1  substituirt.  Ersetzt  man  ferner  a  durch  1 ,  so 
hat  das  zweite  Glied  der  Gleichung  (6)  den  Werth 
(a^o  +  i^i  -f-  •  •  •  -f  x„-.i)"  oder  A"  , 
wenn  A  die  bekannte  Summe  der  Wurzeln  der  vorgelegten  Glei- 
chung (t)  bezeichnet.     Es  ist  dalier 
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0„_2  =    io  +  "^1   +  «'^2  H h  """'  ^«-1- 

Adilirt  man  diese  Gleichungen  und  bezeichnet  die  Summe  der 
Wurzehi  der  Gleichung  (5)  mit  S^,  so  erhält  man  mit  nücksicht 
auf  die  Eigenschaften  der  Wurzeln   a,  ß,  u.  s.  w. 

oder 

S,=n^,  —  A\ 

Allgemein  möge  Sy  die  Summe  der  v^""  Potenzen  der  Wurzeln 
der  Gleichung  (5)  bezeichnen.  Wir  erheben  den  Ausdruck  (6) 
auf  die  v'"'  Potenz,  drücken. die  Exponenten  von  a  unter  «  hinab, 
und  stellen  das  Resultat  durch 

0^  =  ä-)  +  «ä^^  +  «^e»  +  •••  +  ««-^^1 
dar.     Wird  jetzt  a  der  Reihe  nach  durch  1 ,  a,  ß,  .  . . ,  (o  ersetzt 
und  die  Summe  aller  so  erhaltenen  Resultate  gebildet,  so  folgt 

oder 

5j.(v)  jvn 

V      =     ''^0      —    ^     • 

Auf  diese  Weise  kann  man  die  Summen  S.^  ,  S.^  ,  . .  .  ,  S„-i  als 
Functionen  der  Wurzeln  Xq,  x^,  .  .  .,  Xn-^i  darstellen,  und  daraus 
ergeben  sich  \veiler  folgende  Werthe  der  CoefOcienten  Pj  ,  P^, 
u.  s.  w.  der  Gleichung  (5): 

P^=-  {ni,-Ä'), 

P,=-h ^ 2 ' 

__        („^,-A''f         {n^o  -  A")    in^<^^  -  A'")         {>, ^j^^  -  a'" ) 
•'  2.3  '  2  3  ' 

Wir  haben  jetzt  die  Coefficienten  P^ ,  P^  u.  s.  w.  der  Glei- 
chung (5)  durch  die  Wurzeln  Xf^  ,  x^ ,  .  .  .  ,  .t„_i  der  vorgelegten 
Gleichung  ausgedrückt.  Vollführt  man  in  dem  Ausdrucke  eines 
dieser  Coefficienten,  z.  B.  in  demjenigen  von  P^,  alle  mögUchen 
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Substitutionen  der  Wurzeln,  so  erhält  man  nur  1.2.3...  (w — 2) 
verschiedene  Werthe.  Man  kann  auf  diese  Weise  die  Gleichung 
in  Pj  direkt  bilden  und  sodann  nach  dem  oben  dargelegten  Ver- 
fahren die  übrigen  Coefficienten  rational  durch  I\  ausdrücken. 

Wenn  man  nur  ein  Werthsystem  der  Coefficienten  P^  ,  P.^^ 
U.S.W,  kennt  und  die  entsprechende  Gleichung  [n — 1)""'  Gra- 
des in  0  auflösen  kann,  so  ergicbt  sich  daraus  unmittelbar,  wie 
wir  jetzt  zeigen  wollen,  die  Auflösung  der  vorgelegten  Gleichung, 

Unter  der  Voraussetzung,  die  wir  hier  machen,  sind  die 
Grössen  0q  ,  0j  ,  .  . .  ,  &n-i  bekannt,  und  die  Gleichung  (4)  lie- 
fert, wenn  a  ,  /3  ,  7  ,  .  . . ,  w  an  die  Stelle  von  a  gesetzt  wird: 

x^^-\-  c(x^  -f-  a^x.,  +  " ' '  +  «"""^  '"^«-i  =  f  ^%      > 


(7) 


a:„  +  (OX^   -\-  (O^X.,  +   •••   +  ü3"-'^Xn-i.    =    ^  &n    2' 

Ausserdem  hat  man 

.T„    -f-    iT,     +    X.,    -\-    .   .    .-\-    Xn-X    =    Ä. 

Durch  Addition   dieser  Gleichungen   ergiebt  sich  mit  Bezug- 
nahme auf  die  Eigenschaften  der  Wurzeln  «,  /3,  u.  s.w. 

(8).  .r,  =   ^  +.f  Qq  +  r®.  +  •  •  •  +  f  0.-2 , 

n 

Addirt  man  dieselben  Gleichungen,  nachdem  man  sie  beziehungs- 
weise mit  a   ,  ß^  ,  .  .  .  ,  (o    und  1   multiplicirt  hat,  so  folgt 

Da  aber  Nichts  den  Werth  jeder  VVurzelgrösse,  den  man  zu  neh- 
men hat,  bestimmt,  so  ist  das  zweite  Glied  der  Formel  (9)  vom 
zweiten  Gliedc  von  (8)  nicht  verschieden.  Die  11  Wurzeln  der 
vorgelegten  Gleichung  sind  daher  durch  die  eine  Formel 


(10). 


_  ^  +  //©o  +  V&X-] h  f  0«--^ 


71 

gegeben.  Zwar  liefert  diese  Formel  der  Vieldeutigkeit  der  Wur- 
zelgrössen  wegen  n"~^  Werthe  für  x;  die  hieraus  hervoigehende 
Unbestimmtheit  lässt  sich  aber  leicht  beseitigen.  Die  ersten  Glie- 
der der   Gleichungen   (7)   sind   nämlich   ähnliche  Functionen  der 
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Wurzeln  Xj,  a:,,  u.  s.  \v.  Man  kann  also,  wenn  eine  dieser 
Functionen  gegeben  ist,  alle  übrigen  daraus  rational  herleiten. 
So  kann  man  ^©^  ,  yO,^  ,  ...  ,  jye^^_^  rational  (Un-cb  |7 0^^ 
ausdrücken,  und  dann  lielert  die  Formel  (10),  wie  es  auch  der 
Fall  sein  niuss,  nur  7i  Wertbe  für  x. 

Diese  Methode  führt  die  Auflösung  der  Gleichung  ö'""  Gra- 
des auf  die  einer  Gleichung  4'«"  Grades  zurück,  deren  Coeffi- 
cienten  von  einer  Gleichung  6"^"  Grades  abhängen. 


Gleichungen,  deren  Grad  eine  zusanunengesetztö  Zahl  ist. 

509.  Die  vorhergehende  Entwicklung  lässt  sich  auf  die 
Gleichungen,  deren  Grad  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist,  nicht 
anwenden,  und  es  ist  hier  erforderlich,  neue  Betrachtungerj  an- 
zustellen. Die  Methode,  welche  Lagrange  für  diesen  Fall  vor- 
geschlagen hat,  läuft  im  Grunde  darauf  hinaus,  die  vorgelegte 
Gleichung 

(1).  F  =  0, 

deren  Grad  ;m  gleich  dem  Produkte  einer  Zahl  p  in  eine  Prim- 
zahl Ji  ist,  in  >i  Gleichungen  p^^"  Grades  zu  zerlegen.  Zu  die- 
sem Zwecke  ist  nur  die  Auflösung  einer  Gleichung  vom  Grade 

1  .2  .  ..m 
(«  —  1)  n  (1.2...  p)" 

und  die  einer  Gleichung  (n — 1)"^"  Grades  erforderlich,  während, 
wenn  man  die  Zerlegung  nach  der  gewöhnlichen  Methode  aus- 
führen wollte,  eine  Gleichung  vom  Grade 

7n  (m  —  !)...(;«  —  p  -|-  1) 

iT2T7r^ 
aufzulösen  sein  würde. 

Hat  man  die  Gleichung  (1)  in  ti  Gleichungen  jo''^"  Grades 
zerlegt,  so  kann  man  auf  jede  der  letzteren,  falls  p  eine  Prim- 
zahl ist,  die  oben  dargelegte  Methode  anwenden.  Ist  dagegen  p 
gleich  dem  Produkte  einer  Zahl  p^'  in  eine  Primzahl  n,  p  =  «'/>'» 
so  hat  man  jede  Gleichung  p^'^"  Grades  ebenso  wie  die  vorgelegte 
Gleichung  (1)  zu  behandeln  und  dadurch  in  n'  Gleichungen  vom 
Grade  p'  zu  zerlegen,  u.  s.  w.  Betrachten  wir  die  Methode  jetzt 
in  ihren  Einzelheiten. 
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Es  sei  m  =  7ip,  wo  «  eine  Primzahl  bedeutet.     Wir  setzen, 
wie  frülier, 

i  =  Xf^  -\-  ccx^  -]-  ti^ x^  -\-  -  •  •  -\-  ci"^~^ x„t-.x ; 
darin  bezeichnen  a:^  ,  .r^  ,  . .  .  ,  x^-i  die  m  Wurzeln  der  Gleichung 
(1)  und  u  eine  Wurzel  von  x^  ==  1,  die  aber  auch  der  Gleichung 
x^  =  1  angehört.     Da  man  dann  allgemein 

at  +  k  3_  f^k 

hat,    so    lässt    sich   der    vorhergehende  Werth   von   t    folgender- 
massen  schreiben: 

i    =     1*^0    ~T"    "^n      I      ^'^»    "1       *  *  '    "r    '^(/J  — 1)  nj 

-j-    CC  [Xi   -\-  Xn+i  -|-  ir2«  +  l  +   •  •  •   +  OC(jj^i)  „  +  i] 

+ 

+    ««-1  [a;«_i  +  X2n-l  +   •  •  •   +  ^pn-l]  , 

oder 

/    =    Xo  +  «Zj   +  «2^2  +   •  •  •   +  «''-'^n-1  . 

wenn  der  Kürze  wegen 

Xq         =  X^^  -f-  Xn  +   0:2«  +   •  •  •   +  ^(;j-l)« . 

Zj      =  ajj  -f-  ^«+1  +  ^2«+i  +  •  •  •  +  X(p-i)„+i , 


(2) 


gemacht  wird.  Die  Gleichung,  welche  Z^  ,  X,  ,  .  .  .  ,  Z„_i  zu 
Wurzeln  hat,  stellen  wir  durch 

(3).  W  =  0 

dar.  Auf  diese  Gleichung  (3)  können  wir  die  oben  für  die  Glei- 
chungen, deren  Grad  eine  Primzahl  ist,  dargelegte  Methode  an- 
wenden.    Wir  machen  0  =  t" ,  oder 

(4).  0  =   (Z„  +  «X,  +a^Ä\-\ h  «'-^Z„_i)''. 

0  hängt  von  einer  Gleichung  vom  Grade  1.2.3...  {?i — 1) 
ab,  deren  Coefficienten  sich  rational  durch  diejenigen  der  Glei- 
chung (3)  ausdrücken  lassen,  und  wenn  S^  ,  0y  ,  .  .  .  ,  0„_2  die 
n — 1  Werthe  darstellen,  welche  S  annimmt,  wenn  man  a  durch 
die  n  —  1  complexen  Wurzeln  von  x"  =  1  ersetzt,  so  kann  man 
die  Gleichung  {11  ■ — 1)'^''"  Grades  bilden,  welche  diese  fi  —  1 
Werthe   von  0  zu  Wurzeln  hat.  Diese  Gleichung  werde  durch 

(5).     0"-^  +  P,&"-'  +  P,  &"''  -f  ...  +  i>„_20  +  />.__i  =  0 
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(largeslellt,  Ihre  Coefficienten  P^,  P^^  ii.  s.  m.  hängen  von  einer 
einzigen  Gleichung  vom  Grade  1  .  2  .  3  .  . .  (?i  —  2)  ab,  deren 
Coefncienlcn,  wie  früher  gezeigt  wurde,  rational  durch  diejeni- 
gen der  Gleichung  (3)  ausgediückt  werden  können. 

Es  seien  y  irgend  einer  der  Coefficienten  Pj,  P.,,  u.  s.  vv.  und 

(6).  f{y)=0 

die  Gleichung  vom  Grade  1  .  2  .  3  . .  .  (w  —  2),  von  welcher  y 
abhängt.  Die  Coefficienten  dieser  Gleichung  (6)  sind  rational 
durch  diejenigen  der  Gleichung  (3)  ausdrückbar;  die  letzteren 
sind  aber  nicht  bekannt;  vvir  kennen  nur  die  Coefficienten  der 
Gleichung  (1).  Wir  wollen  daher  jetzt  zeigen,  wie  man  eine  Glei- 
chung in  y  bilden  kann,  deren  Coefficienten  durch  die  bekann- 
ten Grössen  ausgedrückt  sind. 

f{y)  ist  eine  Function  von  y,  welche  die  Grössen 

^0  5   ^1    »   •  •  •  »  -^n-l 

symmetrisch  enthält,  und  wenn  man  darin  X^,  Xj,  u.  s.  w.  durch 
ihre  Werthe  (2)  ersetzt,  so  wird  f{y)  eine  ganze,  nicht  symme- 
trische P'unction  der  Wurzeln  x^  ,  x^  ,  .  .  .  ,  Xm~\  der  Gleichung 
(1).     Führen  wir  in  f  [y]   alle  Substitutionen  der  Wurzeln 

aus  und  bezeichnen  die  jtt  verschiedenen  Werthe,  welche  f{y) 
auf  diese  Weise  annimmt,  mit 

f, iy)  ,  fxiy)  ,  •..  .  f^-i [y) , 

so  ist  das  Produkt  aller  dieser  Werthe  eine  symmetrische  Func- 
tion der  Wurzeln  a:„  ,  Xy  ,  ...  ,  x,n-i,  mithin  rational  durch  die 
Coefficienten  der  vorgelegten  Gleichung  ausdrückbar.  Man  hat 
daher  zur  Bestimmung  von  y  die  Gleichung 

(7).  h[y)  fviy)  Afy)  ...  f^.-iiy)  =  0, 

deren  Coefficienten  als  bekannt  angesehen  werden  können. 

Der  Grad  der  Gleichung  (7)  ist  1  .  2  .  3  .  . .  {ti —  2)  x  ii, 
wenn  ft  die  Anzahl  der  verschiedenen  Werthe  bezeichnet,  welche 
f{y)  in  Folge  der  Substitutionen  der  Wurzeln  a,,  ,  .r,  ,  . .  .,x„^i 
annimmt.  Wir  wissen,  dass  diese  Zahl  ft  ein  Divisor  des  Pio- 
dnkts  1  .2  .  S  . . .  m  ist,  und  wenn  man 

1  .2.3...;« 
ft  =  

V 

macht,  so  ist  v  die  Anzahl  der  Substitutionen,  welche  der  Func- 
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lioii  f  {y)  angehören.  Nun  erleidet  f{y)  keine  Aenderung,  wenn 
man  die  Wurzeln,  welche  in  einein  der  Ausdrücke 

Xo ,  ^1  ,  .  .  .  ,  X„_i 

enthalten  sind,  und  ebenso,  wenn  man  die  Ausdrücke  X,,  ,X, , 
u.  s.  w.  selbst  gegeneinander  vertauscht.  Jede  Substitution  dage- 
gen, welche  einige  der  in  Xj ,  oder  in  X^,  oder  u.  s.  w.  enthal- 
tenen Wurzeln  in  eine  andere  dieser  Functionen  einführt,  ändert 
oftenbar  die  Function  f{y].     Daraus  ergiebt  sich  leicht,  dass 


(1  .  2  .  3  . .  .  /))''  .  (1  .  2  . 


folglich 


1.2.3 


[1  .  2  .  3...  n)  (1.2.3.../))» 
ist.     Der  Grad  der  Gleichung  (7)  ist  daher 

^.•^•"■•■("-^)(i.2.3';.'.hv:2'...,); 

oder 

1.2.3.../« 


(n—  1)  H  (1  .  2  .  3  ...p)» 


was  mit  dem  in  No.  427  bewiesenen  Satze  (Zusatz  II)  überein- 
stimmt. 

Kennt  man  eine  einzige  Wurzel  der  Gleichung  (7),  so  erhält 
man  ein  Werthsystem  der  Coefficientcn 

der  Gleichung  (5).  Diese  Goefficienten  sind  nämlich  ähnliche  Func- 
tionen der  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung,  und  können  folg- 
lich rational  durch  irgend  einen  von  ihnen  und  die  bekannten 
Grössen  ausgedrückt  werden. 

Wir  haben  jetzt  die  Gleichung  (5)  aufzulösen,  die  nur  vom 
Grade  n — 1  ist.  Ist  dies  geschehen,  so  erhält  man  leicht  die 
Wurzeln  der  Gleichung  (3).     Es  seien  nämlich 

0,  ,  ©i  ,  ©2  ,  •  .  •  .  ®n-2 
die  n  —  1  Wurzeln  der  Gleichung  (5).      Da  diese  Werthe  von  0 
genau  dieselben  sind,  wie  diejenigen,  die  sich  aus  der  Gleichung 
(4)   ergeben,   wenn   darin   «   durch  jede  der  complexen  Wurzeln 
von  x"  =  1  ersetzt  wird,  so  hat  man 
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X„  +  ciX,  +  «2x,  H h  ««-1  X„-t  =  p% , 

.r„  +  to.r,  +  w-A',  +  •  •  •  +  ««-'  x«_i  =  }/&„Zi .     - 

Ausserilein  ist  die  Summe  der  Wurzeln  A'i,  X^  ,  ...  ,  Xn  bekannt, 
da  sie  nichts  Anderes  als  die  Summe  der  Wurzeln  0:^,0:1,...  ,a:,„_i 
ist.     Wird  diese  Summe  also  mit  A  bezeichnet,  so  hat  man 

X„  +   X,    +   ^2   H h   Xn-X    =    Ä. 

Aus  den  vorhergehenden  Gleichungen  erhält  man  folgenden 
allgemeinen  Ausdruck  der  Wurzein  X^  ,  X^  ,  u.  s.  w. : 

n 
Es  erübrigt  jetzt  noch,  die  Wurzeln  a:„,  x^,  u.  s.  w.  selbst  zu 
ermitteln.  Zu  diesem  Zwecke  haben  wir  die  Gleichung  zu  be- 
trachten, deren  Wurzeln  diejenigen  Wurzeln  der  vorgelegten 
Gleichung  sind,  welche  die  Summe  X^^,  oder  Zj,  oder  u.  s.  w., 
z.  B.  X„  haben.     Diese  Gleichung  sei 

xP  —  X„a:^i  -}-  Q.,xP-''  H [-  Qp-iX  -{-  Qp  =  0. 

Ihr  erstes  Glied  ist  ein  Divisor  des  ersten  Gliedes  V  der  vorge- 
legten Gleichung.  Man  hat  diese  Division  auf  die  gewöhnliche 
Art  auszuführen,  und  die  p  Terme  des  Restes  gleich  Null  zu 
setzen.  Die  p—1  ersten  der  so  erhaltenen  p  Gleichungen  drücken 
{>2,  0-^,  u.  s.  w.  durch  X^,  aus,  und  die  letzte  ist  sodann  von 
selbst  erfüllt.  Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  Q^,  Q^,  u.  s.  w.  ratio- 
nal durch  .¥„  ausgedrückt  werden,  da  alle  diese  Functionen  ähn- 
lich sind.  Man  erhält  also  endljch  durch  dieses  Verfahren  die 
n  Gleichungen  p^^"  Grades,  in  welche  die  vorgelegte  Gleichung 
zerlegt  werden  kann. 

Dies  ist  der  Punkt,  bis  zu  welchem  die  Arbeiten  von 
Lagrange  die  Frage  nach  der  algebraischen  Auflösung  der 
Gleichungen  geführt  haben.  Die  Resolvente  hat  uns  die  Auflö- 
sung der  Gleichungen  dritten  und  vierten  Grades  geliefert.  Sie 
ist  aber  von  keinem  Nutzen  für  die  allgemeinen  Gleichungen, 
deren  Grad  grösser  als  4  ist;  die  .Auflösung  der  letzteren  ist  ja 
auch  jetzt  als  unmöglich  nachgewiesen.  Wir  werden  jedoch  später 
sehen,  dass  die  Betrachtung  der  Resolvente  von  Lagrange  zur 
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algebraischen    Auflösung    einer    sehr    umfangreichen   Classe    von 
Gleichungen  beliebiger  Grade  führt. 

Um  dieselbe  Zeit,  zu  welcher  Lagrange  in  Berlin  die 
Abhandlung  veröffentlichte,  deren  wichtigste  Resultate  wir  im 
Vorstehenden  dargelegt  haben,  beschäftigte  sich  Vandermonde 
mit  derselben  Frage  und  legte  der  Pariser  Akademie  der  Wis- 
senschaften eine  schöne  Arbeit  vor,  in  welcher  er  durch  ganz 
andere  Betrachtungen  zu  denselben  Resultaten  wie  Lagrange 
gelangt.  Wir  müssen  uns  darauf  beschränken,  auf  Vander- 
monde's  in  den  Memoires  de  l'Academie  des  Sciences  de  Paris 
(1771)  abgedruckte  Arbeit  zu  verweisen. 


Zweites  Kapitel. 

lieber  die  Uumöglichkeit,  allgemeine  Grleichuugeii,  deren 
Grad  grösser  als  4  ist,  algebraisch  anfznlösen. 


Algebr  ais  ehe  Functionen. 

510.  Die  im  vorigen  Kapitel  angestellten  Betrachtungen 
führen  uns  zu  dem  Ghuihen,  dass  es  unmöglich  sei,  die  allge- 
meinen Gleichungen,  deren  Grad  grösser  als  4  ist,  algebraisch 
aufzulösen.  Abel  gelanges,  diese  Unmöglichkeit  in  aller  Strenge 
zu  beweisen.  Seine  Methode  wurde  später  von  Wantzel  in 
einigen  Punkten  noch  vereinfacht. 

Eine  Gleichung  algebraisch  lösen  heisst  eine  algebraische 
Function  der  Coefficienten  bilden,  welche,  für  die  Unbekannte 
substituirt,  der  Gleichung  identisch  genügt.  Um  also  zu  erken- 
nen, ob  eine  Gleichung  algebraisch  lösbar  sei  oder  nicht,  hat 
man  zuerst  die  allgemeine  Form  der  algebraischen  Functionen 
zu  Studiren.  Aus  den  Ergebnissen  dieser  Betrachtung  wird  die 
Unmöglichkeit,  die  angegebenen  Gleichungen  algebraisch  zu  lösen, 
leicht  hervorgehen. 

Es  seien 

*^l   '  '^i  >  "^^  )   •  •  •  >  '^k 

k  beliebige  unabhängige  Grössen  und  v  eine  Function  derselben. 
Die  Function  v  ist  algebraisch,  wenn  man  sie  aus  .t,  ,  x^, 
u.  s.  w.  durch  eine  endliche  Anzahl  der  folgenden  Operationen 
bilden  kann:  P  Addition  oder  Subtraction;  2'*  Multiplication ; 
3"  Division;  4^  Ausziehung  von  Wurzeln,  deren  Exponenten  Prim- 
zahlen sind.  Wir  zählen  die  Erhebung  auf  ganze  Potenzen  und 
die  Ausziehung  von  Wurzeln,  deren  Exponenten  zusammenge- 
setzte Zahlen  sind,  nicht  mit  auf,  weil  diese  Operationen  in  den 
erwähnten  offenbar  enthalten  sind. 
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Oanze  Functionen. 

511.  Wenn  die  Function  v  durch  die  beiden  ersten  der 
oben  angegebenen  vier  Operationen  gebildet  werden  kann,  so 
heisst  sie  eine  rationale  und  ganze  oder  einfach  eine  ganze 
Function. 

Wir  bezeichnen  mit 

/  [x^  ,  x^  ,  x.^  ,  .  .  .) 

eine  Function,  v\ eiche  durch  eine  Summe  einer  beschränkten 
Anzahl  von  Termen  der  Form 

j      m,       »Wo 

ausgedrückt  werden  kann,  wo  A  eine  Conslaiite  und  m, ,  m^, 
u.  s.  w.  ganze  positive  Exponenten  bedeuten.  Die  mit  /"bezeich- 
nete Operation  liefert  der  vorstehenden  Definition  nach  eine  ganze 
Function,  und  man  kann  allgemein  alle  ganzen  Functionen  da- 
durch entstanden  denken,  dass  diese  Operation  eine  beschränkte 
Anzahl  Male  wiederholt  wird.  Sind  v^,  v^,  u.  s.  w.  Functionen 
von  x^,  x^,  u.  s.w.,  welche  dieselbe  Form  wie  f  haben,  so  ist 
offenbar  auch  die  Function 

von  derselben  Form.  Ausserdem  ist  f  [vi  ,  V2  ,  -  •  -)  der  Ausdruck 
der  Functionen,  die  durch  zweimalige  Ausführung  der  Operation 
f  {x^  ,  x.y  ,  . . .)  entstellen.  Daraus  geht  hervor,  dass  man  ein 
Resultat  von  derselben  Form  erhält,  wenn  man  diese  Operation 
beliebig  oft  wiederholt,  und  dass  jede  ganze  Function  von  x^,x.,, 
u.  s.  w.  durch  eine  Summe  von  Termen  der  Form 


j    -,'''1      ' 

A.  X^      X^ 


ausgedrückt  werden  kann. 


nationale  Functionen. 

512.  Eine  Function  v  der  Grössen  a:,  ,  x.^  ,  x.^  ,  . .  .  heisst 
rational,  wenn  sie  durch  die  drei  ersten  der  oben  angegebenen 
vier  Operationen  gebildet  werden  kann. 

Sind 

f  (.rj  ,x.;^,x^,...)  ,  F  [Xi  ,  x^  ,  X.  ,  .  .  .) 

zwei  ganze  Functionen,  so  ist  der  Quotient 
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/    (^1  ^  ^2  1  '^3  1    •  •  •) 
F{Xi  ,  a?2  ,  3^3  ,  .  .  .) 

ein  besonderer  Fall  der  gebrochenen  rationalen  Functionen,  und 
man  kann  jede  rationale  Function  durch  mehrmalige  Wieder- 
holung der  vorhergehenden  Operation  entstanden  denken.  Bezeich- 
nen aber  v^,  v^,  u.  s.  w.  mehrere  Functionen  von  der  Form 

/•  (a-,  ,  a?2  ,  . . .) 


so  kann  die  Function 


*F{Xi  ,  a?2  ,  .  . .) 
f{vi  ,1^2,  ...) 


F  K  ,  V2  ,  .  . .) 

offenbar  auf  dieselbe  Form  reducirt  werden.     Daraus  folgt,    dass 
jede  rationale  Function  sich  auf  die  Form 

f  {Xx  ,  Xz  ,  . .  .) 

F{xi,xz,  ..  .) 
bringen  lässt,  wo  f  uiid  F  ganze  Functionen  bezeichnen, 

Eintli eilung  der  nicht  rationalen  algebraischen  Functionen. 

513.     Es  sei 

f  (o:,  ,0^2,...) 

eine  beliebige  rationale  Function.     Offenbar  wird  man  jede  alge- 
braische Function  dadurch  erhalten,  dass  man  die  mit  f  bezeich- 

»I  / — 
nete  Operation  mit  der  mit   //    bezeichneten,    wo  m   eine  Prim- 
zahl  ist,    verbindet.     Bezeichnen   also  p^,  p^,   u.  s.  w.   rationale 
Functionen  von   otj  ,  x.,,   u.  s.  w. ,   ferner  n^,  n^,    u.  s.  w.   Prim- 
zahlen, und  macht  man 

p  =  f  [x^  ,  x.^  ,  .  .  .  /j/      ,  j/p^  ,...), 

so  ist  //^  die  Form  der  algebraischen  Functionen,  in  welchen  die 
mit  7/    bezeichnete  Operation   sich  nur  auf  rationale  Functionen 

bezieht.     Die  Functionen  von  der  Form  p'  werden  wir  mit  Abel 
algebraische  Functionen  erster  Ordnung  nennen. 

Sind  p{,  P2  ,   u,  s.  w.    algebraische   Functionen   erster   Ord- 
nung und  w/,  w/,  u.  s.  w.  Primzahlen,  so  ist 

p    =  f{x^  ,x^,  ...,yp^  ,  j/p^,  .  ..,7//),.  r/p^ ) 
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die  allgemeine  Form  der  algebraisclien  Funclionen,  in  denen  die 

mit  7/    bezeicluiele   Operation    slcli    nur  auf  rationale   oder   auf 

Functionen  erster  Ordnung  bezieht.  Die  Functionen  von  der  Form 
p"  sollen  algebraische  Functionen  zweiter  Ordnung 
genannt  werden. 

Bezeichnen  ferner  p",  p.^',  u.  s.  w.  algebraische  Functionen 
zweiter  Ordnung  und  «/',  71.^',  u.  s.  w.  Primzahlen,  so  ist 

p  =  f[x^, x^  —  >y Pi^'- -^y p\,---,y Pi ,  ■  ■-) 

die  allgemeine  Form   der   algebraischen  Functionen,    in   welchen 

die  mit   7/    bezeichnete  Operation  sich  nur  auf  rationala  und  auf 

Functionen  der  beiden  ersten  Ordnungen  bezieht.  Die  Functio- 
nen von  der  Form  p"'  sollen  algebraische  Functionen  dritter 
Ordnung  heissen. 

So  fortfahrend  gelangt  man  zu  den  algebraischen  Functionen 
4^6',  5'^''^  .  .  .  ,  jit*°''  Ordnung,  und  es  liegt  auf  der  Hand,  dass 
der  allgemeine  Ausdruck  der  Functionen  lu,*^^'  Ordnung  der  allge- 
meine Ausdruck  der  algebraischen  Functionen  ist. 

Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich,  dass  eine  algebraische 
Function  f*'"  Ordnung  v  von  der  Form 

V  =  f  [ry  ,  r.^  ,  .  .  .  ,  'j/pi  ,  ^/?2 ) 

ist;  darin  bezeichnen  f  immer  eine  rationale  Function,  py,  p.^,  ... 
Functionen  {(i  —  1)^"'  Ordnung,  ny,n.y,  ...  Primzahlen,  und  r, , 
r, ,  ...  Functionen,  deren  Ordnung  gleich  (i — 1  oder  kleiner 
als  fi  —  1  ist. 

Man    kann   offenbar    voraussetzen,    dass   keine    der  Wurzel- 

grössen    yp^  ,  V  Pi  ,  .  ■  ■    rational    durch    die    übrigen    Wurzel- 
grössen  und  die  Grössen  rj ,  ?'2  .  •  •  •  ausdrückbar  sei.     Wäre  dies  * 
nämlich  mit  der  Grösse  7//?,  der  Fall,  so  würde  man  durch  Ein- 
setzung ihres  Werthes  in  den  Ausdruck  von  v  einen  Werlh 

t,  =  /■  (rj  ,  r.^ ,  .  . . ,  j/p^ ) 

erhalten,  welcher  von  derselben  Form  wie  der  vorhergehende, 
aber  einfacher  als  dieser  wäre,  da  er   ///),  nicht  enthielte.  Wenn 
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in  gleicher  Weise  eine  der  übrig  gebliebenen  Wurzelgrössen  ratio- 
nal durch  die  übrigen  Wurzelgrössen  und  die  Grössen  r^  ,r.^,... 
ausgedrückt  Averden  könnte,  so  könnte  man  dieselbe  aus  dem  Aus- 
drucke von  V  entfernen,  der  übrigens  die  alte  Form  behalten 
würde,  und  wenn  man  so  fortfahren  könnte,  bis  alle  Wurzel- 
grössen J^j)^  ,  yp2  ,  .  . .  eliminirt  wären,  so  würde-,  die  Ordnung 
der  Function  v  auf  (i  —  1  reducirt  sein. 

Wenn  also  die  Function  p  wirklich  von  der  jtt"^"  Ordnung 
ist,  so  darf  man  voraussetzen,  dass  die  Anzahl  der  W^urzelgrösson 

}^P\  '  Vp2  »  ••  •  Ijereits  möglichst  klein  gemacht  ist,  dass  es  also 
unmöglich  ist,  eine  dieser  Grössen  als  rationale  Function  der  übri- 
gen und  der  algebraischen  Functionen  niedrigerer  Ordnung  aus- 
zudrücken. Bezeichnet  dann  m  die  Anzahl  dieser  aus  algebraischen 
Functionen  (ft — 1)*<"^  Ordnung  zu  ziehenden  Wurzeln,  so  sagen 
wir,  die  Function  v  sei  von  der  f***^"  Ordnung  und  vom  m*^^"  Grade. 

Nach  dieser  Defmition  ist  eine  Function  jia*'"'  Ordnung  und 
nullten  Grades  nichts  Anderes,  als  eine  Fimction  (jn — 1)'^'  Ord- 
nimg, und  eine  Function  nullter  Ordnung  eine  rationale  Function. 

Wir  sehen  somit,  dass,  wenn  v  eine  algebraische  Function 
ft"''  Ordnung  und  w^""  Grades  bezeichnet,  allgemein 

ist,  wo  f  eine  rationale  Function,  p  eine  algebraische  Function 
(ju, —  l)*"""  Ordnung,  n  eine  Primzahl,  und  r^  ,  r.^  ,  .  .,.  Functionen 
ft'^'^'  Ordnung,  aber  (w  —  1)"^""  Grades  bezeichnen.  Ausserden> 
kann  man  nach  dem  Vorhergehenden  immer  voraussetzen,  dass 
es  unmöglich  ist,  f^p  rational  durch  r^  ,  r.^  ,  .  .  .  auszudrücken. 


Allgemeine  Form  der  algebraischen  Functionen. 

514.  Im  vorstehenden  Ausdruck  von  v  bezeichnet  f  eine 
rationale  Function  der  Grössen  r^  ,  r^  ,  .  .  .  ,  j/p.  Jede  rationale 
Function  mehrerer  Grössen  kann  aber  als  Quotient  zweier  ganzen 
Functionen  dargestellt  werden.     Wir  können  daher 

'P{ri,r2,  ...  ,  t/p) 

1>  =  — Ä7= 

i/>  (rj  ,  rg  ,  . .  .  ,  yp) 

setzen,  worin  (p  und  i/^  ganze  Functionen   bezeichnen.      Ordnet 
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man  cp  und  ip  nach  Potenzen  von  f/p  oder  p"  ,  so  erhält  man 
für  V  einen  Werth  von  der  Form 

LI.  iL 

V  = T 1 V  =  Y' 

vio  Sq  ,  s^  ,  . . .  ,  Sy ,  Iq  ,  t^  ,  . . .  ,  iv'  ganze  Functionen  von  r^  ,r.^,  ... 
sind. 

Es  sei  nun  u  eine  compiexe  Wurzel  der  Gleichung 

a«=  1. 

1 

Wir  bezeichnen  die  n  —  1  Werthe,   welche  entstehen,   wenn  p" 

in  T  der  Reihe  nach  durch 

i.  i-  JL  i. 

ersetzt  wird,  mit 

J|   ,    J-^  •    •   •   •    »     J-n—\> 

und  multipliciren  beide  Terme  des  Werthes  von  w  mit  T^T^...  r„_i ; 
es  ergiebt  sich 

Das  Produkt  TT^T^  .  .  .  Tn—i  kann  ollenbar  durch  eine  ganze 
Function  von  /?  ,  rj  ,  rj  ,  ...  ausgedrückt  werden ;  es  ist  daher 
eine  algebraische  Function  j«,''^'"  Ordnung,  deren  Grad  liöcbstens 
m  —  1  ist;  wir  wollen  diese  Function  mit  u  bezeichnen.  Ebenso 
ist  das  Produkt  ST^T^  ...  T„-i  eine  ganze  Function  von  r^  ,  rj , . . . 
und  j/p;  wir  stellen  den  Werth  dieser  Function  durch 

UxP    +  u^P    H \rUiP 

dar  und  erhalten 

LI.  L 

^    '/0  +  ^lP"+»^2P"+---  +  ».p"^ 
U 

oder  einfach 


<1\P    +  92P    H h  ^,-P  . 

?<       u 
bezeichnen  hier  rationale  Functionen  von  p  und  r,  ,  r^  ,  .  .  .    Aus 


wenn  q^  ,  q^  ,  • .  .  statt  —  >  -^ .  •  •  •  geschrieben  wird;  q^  ,  q\  ,  ... 
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dem  vorhergehenden  Ausdrucke  von  v  kann  man  die  Potenzen  von 
1 

p" ,  deren  Exponenten  grösser  als  n  —  1  sir\d,  entfernen.  Be- 
zeichnet nämlich  J  eine  Zahl,  welche,  durch  n  dividirt,  den  Quo- 
tienten g  und  den  Rest  7i  liefert,  so  hat  man 

p    =  py  .p  ^ 

und  mittels  dieser  Formel  kann  man  v  auf  die  Form 

1.             —  !^ 

(1).  V  =  q(^-\-  q^p"  +  5^2^"  -j f-  g^^_^p  " 

bringen ;  darin  sind  ^q  ,  qi  ,  ■  ■  -  ,  q„_^  immer  noch  rationale  Func- 
tionen von  p  ,  r,  ,  Tj  ,  . . .  ,  folglich  algebraische  Functionen  m"^"^ 
Ordnung,   deren  Grad   höchstens  m  —  1  ist;   ausserdem  sind  sie 

so  beschaffen,  dass  es  unmöglich  ist,  p"  rational  durch  die  Grös- 
sen auszudrücken,  von  denen  sie  abhängen. 
In  dem  Ausdrucke  (1)  von  v  kann 

?i  =  1         , 
vorausgesetzt  werden.      Um   dies  zu  beweisen,   nehmen   w'w  zu- 
nächst an,  q^  sei  von  Null  verschieden  und  setzen 

woraus 

/>  =  ^  und  p''  =  ^'" 
folgt.     Dann  geht  der  Ausdruck  von  v  über  in 


«72        «       I  I      7n-l 


n—1 


oder  einfacher  in 

^  2^  H— 1 

(2).  V  =  q^-^-  p"  -^  q^p"  H \-  q^_^p  "  , 

wenn  p  statt  p^  und  q^  ,  q^  ,  •  •  •  statt  ^  >  %  ,  .  .  .  geschrieben 
wird. 

In  diesem  neuen  Ausdrucke  (2)  von  v,  welcher  aus  (1)  da- 
durch hervorgeht,  dass  man  y,  =  1  macht,  bezeichnen  die  Grös- 
sen 5'o  .  ^2  »  •  •  •  ittiwiei'  noch  algebraische  Functionen  /u,'^'  Ordnung 
und  [m  —  1)'«"  Grades. 

25*    . 
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Wir  nehmen  jetzt  an,  in  dem  Ausdrucke  (l)  von  v  sei  q^  =  0, 
bezeichnen  mit  q^^  eine  der  Grössen  q^  ,  q^  ,  •  .  •  ,  die  von  Null 
verschieden  ist,  und  setzen 

;>i  =  !/"/; 

daraus  ergiebt  sich 

a  ka 

Da  n  eine  Primzahl  und  k  kleiner  als  n  ist,  so  lassen  sich  immer 
zwei  ganze  Zahlen  a  und  |3  von  der  BeschalTenheit  ermitteln,  dass 

kcc  —  jtß  =  l 

ist,   worin  X  eine   beliebig  gegebene  Zahl   bezeichnet.     Dann  hat 

man 

^  A 

n  „     ß      71 

Pi     =    ?"/>    P     ' 

mithin 

•   A  a 

P       =    9^."P    Ppy    ■ 

Im  Besonderen  und  der  Voraussetzung  nach  ist 

p    =  ^  ' 

Die  beiden  letzten  Formeln  gestatten  es,   in   den  Werth  (1)  von 

V  statt  der  Potenzen  von  p"  diejenigen  von  p"  einzusetzen.    Durch 

diese  Substitution  wird  offenbar  die  Form  von  p  nicht  verändert; 
1 

dagegen  erhält  p"  die  Einheit  als  Coefficienten ;  denn  in  dem  ur- 

k 

sprünglichen  Ausdrucke  von  v  hat  p"  den  Coefficienten  q^^.  Die 
Ergebnisse  unserer  bisherigen  Betrachtung  lassen  sich  in  folgen- 
den Satz  zusammenfassen : 

Lehrsatz.  —  Jede  algebraische  Function  /u,*^''  Ord- 
nung und  m""*  Grades  kann  auf  die  Form 

A  A  "-1 

V  =  %+  p  -\-  fhP  -\ r  i„-iP 

gebFBcht  werden;  darin  sind  n  eine  Primzahl,  q^^  ^  q.^, 
u.  s.  w.   algebraische   Functionen  (***""  Ordnung,    aber 
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[m — 1)''^"  Grades,  endlich  p  eine  Function  [^ — 1)'"' 
Ordnung,  deren  n*°  Wurzel  nicht  rational  durch  die 
Grössen  q^^ ,  q^,  u.  s.  vv.  ausgedrückt  werden  kann. 


Eigenschaften  der  algebraisolien  Functionen,  welche  einer 
gegebenen  Gleichung  genügen. 

515.  Wir  müssen  uns  hier  die  in  Nr.  100  gegebenen  De- 
finitionen in's  Gedächtniss  zurückrufen. 

Betrachtet  man  ein  ganzes  und  rationales  Polynom 

X'"  -\-  a,  .T"'-i  -f-  a^x""-^  +  •  •  • » 

dessen  Coefficienten  «,  ,  öj  »  •  •  •  gegebene  commensurabele  Zah- 
len sind,  so  helsst  jeder  Divisor  des  Polynoms,  dessen  Coefficien- 
ten commensurabel  sind,  ein  commensurabeler  Divisor. 

Wenn  allgemeiner  die  Coefficienten  a^ ,  a.^  ,  ■  •  .  des  Polynoms 
rationale  Functionen  irgendwelcher  als  bekannt  angesehenen  Grös- 
sen sind,  so  heisst  jeder  Divisor  der  Polynoms,  welcher  rationale 
Functionen  der  bekannten  Grössen  zu  Coefficienten  hat,  ein  com- 
mensurabeler Divisor. 

In  allen  Fällen  nennt  man  eine  Gleichung  irreductibel, 
wenn  ihr  erstes  Glied  keinen  commensurabelen  Divisor  zulässt. 

In  der  allgemeinen  Gleichung  beliebigen  Grades,  deren  Coef- 
ficienten unbestimnit  sind,  sind  die  Coefficienten  selbst  die. be- 
kannten Grössen;  diese  Gleichung  ist  nothwendig  irreductibel. 

Dies  vorausgesetzt,  sei 

(1).       x'"  -\-  a^x""-^  +  a^x"'-^  -\ f-  a^^ix  +  a„,  =  0 

eine  Gleichung  »t*'="  Grades,  deren  Coefficienten  als  rationale  Func- 
tionen der  bekannten  Grössen  angesehen  werden,  und  es  werde 
angrnommen,  die  Gleichung  sei  algebraisch  auflösbar. 

Nach  der  oben  gegebenen  Einth^ilung  der  algebraischen 
Functionen  kann  man,  wenn  die  Wurzel  x  eine  algebraische 
Function  fi^'^'^  Ordnung  der  bekannten  Grössen  ist, 

i.            —  ^ 

(2).  X  =  qt)  -{-  p"  -jr  q^p""  -I f-  q^_^p  " 

setzen;  darin  bezeichnet  n  eine  Primzahl  und  p  eine  Function 
(f*  —  1)^*"^  Ordnung;  die  Grössen  S'o  »  5'2  »  •  •  •  »  ä'„_i  können  von 
der  {i}'^^  Ordnung,  aber  ihr  Grad  muss  kleiner  als  derjenige  von 
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X  sein.  Endlich  dürfen  wir  voraussetzen,  es  sei  unmöglich,  p" 
rational  durch  p  ,  q^  ,  q-i  >  •  - '  auszudrücken. 

Wird  dieser  Ausdruck  (2)  von  x  in  der  Gleichung  (1)  ein- 
gesetzt, so  erhält  man  ein  Resultat ,  welches  offenbar  auf  die 
Form 

1  2  n-l 

(3).  ro  +  r^p"  +  r.^p"  -\ \-  r„-yp  "    =  0 

reducirt  werden  kann;  darin  bezeichnen  ^o  »  ^i  '  ^2  >  •  •  •  »  ^«-1 
rationale  Functionen  der  Grössen  p  ,  q^  ,  q^  ,  -  •  .  ,  qn—\-  Wir  be- 
haupten nun,  die  Gleichung  (3)  erfordere,  dass  man  zu  gleicher 

Zeit 

r^  =  0  ,  r^  =  0  ,  rj  =  0  ,  .  .  .  ,  r„_i  =  0 

habe.  Im  entgegengesetzten  Falle  würden  nämlich  die  beiden 
Gleichungen 

2«  _p  =  0, 

ro  +  rjz  -f-  r^z^  +  •  •  *  +  r„_i2«-i  =  0 

eine  oder  mehrere  Wurzeln  gemeinschaftlich  haben.  Wäre  k  die 
Anzahl  dieser  Wurzeln,  so  könnte  man  eine  Gleichung  ^"="  Gra- 
des bilden,  deren  Wurzeln  diese  k  gemeinschafllichen  Wurzeln, 
und  deren  Coefficienlen  rationale  Functionen  von  p,  (^o»  S'a»  •••»  In-i 
wären.     Diese  Gleichung  sei 

und  es  bezeichne 

^o  +  ^i^  +  '2^'H \-U^' 

einen  irreductibelen  Divisor  ihres  ersten  Gliedes,  dessen  Coefficien- 
ten  ^  ,  t^,  .  . .  ,  ti  rationale  Functionen  von  p ,  q^ ,  q^ ,  . . . ,  q^^_^ 
seien.     Die  Gleichung 

(4).  ^0  +  h^  +  ^2^'  H (-  ^i^'  =  0 

hat  alle  ihre  Wurzeln  mit 

(5).  2»  —  ;,    =   0 

gemeinschaftUch ;    ausserdem    ist   der   Grad   i  der  Gleichung   (4) 

j^ 

wenigstens  gleich   2,    da   man    sonst  2  oder  p"  rational    durch 

P  '  Ö'o  »  5'2  '  •  •  •  '  2'n-i  ausdrücken   könnte.     Bezeichnet  daher  z 

irgendeine  Wurzel  von  (4),  a  eine  Wurzel  der  Gleichung 

«"  ==  1, 
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SO  hat  die  Gleicliimg  (4)  wenigstens  noch  eine  Wurzel  von  der 
Form  az.     Die  Gleichung  (4)  hat  also  eine  Wurzel  mit 

(6)  /o^+  t^az  +  t^a^z"^  +  •  •  •  +  hoi'z'  =^  0, 

und  folglich  auch  mit  der  Gleichung 

(7).      (1  —  a')  /„  +  (ß  —  »»)  ^1  z  -| 1-  (a'-i  —  a'j  ti^iz'-^  ==  0 

gemeinschaftlich,  welche  letztere  dadurch  entsteht,  dass  man  die 
mit  «'  multiplicirte  Gleichung  (4)  von  (6)  subtrahirt.  Die  Gleichung 
(4)  wird  aber  als  irreductibel  vorausgesetzt;  sie  kann  mithin  keine 
Wurzel  mit  der  Gleichung  (7),  die  von  einem  niedrigeren  Grade 
als  (4)  ist,  gemeinschaftlich  haben.  Daraus  geht  hervor,  dass  man 
nolhwendig 

r^,  =  0  ,  r|  =  0  ,   ...   .   r^-i  =  0 
haf. 

Der  letzten  Gleichungen  wegen  wird  der  Ausdruck  (2)  von  x 

1 

der  vorgelegten  Gleichung  (1)  noch  geniigen,  wenn  darin  für  p" 
jeder  der  n  Werthe 

1         LI.  _L 

p     ,  ap     ,  ßp    ,  .  .  .  ,  (op 

substituirt  worden  ist;  1  ,  a  ,  ß  ,  . . .  ,  ca  bezeichnen  die  «'^"  Wur- 
zeln der  Einheit.  Man  erhält  auf  diese  Weise  n  Wurzeln  der 
Gleichung  (1),  die  wir  durch 

/y»  /y»  /y» 

«*'  i       f       *C  n       y       a      •      •       y      »^  f^ 

darstellen,  und  deren  Werthe  folgende  sind: 

p   +  (I2P   -\ r  ^„-iP    ' 

i_  1.  !i~^ 

^^■i  =  Qi)  +  «P"  +  ^^92?"  +  •  •  •  +  ^"~^9„_iP  "  . 

il                              2                                                                n— 1 
• 1 

Diese  Wurzeln  sind  von  einander  verschieden;  denn  wenn  zwei 
derselben  einander  gleich  wären,  so  würde  sich  eine  Gleichung 
ergeben,  welche  dieselbe  Form  wie  (3)  hätte,  und  dies  führt,  wie 
wir  gesehen  haben,  zu  einem  Widerspruch.  Diese  Bemerkung 
ist  übrigens  für  die  folgende  Betrachtung  von  keiner  Bedeutung. 


392  Zweites  Kapitel. 

Wir  addiren  jetzt  die  Gleichungen  (8),  nachdem  wir  sie  he- 
ziehungsweise  mit 

1,  1,  1,...,  1, 
dann  mit 

1  ,  «'»-1  ,  /3"""^  ,  .  .  .  ,  o)«-i, 
darauf  mit 

.        ■  1  ,  a"-2,  ß"-\  ...  ,  w«-2, 

u.  s.  w.  multiplicirt  haben,  und  erhalten 

S'o  "=  ~  ('''^i  ~r  ^2  ~r  ^3    I    +  ic„) , 

^2^''    =  —   (^1   +  Oi"~^X^  +   •  •  •   +  iO^'-^Xn),       . 
n—l 

Daraus  geht  hervor,  dass,  wenn  man  die  Wurzeln  der  Einheit 
als  bekannt,  ansieht,  die  Grössen 

rationale  Functionen  der  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  sind.  In  der 
That  ist  aligemein 

=  n^-'   ^i  +  "^"-^^2  +  P"~^^3  +  •  •  •  +  co"'^^„ 

Es  bezeichne  nun  y  irgend  eine  der  Grössen  p"  ,  q^  ,  q^i  •  •  •  ,  5'„_i» 
und  es  sei 

l_  2^  r—l 

(9).  y    =    s^  -{-  v''   -{-  S^v"'  -{-•••  -\-  Sr-iV   '■   , 

WO  Sq  ,  S2  ,  . .  .  Functionen  sind,  die  zwar  von  derselben  Ordnung 
wie  y  sein  können,  deren  Grad  aber  kleiner  als  derjenige  von  y 
ist.     Nach  dem  Vorhergehenden  hat  man 

y    9'  l^'^l   '  ^^2  '   '  '  •  >  ^m)  > 

wo  cp  eine  rationale  Function  bezeichnet,  und  ic,  ,  ajj  ,  . . .  ,  x„, 
die  m  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  sind,  welche  nicht  sämmtlich 
in  die  Function  (p  einzugehen  braueben.  Ist  m  die  Anzahl  der 
Werthe,  welche  diese  Function  cp  in  Folge  der  Substitutionen  der 
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Wurzeln  a:,  ,  x.^  ,  . .  •  annimmt,  so  kann  man  eine  Gleichung 
m'^"^"  Grades  bilden,  deren  Coefficienten  rational  aus  denjenigen 
der  Gleichung  (1)  zusammengesetzt,  und  deren  Wurzeln 

die  m  Werthe  der  Function  cp  sind.  Da  der  Werth  (9)  von  y 
dieser  Gleichung  genügen  muss,  so  schliesst  man  wie  früher, 
dass  die  Grössen 

rationale  Functionen  von  y^  ,  y^  ,  .  •  •  ,  ?/„,-  und  folglich  auch  ratio- 
nale Functionen  von  ic,  ,  o^j  ,  . . .  ,  x,„  sind. 

Da  sich  dieses  Schlussverfahren  unbegrenzt  fortsetzen  lässt, 
so  erhalten  wir  das  Resultat: 

Wenn  eine  Gleichung  algebraisch  lösbar  ist,  so 
ka.nn  man  der  Wurzel  eine  solche  P'orm  geben,  dass 
alle  algebraischen  Functionen,  aus  denen  sie  zusam- 
mengesetzt ist,  rationale  Functionen  der  Wurzeln  der 
vorgelegten  Gleichung  sind. 

Beweis   der   Unmöglielikeit,    die   allgemeinen  Gleichungen, 
deren  Grad  grösser  als  4  ist,  algebraisch  zu  lösen. 

516.  Die  Wurzeln  einer  algebraisch  auflösbaren  Gleichung 
haben  die  eben  nachgewiesenen  Eigenschaften  in  allen  Fällen, 
sei  es,  dass  es  sich  um  eine  Gleichung  handelt,  deren  Coefficien- 
ten bestimmte  Werthe  haben,  oder  dass  man  diese  Coefficienten 
als  unbestimmt,  die  Wurzeln  der  Gleichung  also  als  irgendwelche 
in  durchaus  keinem  Zusammenhange  stehende  Grössen  ansieht. 

Wir  halten  uns  an  die  letztere  Annahme  und  wollen  jetzt 
darthun,  dass  es  unmöglich  ist,  die  allgemeinen  Gleichungen, 
deren  Grad  den  4'''"  übersteigt,  algebraisch  aufzulösen. 

Dieser  Salz  ist  zuerst  in  aller  Strenge  von  Abel  (Grelle 
Journ.  Bd.  1)  bewiesen.  Ich  lasse  den  einfacheren  Beweis  hier 
folgen,  den  Wantzel  gegeben  hat*). 

Es  sei 


*)  Ich  habe  geglaubt,  Wantzel's  Seh  hissverfahren  wörtlich  mit- 
theilen zu  müssen;  indess  habe  ich  einige  Einzelheiten  unterdrückt, 
welche  durch  die  in  der  Theorie  der  Substitutionen  gegebenen  Ent- 
wicklungen überflüssig  gemacht  werden. 


394  Zweites  I^apitel, 

f{x)  =  0 
eine  Gleichung  m'<^"  Grades  mit  unbestimmten  Coefficienlen.     Die 
rn  Wurzeln  dieser  Gleichung  bezeichnen  wir  mit 

^l  >  >^2  >   •  •  •  »  ^m 

und  nehmen  an,  dieselben  seien  rational  durch  die  Coefficienten 
ausdrückbar. 

Wenn  die  Gleichung  f{x)  =  0  durch  den  Werth  x^  von  x 
befriedigt  wird,  ihre  Coefficienten  mögen  sein,  welche  sie  wollen, 
so  muss  man,  da  dann  die  Wurzeln  der  Gleichung  völlig  will- 
kürlich sind,  identisch  wieder  a:,  hervorbringen,  wenn  man  in 
seinen  Ausdruck  die  jeder  Wurzclgrösse  entsprechende  rationale 
Function  substiluirt.  Auch  muss  jede  zwischen  den  Wurzeln  be- 
stehende Relation  eine  Identität  sein  und  gültig  bleiben,  wenn 
man  diese  Wurzeln  auf  irgend  eine  Weise  gegen  einander  ver- 
tauscht. 

Wir  bezeichnen  die  nach  der  Anordnung  der  Rechnung  erste 
Wurzel,  W'clche  in  den  Werth  von  x^  eingeht,  mit  y  und  nehmen 
an ,  es  sei 

yn   ^    p 

Dann  hängt  p  unmittelbar  von  den  Coefficienten  von  f{x)  =  0  ab  und 
lässt  sich  durch  eine  symmetrische  P'unction  F{xi  ,  x.^ ,  x-^ ,  . . .)  der 
Wurzeln  ausdrücken;  y  ist  eine  rationale  Funclion  g)(a;, ,  .Tj,  x~^,  ...) 
derselben  Wurzeln. 

Da  die  Function  y  nicht  symmetrisch  ist  —  sonst  würde  sich 
die  n*°  Wurzel  von  p  genau  ausziehen  lassen  — ,  so  muss  sie  eine 
Aenderung  erleiden,  wenn  man  zwei  W^urzeln,  z.  R.  .r^  ,  X2,  trans- 

ponirt;  die  Relation 

<p''  =  F 

wird  aber  immer  erfüllt  sein.  Da  überdies  F  durch  diese  Trans- 
position nicht  verändert  wird ,  so  sind  die  Werthe  von  (p  Wurzeln 
der  Gleichung  y"  =  F,  und  man  bat 

q>{x2  ,  x^  ,  x^  ,  .  .  .)  =  acp{x^  ,  x^  .  x^  ,  .  .  .), 
wo  a  eine  n*"  Wurzel  der  Einheit  bezeichnet. 

Durch  Transposition  der  Wurzeln  a:^  und  x.^  ergiebt  sich 

Cp  (iC,  ,  .Tj  ,  iCg  ,  .  .  .)  =  cc(p{x2  ,  Xi  ,  x^  ,  .  .  .), 
und  wenn  man  die  beiden  letzten  Gleichungen  in  einander  nudli- 

plicirt,  so  folgt 

«2=1. 
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Dieses  Resultat  beweist,  dass  die  Zahl  n,  die  als  Primzahl  voraus- 
gesetzt wurde,  gleich  2  sein  muss.  Die  erste  in  den  Werlh 
der  Unbekannten  eingehende  Wurzelgrösse  ist  somit 
eine  Quadratwurzel.  In  der  That  zeigt  sich  dies  bei  den 
Gleichungen,  die  man  aufzulösen  im  Stande  ist. 

Da  die  Function  (p  nur  zwei  Werthe  hat,  so  erleidet  sie 
durch  jede  beliebige  Transposition  eine  Aenderung,  wird  aber 
(No.  481)  durch  eine  cyclische  Substitution  von  3  oder  von  5  Buch- 
staben nicht  verändert;  denn  jede  dieser  Substitutionen  ist  gleich- 
bedeutend mit  einer  geraden  Anzahl  von  Transposilionen. 

Fahren  Mir  jetzt  in  der  Reihe  der  Operationen  fort,  die  zur 
Bildung  des  Werthes  x^  von  x  erforderlich  sind. 

Die  erste  Wurzelgrösse  ist  mit  den  Coefficienten  von  f{x)  ==  0, 
d.  h.  die  Function  (p  ist  mit  symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln 
zu  verbinden.  Es  geschieht  dies  mittels  der  ersten  Operationen 
der  Algebra,  und  man  erhält  auf  diese  Weise  eine  Function  der 
Wurzeln,  welche  zwei  Werthe  anzunehmen  vermag,  welche  folg- 
lich durch  die  cyclischen  Substitutionen  von  drei  Buchstaben 
unverändert  bleibt.  Die  folgenden  Wurzelgrössen  können,  wenn 
sie  vom  zweiten  Grade  sind,  noch  Functionen  derselben  Art  liefern. 
Gesetzt,  man  sei  zu  einer  solchen  Wurzelgrösse  gelangt,  dass  die 
äquivalente  rationale  Function  durch  diese  Substitutionen  nicht  un- 
verändert bleibt.     Wir  bezeichnen  dieselbe  wieder  mit 

y  =  <p(^i ,  x^,x.., . . ), 

und  machen  in  der  Gleichung 

y""  =  P 

Diese  Function  ist  nicht  symmetrisch;  sie  erleidet  nur  durch  die 
cyclischen  Substitutionen  von  drei  Buchstaben  keine  Veränderung. 
Ersetzt  man  in  cp 

durch 

SO  bleibt  die  Relation 

cp"  =  F  , 

bestehen,  und  da  F  bei  dieser  Substitution  unverändert  bleibt, 
SO  folgt 

(p{x2,  x.^,  Xy,  x^,  .  ..)  =  DC(p{x^,  x^^  x.^,  Xj^,  .. .), 
wo  «  eine  n^  Wurzel  der  Einheit  bezeichnet. 
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Vollzieht  man  in  dieser  Gleichung  zweimal  nach  einander 
die  cyclische  Substitution 

SO  ergiebt  sich 

(p\X^  ,  X^  >  ^3  >  «^4  »  •  •  -j    '''9' 1*^3  »  *'']   »  *^2  »  '^•l  '  •  •  •] ' 

und  durch  Multiplication  der  drei  letzten  Gleichungen  erhält  man 

«3=1. 

n  ist  also  gleich  3. 

Wenn  die  Anzahl  der  Grössen  x^  ,  X2  ,  irg  ,  x^,  u.  s.  w.  grös- 
ser als  4  ist,  wenn  also  der  Grad  der  Gleichung  f[x)  =  0  den 
vierten  übersteigt,  so  kann  man  in  cp  eine  cyclische  Substitution 
von  fünf  Buchstaben,  z.  B.  j 

(/v*  /v»  *v»  /v»  /y»     1 

«^1  >  it.2  ,  «*'3  >  «//^  >  it-5; 

ausführen.  Die  Function  F  erleidet  dadurch  keine  Veränderung, 
und  man  erhält 

wird  sodann  beiderseits  dieselbe  Substitution  wiederholt,  so  ergeben 
sich  die  Gleichungen 

(p  [X'^  ,  X^  ,  X^  ,  iCj   ,  X^  >   •  •  '1    '^9'  1*^2  '  '^'.^  '  ^4  >  *^5  >  "^l   »   •  •  v  » 

deren  Multiplication 

«5=1 

liefert.  Diese  Gleichung  zieht  aber,  da  a  eine  kubische  Wurzel 
der  Einheit  ist, 

«  =  1 

nach  sich.  Wenn  also  der  Grad  der  vorgelegten  Gleichung  grös- 
ser als  4  ist,  so  erleidet  die  Function  cp,  im  Widerspruch  mit 
unserer  Voraussetzung,  durch  die  cyclischen  Substitutionen  von 
drei  Buchstaben  keine  Veränderung.  Danach  müssten  alle 
in  demAusdrucke  derWurzel  einer  aligemeinen  Glei- 
chung, deren  Grad  den  vierten  übersteigt,  enthalte- 
nen Wurzelgrössen  rationalen  Functionen  der  Wur- 
zeln gleich  sein,  welche  durch  die  cyclischen  Substi- 
tutionen dreier  Wurzeln  keine  Aenderung  erleiden. 
Durch  Einsetzung  dieser  Functionen  in  den  Ausdruck  von  x^  ge- 
langt man  dann  zu  einer  Gleichung  von  der  Form 
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welche  identisch  bestehen  muss.  Das  ist  nun  unmöglich;  denn 
wenn  man  x^  ,  X2  ,  x^  durch  .Tj  ,  ^»^3  ,  x^  ersetzt,  so  bleibt  das 
zweite  Glied  dieser  Gleichung  unverändert,  während  das  erste 
offenbar  eine  Acnderung  erleidet. 

Die  allgemeine  Gleichung  vom  fünften  oder  von  einem  höhe- 
ren Grade  lässt  sich  also  durch  Wurzelgrössen  nicht  auflösen. 

Der  vorstehende  Beweis  zeigt  zugleich,  dass  bei  den  Glei- 
chungen dritten  und  vierten  Grades  zuerst  eine  Quadratwurzel, 
Südann  eine  Kubikwurzel  auszuziehen  ist.  In  der  That  zeigt  sich 
dies  in  den  Formeln,  die  wir  im  vorigen  Kapitel  hergeleitet 
haben. 

Anmerkung,  —  Wie  die  allgemeine  Gleichung  fünften  Grades 
mittels  transcendenter  Functionen  gelöst  werden  kann,  hat  Iler- 
mile  (Compt.  rend.  1858)  gezeigt. 


Drittes  Kapitel. 
Abel'sche  Gleichungen. 


Irreductibele  Gleichungen,  bei  denen  zwei  Wurzeln  in  einem 

solchen  Zusammenhange  stehen,  dass  die  eine  rational  durch 

die  andere  ausgedrückt  werden  kann. 

517.  Nachdem  wir  gezeigt  haben,  dass  es  unmögUch  ist, 
die  allgemeinen  Gleichungen ,  deren  Grad  den  4*^"  übersteigt, 
algebraisch  zu  lösen,  würde  es  nalurgemäss  sein,  die  Gleichungen 
zu  ermitteln,  welche  einer  solchen  Auflösung  fähig  sind.  Bevor 
wir  aber  diese  schwierige  Aufgabe  in  Angriff  nehmen,  halten  wir 
es  für  zweckmässig,  eine  bemerkenswerthe  Klasse  von  Gleichun- 
gen eingehend  zu  behandeln,  welche  -Kronecker  Abel'sche 
Gleichungen  genannt  hat. 

Die  Gleichungen,  zu  welchen  die  Aufgabe  führt,  den  Kreis 
in  p  gleiche  Theile  zu  theilen,  wo  p  eine  Primzahl  bezeichnet, 
sind  immer  durch  Wurzelgrössen  lösbar,  und  Gauss  hat  in  seinen 
Disquisiliones  arithmet.  bewiesen,  dass  jede  der  Wurzelgrössen, 
aus  denen  der  Ausdruck  der  Wurzeln  zusammengesetzt  ist,  einen 
der  Primfactoren  von  p  —  1  zum  Exponenten  hat.  Diese  Glei- 
chungen haben  die  Eigenschaft,  dass  jede  Wurzel  rational  durch 
jede  der  übrigen  ausgedrückt  werden  kann,  und  von  dieser  Be- 
merkung ausgehend  hat  Abel  gezeigt,  dass  wenn  zwei  Wurzeln 
einer  irreductibelen  Gleichung  in  einem  solchen  Zusammenhange 
stehen,  dass  die  eine  rational  durch  die  andere  ausgedrückt  wer- 
den kann,  die  Auflösung  der  Gleichung  sich  immer  auf  die  Auf- 
lösung von  Gleichungen  niedrigerer  Grade  zurückführen  lässt. 
Es  giebt  sogar  Fälle,  in  denen  die  Gleichung  algebraisch  auflös- 
bar ist.  Im  Besonderen  tritt  dies  ein,  wenn  ihr  Grad  eine  Prim- 
zahl ist. 
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Wir  wollen  diese  Untersuchungen  Abel's  jetzt  darlegen  und 
seine  Methode  sodann  auf  die  Gleichungen  anwenden,  von  wel- 
chen die  Theilung  des  Kreises  in  gleiche  Theile  abhängt,  deren 
Anzahl  eine  Primzahl  ist. 

518.    Es  sei 
(1).  f{x)  =  0 

eine  irreductibele  Gleichung  !«,*'="  Grades,  und  es  werde  voraus- 
gesetzt, zwei  Wurzeln  derselben  x'  und  a:,  seien  durch  die 
Gleichung 

x'  =  0a:, 

mit  einander  verbunden,  wo  Qx  eine  rationale  Function  von  x 
und  den  bekannten  Grössen  bezeichnet.  Da  x'  Wurzel  der  Glei- 
chung (1)  ist,  so  hat  man 

f[@x,)  =  0; 
daraus  geht  hervor ,  dass  x^  die  Gleichung 
(2).  f{Qx)  ==  0        • 

befriedigt.  Diese  Gleichung  (2)  niuss  folglich  (No.  100)  alle  Wur- 
zeln von  (1)  zulassen;  denn  die  Gleichung  (1)  ist  irreductibel 
und  f{Qx)  eine  rationale  Function.  Mit  andern  Worten,  wenn 
X  irgend  eine  Wurzel  der  Gleichung  (1)  bezeichnet,  so  muss  auch 
@x  eine  Wurzel  dieser  Gleichung  sein.  Nun  ist  aber  &x^  eine 
Wurzel  von  (1);  folglich  ist  es  auch  00a:,,  ebenso  000a:j,  und 
man  erhält  allgemein  stets  eine  Wurzel  von  (1),  man  mag  die 
mit  0  bezeichnete  Operation  an  x^  ausführen,   so  oft  man  will. 

Wird  der  Kürze  wegen 

000:,  ==  02a:,  ,  002a:,  =  03 a:,  ,  Q®^x^  =  04a:, 

gesetzt,  so  sind  alle  Terme  der  Reihe 
(3).  a:,  .  @x^  ,  02a:,  ,  S^x^  ,... 

Wurzeln  der  Gleichung  (1)»  Die  Reihe  (3)  enthält  aber  eine  un- 
endliche Menge  von  Termen,  während  die  Gleichung  (1)  nur  jti  Wur- 
zeln besitzt;  es  müssen  daher  einige  der  Grössen  (3)  unendlich 
oft  wiederkehren. 

Nehmen  wir  z.  D.  an,  es  sei 

a:,  =  0  a:, , 
oder 

0''(0'»a:,)  —  0"'a:,  =  0, 
so  hat  die  Gleichung 
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&"x  —  X  =  0 

die  Wurzel  ©"'a?,    mit  (1)  gemeinschaftlich;    sie   lässt   daher    alle 

Wurzeln  von  (1)  zu,  und  man  hat 

&"xi  —  iCj  =  0, 
oder 

Daraus  ergiebt  sich 


0n  


Wir  sehen  somit,  dass  die  Terme  der  Reihe  (3)  vom  n"'"  Tcrme 
an  unaufhörlich  in  derselben  Reihenfolge  wiederkehren,  und  dass 
diese  Reihe  (3)  nur  die  n  verschiedenen  Wurzeln 

(4).  x^  ,  ®x^  ,  &-x^  ,  .  .  .  ,  &'~^x^  • 

enthält. 

Diese  n  Wurzeln  sind  wirklich  von  einander  verschieden, 
wenn  n  ausdrückt,  wie  oft  man  an  ic,  die  mit  0  bezeichnete 
Operation  vollziehen  muss,  um  wieder  den  Werth  x^  zu  erhalten. 

Wenn  fi  ==  n  ist,  so  enthält  die  Reihe  (3)  alle  Wurzeln  der 
Gleichung  (1), 

Wird  ft  >  w  vorausgesetzt,  und  ist  X2  eine  Wurzel  der 
Gleichung  (1),  welche  sich  in  der  Reihe  (4)  nicht  vorfindet,  so 
zeigt  man  mittels  des  oben  angewandten  Scblussverfahrens,  dass 
die  Grössen 

sämmtlich  gleichfalls  Wurzeln  von  (1)  sind.  Wir  behaupten  nun, 
dass  nur  die  w  ersten  Terme  der  Reihe  (5),   nämlich 

(6).  X2  ,  &X2  ,  &'^X2  ,  .  .  .  ,  ©""^2 

von  einander  verschieden  sein  können.     Die  Gleichung 

&"x'—  X  =  0 
lässt  nämlich  die  Wurzel  Xi,  folglich  auch  alle  übrigen  Wurzeln 
der  Gleichung  (1)  zu,  und  man  hat 

L/     vCn     •  «*/ 2  9 


mithin 


0         X2   =    &  X^' 


Daher  kehren  auch  die  Terme  der  Reihe  (5),  vom  n*"»  Terme  an, 
in  derselben  Reihenfolge  unaufhörlich  wieder,  und  die  einzigen 
derselben,  die  von  einander  verschieden  sein  können,  sind  in  der 
Reihe  (6)  enthalten. 
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Die  Terme  der  Reihe  (6)  sind  nun  wirklich  von  einander  und 
von  den  Grössen  (4)  verschieden. 
In  der  That  kann  man  nicht 


0^X0'  =  &x 


haben,  wenn  k  und  i  iileiner  als  n  sind;  denn  nach  dem  Lehr- 
salze der  No.  100  \^ürde  daraus 

0^a;i  =  0'a;, 

folgen,  was  nicht  der  Fall  ist,  weil  die  Grössen  (4)  von  einander 
verschieden  sind. 

Ebenso  kann  nicht 

®  X.,  =  &x^ 

sein;  denn  wenn  dies  der  Fall  wäre,  so  müsste- 

&'-''&  X,  =  &'-''&' x^, 
oder 

c-Cj    =    ö    X2    =    X<x  . 

folglich  x<^ ,  der  Voraussetzung  zuwider,  ein  Term  der  Reihe  (4) 
sein. 

Die  Anzahl  der  in  den  Reihen  (4)  und  (6)  enthaltenen  Wur- 
zeln der  Gleichung  (1)  ist  2n;  man  hat  daher  entweder  ^  =  2n, 
oder  m  >  2n. 

Setzen  wir  fi  ^  2n  voraus  und  bezeichnen  eine  Wurzel  der 
Gleichung  (1),  welche  sich  in  keiner  der  beiden  Gruppen  (4)  und 
(6)  vorfindet,  mit  x.^,  so  können  wir  eine  dritte  Gruppe  von 
n  Wurzeln 

a-3  .  0x^  ,  02 0:3  ,  .  .  .  ,  &"~^x. 

bilden,  welche  sämmtlich  von  einander  und  von  den  Grössen  (4) 
und  (6)  verschieden  sind;  es  muss  daher  entweder  fi  =  3n,  oder 
fi  >  3n  sein. 

Durch  Fortsetzung^  dieser  Betrachtung  erkennt  man ,  dass 
die  jtt  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  in  eine  gewisse  Anzahl  m  Grup- 
pen vertheilt  werden  können,   deren  jede  aus  n  Termen  besteht, 

so  dass 

(i  =  mti 

ist.     Die  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  sind  dann 

Send,  Algebra.     11.  ^(j 
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(7).  { 


X.^    ,    &X,    .    02^2    .    •   •   •    .    &"~'^'i 

x.^  ,  0x.^  ,  0^x^  ,  .  .  .  ,  ^"~  x.^ 


'Cm  I     '-'  '^m  »     ^'  «^;/i   >     •    •    •    >     ^ 


»— 1 


^M 


519.  Betrachten  wir  die  Gleichung  w'*^"  Grades,  deren  Wur- 
zehi  die  Terme  einer  (Ueser  Gruppen,  etwa  der  ersten  sind. 
Diese  Gleichung  sei 

{x  —  Xy)  [x  —  ®x^)  [x  —  02<r,)  ...{x  —  ©""^arj  =  0 
oder 
(8).     X"  +  A^l^x^'-'  +  ^^'^a;''-2  -\ \-  A^^l^^x  +  /^  =  0. 

Die  Coefficienten 

M        Ai)  .(1) 

sind  rationale  und  symmetrische  Functionen  der  Grössen 

X^  ,  &X^   ,  02^j   ,    .  .  .  ,  0"~   iTj 

und   hängen,   wie  wir  sehen   werden,   von   nur   einer  Gleichung 
m"="  Grades  ab. 

Es  sei  nämlich  y^  irgendeine  rationale  und  symmetrische 
Function  der  Grössen 


(9).  x^,Qx^,Q''-x^,  ...  ,&'-'x^. 

Da  0a:,  ,  ©^ic,,  u.  s.  w.  rationale  Functionen  von  x^  sind,  so  ist 
dasselbe  mit  y^  der  Fall;  wir  selzen 

wo  also  F  eine  rationale  Function  bezeichnet.  Der  Relation 
®"x^  =  Xi  wegen  werden  ausserdem  die  Grössen  (9)  sich  nur 
gegen  einander  vertauschen,  wenn  man  Xi  durch 

0x^  ,  0^Xi  ,  . .  .  ,  0"~  a^j 

ersetzt,  und  da  die  Function  ?/,  in  Beziehung  auf  diese  Grössen 
symmetrisch  ist,  so  erleidet  sie  durch  diese  Vertauschungen  keine 
Aenderung.     Man  hat  daher 

y,  =  Fix,)  =  F{ex,)  =  F{®'~x,)  =  •••  =  Fi&'-'x,). 
Werden  die  Werthe,  welche  yj  annimmt,  wenn  man  x,  der  Reihe 
nach  durch  ' 


ersetzt,  mit 
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bezeichnet,  so  ist 

y^  =  F{x.;^)  =  F{@x^)  =  F[@''-x^)  =  ...  =  FiS^'^x^), 

y,n  =  F{x^)  =  F{&x„.)  =  F{®\x,„)  =  . . .  =  F{e"-\x^} . 
Es  sei  jetzt 

{y  —  y\)  {y  —  y^)  •■•  iy  —  ym)  =  o 

oder 

(10).       y'"  +  p, y'"-'  +  p.,y"'-^  -{ \-  p„^_^y  +  /;„.  =  0 

die  Gleicluing,  welche  y^  ,  y.^  ,  . .  .  ,  y^^^  zu  Wurzeln  bat.  Wir  be- 
haupten, dass  die  Coefficienten  p^  ,  p.^,  u.  s.  \v.  dieser  Gleichung 
sich  rational  durch  diejenigen  der  vorgelegten  Gleichung  (1)  aus- 
drücken lassen.  Man  hat  nämlich  für  jeden  Werth  der  ganzen 
Zahl  X 

yl  =  ^  {m^^)f  +  m0x,)f  +  . ..  +  [F{&"-' x,]f]  . 

^2    =    ^    {[^(^2)]'  +   [^(0^2)]'  +  •••   +[^(©""'^2)]'}' 

und  durch  Addition  dieser  Formeln  ergiebt  sich 

Das  Zeichen  2J  des  zweiten  Gliedes  erstreckt  sich  über  alle  Wur- 
zeln der  vorgelegten  Gleichung.  Dieses  zweite  Glied  ist  daher 
eine  rationale  und  symmetrische  Function  aller  Wurzeln.  Daraus 
geht  hervor,  dass  die  Summen  der  gleichen  Potenzen  der  Wur- 
zeln von  (10)  rational  durch  die  Coefficienten  der  vorgelegten 
Gleichung  ausgedrückt  werden  können.  Auf  dieselbe  Weise  müs- 
sen sich  daher  auch,  wie  wir  behauptet  hatten,  die  Coefficienten 
p^  ,  P2,  u.  s.  w.  ausdrücken  lassen. 

Die  rationale  und  symmetrische  Function  y,  der  Grössen  (9), 
die  nach  Belieben  gewählt  werden  kann,  hängt  also  dircct  von 
einer  Gleichung  m*^"  Grades  ab.     Zudem  sind 


y\<  ^i  '  ^2  '  •  • • '  ^« 


2G* 
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ähnliche  Functionen;  denn  man  kann  sie  sämmilich  als  rationale 
Functionen  der  einen  Wurzel  iCj  ansehen.     Es  lassen  sich  somit 

jW      jW  AD 

rational  durch  y^  ausdrücken. 

Wir  sind  so  zu  einer  der  nichtigsten  Anwendungen  der  Theo- 
rie der  ähnlichen  Functionen  geführt,  die  wir  in  dem  fünften 
Kapitel  des  vierten  Theils  entwickelt  haben.  Da  aber  diese  Theorie 
einigen  Ausnahmefällen  unterliegt,  so  dürfte  es  von  Nutzen  sein, 
Abel  in  die  Einzelheiten  der  Berechnung  der  Coefficicnten 
A^^^  ,  J^^  ,  .  .  .  zu  folgen. 

Es  bezeichne  '^)[x^  irgendeinen  dieser  Coefficicnten.  i/;  ist 
wie  y^  eine  rationale  und  symmetrische  Function  der  Grössen  (9), 
die  sich  daher  nicht  ändern  darf,  wenn  man  x^  durch 

©iCj  ,  ö^ifj  ,  .  .  .  0"~  x^ 

ersetzt.     Dasselbe  ist  mit  der  Function 

y^^fpix^)  oder  [_F{x^)f^{x^) 

der  Fall.     Es  ist  also 

y^^^[x,)  =  l-  \[_F{x,)-\\{x,)  +  [Fi®x,)-\\{®x,)  +  •  •  • 

Wird   hierin  x^    der  Reihe  nach   durch  x^  ,  x^ Xm  ersetzt, 

so   erhält  man  ähnliche  Ausdrücke  für  y^i}j{x2)  ,  ...,  y^  f\){x,„), 
und  wenn  man 

(11).  t^  =  yj^(a-i)  +  «/^^(.r.)  + h  «/J^^W 

setzt,  so  folgt 

wo  das  Zeifchen  J^  sich  über  alle  Wurzeln  der  Gleichung  (1) 
erstreckt.  Man  ersieht  daraus,  dass  i^  eine  rationale  und  sym- 
metrische Function  der  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  ist,  also 
rational  durch  die  bekannten  Grössen  ausgedrückt  werden  kann. 
Dies  vorausgesetzt,  liefert  die  Gleichung  (11),  wenn  man 
darin  l  die  Wertlie 

0,1,2,3, (m  —  1) 

annehmen  lässt,  die  folgenden  Gleichungen: 
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y\ ^ {^v  +    Vi^ (^2)  -f-  •  •  •  +    Vn,'^ M 

[12).     l     y,2i/;(a:,)+    yj'tW  H h     y>W 


^0. 


1 » 

<2, 


(leren  zweite  Glieder  als  bekannt  angesehen  Averden  können. 

Um  den  Wer th  von  if'(x,)  zu  erhalten,  addiren  wir  die  Glei- 
chungen (12),  nachdem  wir  sie  beziehungsweise  mit  den  unbe- 
stimmten Grössen 

jR„  ,  /?!  ,  .  .  .  ,  Rm—2  »   1 

multiplicirt  haben,  und  machen  der  Kürze  wegen 

(13).      <p [y)  =  r-'  +  R,n-2y"'-^  H ^  R,y  +  R,. 

Es  ergiebt  sich 

9'(y  1)^(^1)  +  95(^2)'^' (^'2)  +  — h  «plyJ^W 

==  <0  i?Q   -j-  /,  i?l   -f-   •  •  •  -f-   tm—2Rm—2  "f"  tm—i  . 

und  daraus  folgt,  wenn  die  Factoren  i?„  ,/?,,.. .  mittels  der  Be- 
dingungen 

^{y-i)  =  0  ,  (p{y-i)  =  0 , . . . ,  (p{yj  =  0 

bestimmt  werden, 

'o'^o  +  '1  ßl  + 1-  ^m— 2  Rm—2  +  <m-l 


(14). 


ip{a:,)  = 


TC'/i) 


Suchen  wir  jetzt  die  Werthe  von  Ä^  ,  jRj  ,  u.  s.  w.  Unserer  Vor- 
aussetzung nach  muss  die  Gleichung 

(Fiy)  =  0 

1/-2  ,  y^  ,  ' ' '  ,  y,„  zu  Wurzeln  haben.  Diese  Wurzeln  gehören  aber 
auch  der  Gleichung  (10)  an,  welche  ausserdem  die  Wurzel  y,  zu- 
lässt.     Man  hat  somit 


(15). 


fp{y)  = 


y" 


y 


y  —  y\ 
+  yi' 


y" 


H \-Prn-l 

+  Pm-2yS 
+ 

+  PiyT~' 
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Vergleicht  man  die  Weitlic  von  cp{y),  welclie  die  Gleichungen  (13) 
und  (15)  Hefern,  so  erhält  man 

Rm-z  =  Pi  -\-  P\Vi  -\-  y\'. 


(16). 


^  ^0       =  P,.-^+P„^-,y^  +  ■^^+y''r'• 
k\^s  der  Gleichung  (15)  folgt  auch 

^{y,)  =  ^nyl'-'  +  (m  — i)p,y;"-2  -I p  2/>„^_,y,  -j- p^ 

und  wenn  der  Kürze  wegen 


^»1-2    =    <oPl   +  ^l> 

gemacht  wird,  so  erhält  man  für  i/^fa-j)  folgenden  Werth: 

/17^    ,,  \        ^;,-iyr^  +  T„,_,yr-'  + ...  +  r,y,  +  y-« 

Diese  Formel  wird  nur  dann  illusorisch,  wenn  der  Nenner  des 
zweiten  Gliedes  Null  ist.  Wir  heliaupten  nun,  dass  man  dies 
immer  vermeiden  könne.  Der  in  Rede  stehende  Nenner  ist  näm- 
lich gleich  dem  Produkte 

(^1  —  y-i)  {y\  —y-i)"-  {y\  —  yj  • 

und  damit  dieses  Null  sei ,  muss  einer  der  Factoren  verschwin- 
den, etwa 

sein.     Dies  vorausgesetzt,  nehmen  wir  für  y^  die  Function 
y^  =  (a-iTi)  («-0^t)  {«-@'^x^)  ...  (a-0"-^^,), 
worin  a  unhestimmt  ist.     Die  Gleichung  yj  =  y^  oder 

(of  —  x^)  {cc  —  &Xi)  •••  =  [a  —  Xk)  («  —&Xk)  . . . 
kann  für  keinen  Werth  von  o;  bestehen,  wofern  sie  nicht  eine 
Identität  ist.  Das  ist  unmöglich,  da  die  Grössen  xk  ,  ®Xk  ,  .  .  . 
von  x^  ,  &Xy  ,  ...  verschieden  sind.  Daraus  folgt,  dass  wenn 
man  y^  in  der  eben  angegebenen  Weise  wählt,  die  Gleichung  (17) 
für  '^{x^)  einen  endlichen  und  bestimmten  Werth  liefert. 
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Die  Coefficienteu  ^['' ,  A^^\  u.  s.  w,  der  Gleichung  (8)  können 
also  rational  durch  ein  und  dieselbe  Function  y,  ausgedruckt  wer- 
den, deren  Werlh  von  einer  Gleichung  m*«"'  Grades  abhängt,  und 
wenn  man  y^  der  Reihe  nach  durch  y^  >  Vi  >  •  •  •  ^  y  ersetzt,  so 
erhält  man  m  Gleichungen  n*"^"  Grades,  deren  Wurzeln  beziehungs- 
weise folgende  sind: 

ico  ,   ^J  2Cf\  ,    •  •  •    ,    yj       tJCt\ , 


Die  vorgelegte  Gleichung  kann  danach  in  m  Gleichungen  n'""  Gra- 
des zerlegt  werden,  deren  Coefficienten  beziehungsweise  rationale 
Functionen  ein  und  derselben  Wurzel  einer  Gleichung  m"^"  Gra- 
des sind. 

Diese  letzte  Gleichung  ist  im  Allgemeinen  nicht  algebraisch 
lösbar,  wenn  ihr  Grad  den  vierten  übersteigt.  Dagegen  lassen 
sich  die  Gleichung  (8)  und  die  übrigen  ähnUchen  Gleichungen 
stets  algebraisch  auflösen.  Dies  wollen  wir  jetzt  nachweisen.  Dabei 
setzen  wir  die  Coefficienten  Ä^  ,  Ä'^  ,  ...  als  bekannt  voraus. 
Unter  dieser  Voraussetzung  führt  unsere  Untersuchung  die  Auf- 
lösung der  vorgelegten  Gleichung  vom  Grade  fi,  =  mn  auf  die- 
jenige von  m  Gleichungen  n"'"  Grades  zurück,  welche  die  Eigen- 
schaft haben,  dass  alle  Wurzeln  jeder  derselben  durch 

X  ,  ®x  ,  &■  X  ^  . .  .  ,  0"~  X 
dargestellt  werden  können. 

Algebraische  Auflösung  der  Gleichungen,  deren  sämmtliche 

Wiirzeln  durch  x  ^  &x  ,  &-x  ,  ...  ,  S^~  x  dargestellt  werden 

können.      Qx   ist   eine  rationale   Function  von  x  und   den 

bekannten  Grössen,  für  welche  &^ x  =  x  ist. 

520.    Es  sei 

(1).  f[x)  =  0 

eine  Gleichung  jti*«^"  Grades,  deren  Wurzeln 

x  ,®x,@'^x  ,  ...  ,  &^~^x 
sind;  &x  bezeichnet  eine  rationale  Function  von  x  und  den  be- 
kannten Grössen,  für  welche  man 
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(2).  iffx  =  X, 

folglich 

(3).  Qf^+'x  =  Q'ix 

hat. 

Bezeichnen  wir  mit  «  irgend  eine  Wurzel  der  Gleichung 

a^  =  1 
und  setzen  mit  Lagrange  (No.  508) 

(4).     1/; {x)  =  {x-\-a®x-\-  cc^e'^x  -\ 1-  a^'^ 6^'^ xf , 

so  lässt  sich  zeigen ,  dass  ip  {x)  rational  durch  die  bekannten  Grös- 
sen von  f{x)  und  @x  ausgedrückt  werden  kann. 

Wird  nämlich  in  der  Gleichung  (4)  x  durch  &"'x  ersetzt,  so 
folgt 

ipiS^'x)  =  {&"x  -^a0"'+\  +  a^0'"+V  H \-  a^-'&'^f'-'xf> 

und  mit  Röcksicht  auf  die  Gleichungen  (2)  und  (3) 

^{0"'x)  =  {@"'x-{-a&"+'x-i \-af'-"'x-}-af-'"+'0x-\ \-a^-'&"-'xf 

{a^'-"'x-\-a^-'''-^'0x+'---{-af'-'&"-'x-^0'"x-\---'+c/'-"'-'&'-'xf 

oder  endlich,  der  Relation  «*"  =  1  wegen, 

^{0"'x)  =  ^(x). 
Ertheilt  man  hierin  m  der  Reihe  nach  die  Werthe 

0,l,2,...,|it  —  1, 
so  ergiebt  sich 


',p{x)  =  ip{0x)  =  ^j{0^x)  =  •  .  .  =  ijj{0^ 


— 1 


X] 


folglich 


Daraus   geht  hervor,   dass  i/^a;  eine  rationale   und   symmetrische 
Function  aller  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  ist,  also  rational  durch 
die  Coefficienten  dieser  Gleichung  ausgedrückt  werden  kann. 
Setzen  wir  jetzt 

%){x)  =   V, 

so  ist  V  als  bekannt  anzusehen,  und  man  hat 

X  -\-a0x  +  «2  02^  _j 1_  ß^-i0''-i^  =  ^. 

Bezeichnen 
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1  .  «1  ,  «2  '   •  •  •   '  <^iU-l 

die  ft  Wurzeln  der  Gleichung 

x^  =  1. 
ferner 

die  entsprechenden  Werthe  von  v,  so  hat  man 

x-\-         @x-{-         e'^x-\- +  Q'^'-x  =  f^^ 


(5) 


a;  +  a^_i  0x  -\-  a^.i  0'^x  +  •  •  •  +  «Jl-i  0^*   V  =  // ?^^-i . 

Die  Grösse  ^Wq  wird  unmittelbar  durch  die  Gleichung  (1)  gege- 
ben; denn  wenn  man  den  Coefficienten ,  welchen  xf^—^  in  dieser 
Gleichung  hat,  mit  A  bezeiclinet,  so  ist 

Kü  =  -  ^. 
Durch  Addition   der  Gleichungen  (5)   ergiebt  sich   mit   Rücksicht 
auf  die  bekannten  Eigenschaften  der  Wurzeln  a 


(6).       X  =  -  -^  +  /^i  +  r  ^2  +  • '  •  +  /v-i , 

und  allgemein  erhält  man  den  Werth  irgend  einer  Wurzel  &'"  x, 
wenn  man  die  Gleichungen  (5)  addirt,  nachdem  dieselben  bezie- 
hungsweise mit 


—  tn 
2         '    "3  »    •  •  •  '    --^—i 


1   ,   ßj^  .     «o  ,     ß ,     ß 


multiplicirt  worden  sind.     Es  ergiebt  sich  auf  diese  Weise 

—  m  u, —  —m  (ij —m   u, 

Diese  Formel  liefert  die  Werthe  von  @x  ,  &'^x  ,  ..  .  ,  0*""  x, 
wenn  man  darin  m  die  Werthe  1,  2,  3,  ...,  {fi — 1)  annehmen 
lässt. 

521.     In  (6)  und  in  den  Gleichungen,  die  man  aus  der  For- 
mel (7)  herleitet,   hat  man  jeder  Wurzelgrösse 
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immer  denselben  Werth  zu  ertheilen.  Lässt  man  diesen  Wm*zel- 
grössen  ihre  volle  Allgeraeinheit,  so  sind  die  Gleichungen  (6)  und 
(7)  nicht  von  einander  verschieden,  und  (6)  enthält  den  Ausdruck 
aller  Wurzeln.  Es  tritt  hier  indess  eine  Schv^'ierigkeit  zu  Tage. 
Die  Gleichung  (6)  liefert  nämlich  für  x  einen  Ausdruck,  welcher 
^^-1  Werthe  hat,  während  die  Gleichung  (1)  nur  ft  Wurzeln 
besitzt.  Wir  hatten  aber  schon  Gelegenheit  anzugeben,  wie  diese 
Unbestimmtheit  beseitigt  werden  kann,  und  es  ist  leicht  zu  zei- 
gen, dass  wenn  man  den  Werth  einer  Wurzelgrösse  fixirt  hat, 
dadurch  auch  die  übrigen  bestimmt  sein  werden. 

Bezeichnet  nämlich  a  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung 

R=    1  , 

und  wird 

Kl  ==  a  ,  a2  =  cc"^  ,  oc.^  ==  cc'^  ,   .  .  .   ,  or^—i  =  ß*" 
gesetzt,  Solist 

5^  =  o;  +  a  0a:  +  «2  ©2^  _|_  .  .  .  _^  „.«-i  ©a^-^  ^, 

J/-;  =  ^  _|_  ß«  0a;  +  a^'-e'-x  -\ 1-  u^''~'^"  0^"'  x . 

Verwandelt  man  x  in  &"x,  so  geht,  wie  aus  der  oben  ausge- 
führten Rechnung  erhellt,  j/V^  in  a^~"'  ^Vy  über.  Durch  die- 
selbe Veränderung  von  x  in  0'"x  wird  yvn  mit  a'^^~'"\  also 
das  Produkt 


fv„  (j/v, 


fi — n 


mit  a^''*~""'^=  1  multiplicirt,  d.  h.  dasselbe  erleidet  keine  Aeude- 
rung.     Setzt  man  daher 


f/l   {f ':)'"'=  9  {-). 


SO  ist 

(p{x)  =  (p  {@x)  =  (p  i&^x)  =  .  . .  =  g)  {&^-\)  . 

folglich 

1 


9>W  =  J 


'cp{x)  +  cp{ex)-\ h  9'(0^   '^)] 


<p  {x)  ist  mithin   eine   rationale   und    symmetrische    Function  dci 
Wurzeln  der  Gleichung  (1)  und  kann  rational  durch  die  bekann- 
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teil  Grössen  aiisgedriickt  werden.  Wird  der  Wertli  dieser  Func- 
Lioii  mit  o„  bezeichnet,  so  bat  man 

oder 

Auf  diese  Weise  lässt  sich  jede  der  Wurzelgrösseii  J/v^  ,  l  v.^  , 
U.S.W,  rational  durch  ^z^i  ausdrücken,  und  die  Gleichung  (6) 
nimmt  die  Form  an: 

Dieser    Ausdruck    von  x  bat    genau  fi  Werthe    und    stellt  die  (i 

Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  dar. 

Die  vorstehende  Entwicklung  liefert  folgenden  Satz: 
Lehrsatz  I.  —    Wenn    die  fi  Wurzeln    irgend    einer 

Gleichung  durch 

x,0x,e'^x, &^~^x 

dargestellt  werden  können,  wo  &x  eine  rationale 
Function  von  der  Beschaffenheit  ist,dassman0''a;  =  ic 
hat,  so  ist  die  Gleichung  imm  er  durch  Wurzelgrössen 
lösbar. 

Durch  Verbindung  dieses  Lehrsatzes  mit  den  Ergebnissen  der 
No,  519  erhält  man   einen  zweiten  Satz: 

Lehrsatz  IL  —  Wenn  zwei  Wurzeln  einer  irreducti- 
belen  Gleichung,  deren  Grad  eine  Primzahl  ist,  so 
beschaffen  sind,  dass  die  eine  rational  durch  die  an- 
dere ausgedrückt  werden  kann,  so  ist  die  Gleichung 
durch  Wurzelgrössen  lösbar. 

Fall,  in  welchem  die  bekannten  Grössen  reell  sind. 

522.  Wenn  alle  Coefficienten  von  f  und  von  0  reell  sind, 
so  findet  ein  wichtiger  Satz  statt,  welchen  Gauss  zuerst  für  die 
Gleichungen  bewiesen  hat,   von  denen  die  Kreistheilung  abhängt. 

Wir  haben  oben 
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gesetzt  und  gezeigt,  dass  v^  eine  symmetrische  Function  der 
Wurzeln  der  Gleichung  f  {x)  =0  ist.  v,  ist  folglich  rational 
durch  die  Coefficienten  von  /  und  von  0  ausdrückbar,  und  wenn 
diese  sämmtlich  reell  sind,  so  wird  Vj  keine  anderen  complexen 
Grössen  als  diejenigen  der  Wurzel  a  enthalten.  Ausserdem  geht 
Vfi-i  aus  v^  dadurch  hervor,  dass  man  a  durch  den  conjugirten 
Ausdruck  a^~^  ersetzt.  Daraus  folgt,  dass  v^  und  i;^_i  conju- 
girte  complcxe  Grössen  sind,  und  da  wir  v^  kennen,  so  ist  auch 
Vfi—i  bekannt.     Man  kann  daher 


(!)• 


yj        =  Q  (cos  CO  -f-  j/—  1  sin  co) , 
y^_i  =  Q  (cos  0)  —  y —  1  sin  co) 


setzen.     Auch  ist  allgemein 

und  für  n  =  ^  —  1 

o^_i  ist  rational  durch  die  Coefficienten  von  f  und  von  0  aus- 
drückbar ,  kann  also  keine  anderen  als  die  in  a  sich  vorfinden- 
den complexen  Grössen  enthalten.  Es  liegt  aber  auf  der  Hand, 
dass  a^_i  sich  nicht  ändert,  wenn  man  a  durch  den  conjugirten 
Werth  af^~^  ersetzt;  «^_i  ist  somit  reell. 
Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  folgt 

2  i" 

P      —    «        1 
«^  /.i-l 

und,  wenn  a  den  numerischen  Werth  von  a^_i  bezeichnet, 

Die  erste  der  Gleichungen  (1)  liefert  dann   folgenden  Werlli 

von   y^: 

co-\-2kn      I      ,/ r      .      (o-{-2kii\ 

2 _i_     1/ I       cm   ! I   , 


yV,=j/V   (cos  ^^^  +  l/^^i.  sin 


wo  k  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  und  der  durch  die  Gleichung 
(8)  der  No.  521  gegebene  Ausdruck  der  Wurzeln  x  nimmt  die 
bemerkenswerlhe  Form 
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+  ^^+,/3Ty[eos^i^)  +  /=n  sin  a«^] 

+(A+./=I)[cos^^^)+/=n  .in  ii^)] 

+(A+.y=I)[cosi^)  +  /^  sin  ^^^)] 


+ 

an;  darin  sind  a,  f,  g,  f^,  g^,  u.  s.  w.    rationale  Functionen  von 

cos  —  und  von  sin  —  • 

Die  vorstehende  Formel  lehrt  die  ju-  Wurzeln  von  /"  (a:)  =  0 
kennen,   wenn  man  der  ganzen  Zahl  k  die  |u,  Werthe 

0,1,2,3,...  ,,11—1 
ertheilt.     Daraus  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Lehrsatz.  —  Um  die  vorgelegte  Gleichung  f  [x]  =  0 
aufzulösen,  genügt  es: 

1"  den  ganzen  Kreisumfang  in  /*  gleiche  Theile  zu 
theilen;  2"  einen  Winkel  ro,  den  man  construiren  kann, 
in  jti  gleiche  Theile  zu  theilen;  3°  die  Quadratwurzel 
aus  einer  einzigen  Grösse  a  zu  ziehen. 

Anmerkung.  —  Da  die  Coefficienten  von  f  und  von  0  sämmt- 
lich  reell  sind,  so  sind  alle  Wurzeln  von  f  [x)  =  0  reell,  wenn 
dies  mit  einer  einzigen  der  Fall  ist.  Bezeichnet  nämUch  x  diese 
reelle  Wurzel,  so  sind  die  übrigen  Wurzeln 

&x  ,&'^x  ,  ...  ,  @^~^x. 
Die  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  sind  daher  entweder 
sämmtlich  reell,  oder  sämmtlich  complex. 

Erste  besondere   Methode   für   die   Auflösung  der   Abel'- 
schen    Gleichungen,     deren    Grad    eine    zusammengesetzte 

Zahl  ist. 

523.  Die  Methode,  die  wir  soeben  für  die  algebraische 
Auflösung  der  Abel' sehen  Gleichung  jit^''"  Grades 

(1).  r{oo)  =  o 
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dargelegt  haben,  lässt  sich  auf  alle  Fälle  ariwendeii,  fi  mag  ehie 
Primzahl  sein,  oder  nicht.  Wenn  aber  fi  eine  zusammengesetzte 
Zahl  ist,  so  kann  man  die  Auflösung  noch  vereinfachen,  wie  jetzt 
gezeigt  werden  soll. 

Es  sei  (i,  =  mn.      Die  Wurzeln   der   Gleichung  (1),    welche 
wieder 


X  ,  &x  ,  &'^x  ,  .  .  .  ,  ©'' 

-1 

X 

sind,  lassen  sich  in  m  Gruppen 

X            ,   0'".T       ,  ®^"'x       ,  .  . . 

,  0'"-'^'"      X 

®x        ,  0'"+V,0""+'a:,... 

,  0("-^>'«+V 

&"-'x,  &^'"-'x,0""-'x,... 

,  &""-\ 

vertheilen.     Setzt  man 

X  =^  x^  ,  ®  X  =  x.^  ,  0"^  X  =  x^  ,  . . 

.    ,1 

,&"-'x  =  . 

und 

so  sind  diese  Gruppen  folgende: 

a:,  ,  e^x^  ,  ®^^Xi   ,  .  .  .  ,  ®'r'oc^  , 

X^   t  C'j  X^    i  '2']^  X.^    ,  •  .  .  ,  Ci       X^  , 


•^m  >  ^1  ^m  >   ^1    '^m  >   •  •  •  >   "l        -^w 


Wendet  man  daher  auf  die  Gleichung  (1)  die  in  No.  519  ausein- 
andergesetzte Methode  an,  so  kann  man  (1)  in  m  Gleichungen 
n'™  Grades  zerlegen,  welche  beziehungsweise  die  Terme  der  ver- 
schiedenen Gruppen  (2)  zu  Wurzeln  haben,  und  deren  Coefficien- 
ten  rationale  Functionen  ein  und  derselben  Wju'zel  einer  Glei- 
chung m*'^"  Grades 

(3).  ^iy)  =  0 

sind.     Diese  Gleichung  (3)  habe  die  m  Wurzeln 

y\  >  y2  > '  • '  >  y»'  * 

und  es  seien 

(4).         cp  {x,  yj  =  0  ,  9  {x,  y^)  =  0 (p  {x,  y„)  =  0 

die  m  Gleichungen,  welche  zu  Wurzeln  beziehungsweise  die  Terme 
der  ersten,  der  zweiten,  .,.,  der  letzten  Gruppe  (2)  haben.  Wir 
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behaupten,  dass  es  zur  Auflösung  der  Gleichung  (1)  genügt,  eine 
Wurzel  y  der  Gleichung  (3)  und  sodann  eine  Wurzel  x  der  ent- 
sprechenden Gleichung 
(5).  q>{x,y)  =  0 

zu  kennen.  Auf  diese  Weise  erhält  man  nämlich  eine  erste  AVur- 
zel  X  der  Gleichung  (1),  und  die  übrigen  Wurzeln  sind  dann 

0a:,  ©2a:,  ...  .  0^~'a:. 

Da  die  vorgelegte  Gleichung  algebraisch  lösbar  ist,  so  ist.  es 
auch  die  Gleichung  (3);  denn  y  bezeichnet  eine  rationale  Func- 
tion von  X.  Ausserdem  lässt  sich  beweisen,  dass  die  Gleichung 
(3)  dieselbe  Eigenschaft  wie  die  Gleichung  (1)  besitzt,  also  nach 
derselben  Methode  aufgelöst  werden  kann. 

Die  in  der  ersten  Gruppe  (2)  enthaltenen  Wurzeln  der  Glei- 
chung (1)  sind  nämlich 

(6).  a:,0'"a:,6)-'"a;.'....0<"-'^"'.r, 

und  y  bezeichnet  eine  rationale  und'  symmetrische  Function  die- 
ser Wurzeln,  d.  h.  eine  rationale  Function  von  a:. 
Setzen  wir 

2/  =  g  (x  .  &"x  ,  ©""a:  ,  .  .  .  ,  0*"-'^"'a:)  =  F{x) , 
so  sind  die  m  Wurzeln  y,  ,  «/.^  .  •  •  •  .  Vm  der  Gleichung  (3) 

-  F[x)  ,  F[&x)  ,  FiQ'^x)  .  ...  ,  F{&""^x), 
und  man  hat 

F  i&x)  =  %{&x  ,  &&"'x.  &&^'"x ,  e&^'"^^'"x). 

F{@x)  und  F{x)  sind  folglich  rationale  und  symmetrische  Func- 
tionen der  Grössen  (6),  und  man  kann  die  eine  rational  durch 
die  andere  ausdrücken,  wenn  man  sich  der  Methode  der  ähnli- 
chen Functionen  bedient,  die  wir  uns  in  No.  519  in's  Gedächt- 
niss  zurückriefen. 
Es  sei  also 

F{&x)  ==  XF{x)  =  Xy. 
Da  Xy  eine  rationale  Function  von  y  ist,  so  erhält  man 
F{Q'^x)       =  XF{&x)         =  X^y      . 
F{&^x)       =  XF{&ix)        =  X^y      . 


F{&^-'x)  =  XFi&^-'x)  =  r-\v 
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und   daraus  ist  ersichtlich,    dass  die   7n  Wyrzeln   der   Gleichung 
(3)  durch 

„  ,      y  ,  k-y  ,  .  .  .  ,  k        y 
dargestellt  werden  können,  wo  X  eine  rationale  Function  von  der 
Beschaffenheit  bezeichnet,   dass 

^  y  =  y 
ist. 

Hat  man  die  Gleichung  (3)  aufgelöst,  so  ist  y  bekannt,  und 
da  die  n  Wurzeln  der  Gleichung  (5)  durch 


X  ,  ©jiC  ,   ©j^iC  ,   .  .  .  ,   ©1 


ra-1 


X 


dargestellt  werden  können,  so  lässt  sich  auf  dieselbe  die  früher 
dargelegte  Methode  anwenden.      Es  ergiebt  sich  somit  der  Satz: 

Hat  man  fi  =  mn,  so  wird  die  Auflösung  der  Glei- 
chung (1)  zurückgeführt  auf  die  Auflösung  zweier 
Gleichungen,  deren  Grade  beziehungsweise  »i,  w  sind, 
und  welche  dieselbe  Eigenschaft  wie  die  vorgelegte 
Gleichung  besitzen. 

Wenn  n  selbst  wieder  eine  zusammengesetzte  Zahl  m^  n^  ist, 
so  hat  man   auf  dieselbe  Weise  die  Auflösung  der  Gleichung  (5) 
auf  die  einer  Gleichung  mj^'*^"  Grades  in  z 
(7).  %{z,y)  =  0 

und  einer  Gleichung  n/™  Grades  in  x 
(8).  cp,{x,y,z)  =  0 

zurückzuführen. 

In  der  Gleichung  (7)  gehört  y  zu  den  bekannten  Grössen; 
dasselbe  ist  in  der  Gleichung  (8)  mit  den  Grössen  y  und  z  der 
Fall,  und  allgemein  besteht  der  folgende  Satz: 

Lehrsatz.  —  Wenn  jn  =  m^mj  . .  .  »i„  ist,  so  lässt  sich 
die  Auflösung  der  Gleichung  (1)  auf  diejenige  von  n 
Gleichungen    zurückführen,    welche    beziehungsweise 

die  Grade 

m,  ,  »ij  ,  . .  .  ,  m„ 

haben.  Alle  diese  Gleichungen  haben  dieselbe  Eigen- 
schaft, wie  die  vorgelegte  Gleichung,  und  es  genügt, 
eine  einzige  Wurzel  jeder  derselben  zu  können. 

Zusatz  I.  —  Wenn  man  ^  in  Primfactoren  zerlegt 
und 
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p,      p^  Po 

ft   =   fl     62'   .  .  •    £(0 


erhält,  so  lässt  sich  die  Auflösung  der  vorgelegten 
Gleichung  z***^"  Grades  zurückführen  auf  die  Auflö- 
sung von  p,  Gleichungen  e/^",  p^  Gleichungen  Sj*""» 
.  . .  ,  Po,  Gleichungen  £«,*""  Grades. 

Zusatz  n.  —  Jede   Gleichung  vom  Grade  2^,  deren 

Wurzeln  durch 

2^—1 
X  ,  &x  ,  O'^x  ,...,&        X 

dargestellt  werden  können,  lässt  sich  durch  Aus- 
ziehung von  p  Quadratwurzeln  auflösen. 

524.     Beispiel.  —  Nehmen  wir  ft  =  30  an,  so  hat  die  Glei- 
chung 

(1).  /■(^)  =  0 

die  Wurzeln 

X  ,0x  ,&'^x  , 029^.. 

Da  30  =  2  X  15  ist,  so  hat  man  für  y  eine  rationale  und  sym- 
metrische Function  der  fünfzehn  Wurzeln 

X  ,  O'^x  ,  &^x  ,  .  .  ,  028a; 
zu  nehmen,     y  hängt  dann  von  einer  Gleichung  zweiten  Grades 

(2).  y'^    ^    Ay    ^    B    =    0 

ab,  deren  Coefficienten  sich  rational  durch  diejenigen  der  vorge- 
legten Gleichung  ausdrücken  lassen.  Man  könnte  sodann  die 
Gleichung  15*^"  Grades  bilden,  welche  x,  &^x  ,  ...,  &'^^xi\\ 
Wurzeln  hat.  Es  ist  aber  unnütz,  diese  Rechnung  auszuführen. 
Wir  stellen  diese  Gleichung,  wie  früher,  durch 

cp[x  ,y)  =  Q 
dar ;  darin  bezeichnet  y  eine  bekannte  Grösse.     Da  15  =  3  X  5 
ist,   so  hat  man  für  z  eine  rationale  und   symmetrische  Function 
der  fünf  Wurzeln 

X  ,Q^x  ,  &^'^x  ,  &^^x  ,  024^ 
zu  nehmen,     z  hängt  dann  von  einer  Gleichung  dritten  Grades 

(3).  2»  +  Cz2  -}-  2)2  -f  jE;  =  0 

ab,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  y  und  den 
bekannten  Grössen  sind.     Endlich  hat  man  die  Gleichung 

(4).  x^  +  Fx^  +  Gx^  -\-  Hx""-  -\-  Kx  -\-  L  =  0 

Serret,  Algebra.  II.  27 
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ZU  bilden,  welche  die  Wurzeln 

cc  ,&^x  ,  e^^x  ,  &^^x  ,  02% 
hat,  und  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  y  und  von 
z  sind.     Um  nun  die  Gleichung  (1)   aufzulösen,   genügt  es,   eine 
Wurzel  der   Gleichung    (2),    sodann   eine   Wurzel   der  Gleichung 
(3),  endlich  eine  Wurzel  der  Gleichung  (4)  zu  bestimmen. 


Zweite  Methode. 

525.     Wir   kehren  zum   allgemeinen  Falle  zurück  und  neh- 
men an,  es  sei 

jH  =  »Ij   ^2  •  •  .  Wft,. 

Bezeichnen  Wj  ,  «j  '  •  •  •  »  ^tu  beziehungsweise    die  (juotienlen  der 
Division  von  (i  durch  mj  ,  Wg  ,  .  . .  ,  »lö,,  so  ist 

(i  =  nty  n^^  =^  m^  n.^  =  mg  Wg  =  ,  .  .  =  ftieo  n^. 
Dies  vorausgesetzt,    kann   man    nach    dem   Vorhergehenden 
die  Auflösung  der  Gleichung 

f{x)  =  0 
auf  diejenige   zweier  Gleichungen    zurückführen,    und    zwar   auf 
folgende  w  Weisen: 

cp^  [x  ,  y^)  =  0,   welche  Gleichung  die  Wurzeln 
X  ,  (y     X  ,  .  .  .  ,  (y        '     X 
(^)-  i  hat,  und  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  einer 

Wurzel  «/j   einer  Gleichung  m/*^"   Grades  ip^  [y^)  =  0 
sind. 

92  (^  '  y-il  ="  ö'   welche  Gleichung  die  Wurzeln 
■  X  ,  &    ^x  ,  .  . .  ,  &        '   -X 
i'^)-  \  hat,  und  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  einer 

Wurzel  ^2  einer  Gleichung  /Wj*^"  Grades  i/^j  (^2)  =  ^ 
sind. 


9>(u  (^  .  t/ü))  =  0,  welche  Gleichung  die  Wurzeln 

X  ,  0"''"x,  0""'"x,...,  &^"'»-'^"'<»x 
hat,  und  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  einer 
Wurzel  t/tu  einer  Gleichung  Ww'""  Grades  i/^o)  (ü/o))  =  0 
sind. 
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Nehmen   wir  jetzt  an,    die  Zahlen   m,  ,  m^  ,  ,  .  .  ,  Wo,  seien 
prim  zu  einander,  so  haben  die  Gleichungen 

9\  {oc  ,  Pi)  =  0  ,  (p^  {x  ,  t/.;,)  =  0  ,  .  .  .  ,  (pto  {x  ,  y^)  =  0 

nur  die  Wurzel  x  gemeinschaftlich.  Man  kann  daher  x  rational 
durch  die  Coefßcienten  dieser  Gleichungen ,  folglich  rational  durch 
y^  ,  t/2  '  •  •  •  '  t/ta  ausdrücken.  Da  diese  letzten  Grössen  bekannt 
sind,  so  erhält  man  auf  diese  Weise  eine  der  Wurzeln  von  (1), 
und  daraus  lassen  sich  die  übrigen  leicht  herleiten. 

Die  Auflösung  der  Gleichung  (1)  ist  somit  darauf  zurückge- 
führt, eine  Wurzel  jeder  der  Gleichungen 

■^1  (^i)  =  0  ,%  (y^)  =  0  , i/;„  (y«,)  =  0 

zu  ermitteln,  welche  beziehungsweise  von  den  Graden 

m^  ,  m.)  ,  .  .  .  ,  THo, 
sind.  Diese  Gleichungen  haben  ausserdem,  wie  oben  gezeigt 
wurde,  dieselbe  Eigenschaft  wie  die  vorgelegte  Gleichung,  lassen 
sich  also  nach  derselben  Methode  behandeln.  Will  man,  dass 
dieselben  von  einem  möglichst  niedrigen  Grade  seien ,  so  muss 
man,  wenn  sich  bei  der  Zerlegung  der  Zahl  fi  in  ihre  Prim- 
factoren 


ergiebt. 


Pl      P-i  Pw 

ft  =  fl  f,  . . .  f 


Pl  Pl  Pc 


nehmen.   Was  die  Auflösung  jeder  der  Gleichungen  vom  Grade  s'' 

^{y)  =  0 

betrifft,  so  lässt  sich  dieselbe,  wie  wir  bewiesen  haben,  auf  die- 
jenige von  p  Gleichungen  £*•=»  Grades  zurückführen. 

Irreductibele  Gleicliungen,  bei  denen  zwei  Wurzeln  x  und 
a:'  durch  die  lineare  Belation 

,  ax  -i-  b 

^     =     '      !    ^' 
ax  -^  0 

verbunden  sind,  in  welcher  a,  b,  a ',  h'  gegebene  Constanten 

bezeichnen. 

526.    Es  sei 

(1).  /■(«;)— 0 

27* 
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eine  irreductibele  Gleichung,  und  es  werde  vorausgesetzt,  zwi- 
schen zweien  ihrer  Wurzeln  x  und  x    bestehe  die  Relation 

(2).  x'  =^±1  =  %x, 

in  welcher  a  ,  b  ,  a  ,  h'  gegebene  Constanten  sind.  Die  in  der 
Reihe 

X  ,  Qx  ,  &^x  ,  &^x  ,  .  . . 
enthaltenen  Grössen  müssen  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  sein,  und 
eine  der  Functionen  ®x  ,  &^x  ,  ...  ist,  wie  wir  wissen,  gleich  x. 
Wir  nehmen  an,  es  sei 

(3).  ^'x  =  X. 

Diese  Gleichung  besteht  identisch,  wenn  man  a  ,  h  ,  a'  ,h'  als 
commensurabel  oder  wenigstens  als  rationale  Functionen  der 
Grössen  voraussetzt,  die  man  als  bekannt  ansieht  und  von  denen 
die  Coefficienten  der  vorgelegten  Gleichung  rational  abhängen. 
Man  erhält  folglich  die  in  No.  451  hergeleiteten  Formeln 


f        &'  =  —  (a  -  2cos  ^y 


^  '  «2  —  2  a  cos    —  +  1 

h    = .      ^        -     . 

a 

in  denen  l  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  welche  prim  zu  ft  ist. 

Wenn  fi  =  2  ist,   so  erfordert  die  Bedingung  (3)  nur,   dass 
man 

a-\-b'  =  0 

habe.    Ausserdem  kann  man  in  diesem  Falle 

ab'  —  6ö'  =  -f-  1 
voraussetzen ,  und  erhält  dann 

[     b'  =  -  a 

V  a 

Wir  bezeichnen  den  Grad   der  Gleichung  (1)  mit  n^i  und  stellen 
ihre  /ijn  Wurzeln  durch 

X     ,&x     ,@^x     , . . . ,  e^'^x    , 

x^      ,  0a:,      ,  &^x^      ,  .  .  .  ,  &'~^x^     , 


x„-i  ,  0.r,,_i  ,  &\x„-i  ,...,©'"   V„_i 
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dar.     Wird  dann 

(6).  X  -j-  0x  -j-  e-'-x  -\ h  0^-^x  =  y 

gesetzt,  so  liängt  y  von  einer  Gleichung  n^''»  Grades 
(7).  F{y)-=0 

ab,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  der  bekannten  Grös- 
sen der  Gleichung  (1)  und  der  Function  0  sind.  Die  Gleichung 
(7)  kann  algebraisch  unlösbar  sein;   dagegen  hängen  die  Grössen 

X  ,&x  ,e-x  , Q^'^x 

von  einer  Gleichung  jn**'"  Grades  ab,  deren  Coefficienten  rationale 
Functionen  von  y  sind,  und  welche  sich,  wie  wir  wissen,  auf- 
lösen lässt.  Diese  Gleichung  ist  im  vorliegenden  Falle  nichts 
Anderes  als  die  Gleichung  (6),  und  daraus  erhellt,  dass  die  vor- 
gelegte Gleichung  (1)  durch  Elimination  von  y  aus  den  beiden 
Gleichungen  (6)  und  (7)  hervorgehen  muss.  Das  erste  Glied  der 
zweiten  Gleichung  kann  als  ein  beUebiges  irreductibeles  Polynom 
n"='*  Grades  angesehen  werden. 

Mit  anderen  Worten  können  die  Gleichungen,  die  wir  be- 
trachten, dadurch  erhalten  werden,  dass  man  eine  gewisse  An- 
zahl n  Gleichungen  von  der  Form 

X  ^  ®x -\- Q'^x -\ \-&'-^x  —  y       =0, 

X -^  @x -\- Q^-x -\ \-  e^-^x  —  y^      =0^ 

a: -\- Sx -{- Q^-x -\ \-&'-''x  —  y^     =0. 


X -^  @x -\- &^x -\ f-  e"~V  —  y„_i  =  0 

mulliplicirt;  darin  bezeichnen  y  ,  yy,  y^,  -  •  •  >  Vn—i  tlie  n  Wurzeln 
einer  irreductibelen  Gleichung,  deren  Coefficienten  völlig  willkür- 
liche Grössen  sind. 

Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  man  statt  der  Gleichung  (6)  die 
folgende  nehmen  kann: 

X  X@x  X  Q'^x  X  •  •  •  X  &'~^x  =  y. 

Irreduetibele  Gleichungen  mit  nvunerisehen  Coefficienten, 
bei    denen   mehrere    Wurzeln    sich    in  Kettenbrüche    ent- 
wickeln lassen,  welche  mit   denselben  Quotienten 
schliessen. 

527.     Wir  haben  in  No.  26  die  Form  der  Gleichungen  zwei- 
ten Grades  kennen  gelernt,  deren  Wurzeln  sich  in  Keltenbrüche 
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entwickeln  lassen,  welche  in  dieselben  Quotienten  auslaufen.  Die- 
selbe Frage  lösten  wir  sodann  (No.  500)  hinsicbtlich  der  Gleichun- 
gen dritten  Grades.  Die  vorhergehenden  Betrachtungen  setzen 
uns  in  den  Stand,  die  folgende  allgemeinere  Aufgabe  zu  behan- 
deln : 

Welche  irreductibelen  Gleichungen  besitzen  die 
Eigenschaft,  dass,  wenn  man  ihre  reellen  Wurzeln 
nach  der  Methode  von  Lagrange  in  Kettenbrüche  ent- 
wickelt, zwei  oder  mehrere  dieser  Kettenbrüche  mit 
denselben  Quotienten   schliessen? 

Daniit  zwei  Wurzeln  x'  und  x  einer  Gleichung  in  Ketten- 
brüche dieser  Art  entwickelt  werden  können,  ist  nach  No.  16 
erforderlich  und  hinreichend,  dass  man 

/           ax  -\-  b  r\ 

X    =    — r-w    =    (üfX 

ax  -\-  0 
habe,  wo  a,  b,  d,  b'  positive  oder  negative,   durch  die  Relation 

ab'  —  bd  =  -j-  1 
verbundene  ganze  Zahlen  sind.     Damit  ausserdem  x  und  &x  zwei 
Wurzeln  einer  irreductibelen  Gleichung   darstellen  können,   muss 
man  eine  ganze  Zahl  (n  angeben  können,  für  welche  identisch 

&^x  =  X 
ist.     Wie  wir   gesehen   haben,   erfordert   dies,   wenn  ft  >  2  ist, 
dass  man 

b'  =  —   (a  —  2cos  —  I , 

a^  —  2  a  cos  —  -\-  1 

b    =  -    .-^— 

a 

habe;  darin  ist  A  eine  ganze  Zahl  und  prim  zu  ju,.  Im  Falle 
i«,  =  2  hat  man 

6'  =  —  a , 

6  =  -  "^t-i  . 
a 

Da  nun  a,  b,  d,  b'  ganze  Zahlen   sind,    so  muss  2 cos  —    eine 

ganze  Zahl  sein,  und,  wenn  wir  vom  Falle  jit  =  2  absehen,  so 
ist  dies  nur  möglich,  wenn  ft=3  isl.  Daraus  ersieht  man,  dass 
die  in  Rede  stehende  Eigenschaft  sich  nur  bei  den  irreductibelen 
Gleichungen  vorGnden  kann,   deren  Grad  die  Form  2n  oder  die 
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Form  3n  liat.     Wir  werden   diese   beiden  Klassen   von  Gleichun- 
gen einzeln  untersuchen. 

Setzt  man  fi  =  2  voraus,  so  ist 


ax 

&x  = 


«2+  1 


ax  —  a 
und 

&'^x  =  X ; 
a   bozcichnet  irgend   eine  ganze  Zahl   und  a'   einen  Divisor  von 
«'•  +  1.     Nimmt  man  für  F  [y)  irgend  ein  irreductibeles  Polynom 
n"^"  Grades  und  eliminirt  y  aus  den  beiden  Gleichungen 

x+@x  =  y  ,  F{y)  =  0, 
oder 

so  erhält  man  die  allgemeine  Form  der  Gleichungen  vom  Grade 
2fi,  welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  ihre  2n  Wurzeln  in 
n  Gruppen  von  der  Beschaffenheit  zerfallen,  dass  die  Ketten- 
brüche, welche  die  Wurzeln  einer  jeden  aus  zwei  reellen  Wur- 
zeln bestehenden  Gruppe  darstellen,  mit  denselben  Quotienten 
schliessen.  Dieser  Satz  kann  noch  auf  eine  andere  Weise  ausge- 
sprochen werden: 

Es  seien  a  irgend  eine  ganze  Zahl,  a'  irgend  ein 
Divisor  von  a"^ -\-  1,  und  y  irgend  eine  commensura- 
bele  oder  incommensurabele  reelle  Grösse.  Dann 
lassen  sich  die  beiden  Wurzeln   der  Gleichung 


yx 


+  (-/  --P)  =  o 


in   Kettenbrüche    entwickeln,    welche  mit    denselben 

Quotienten    endigen.      Es    stimmt  dies  mit  dem   in  No,  26 

erhaltenen  Resultate  überein. 

Wir  nehmen  jetzt  (it  =  3  an.     Macht  man  k  =  2   (der  Fall 

^  =  1  ist  mit  demjenigen,  in  welchem  X  =  2  ist,  identisch,  und 

man  geht  von  dem  einen  zum  anderen  dadurch   über,   dass  man 

die  Zeichen  von  a  und  a'  ändert),  so  ergiebt  sich 

rt«  +  a4-l 
ax  —  ,    — 

&x  = 


dx  —    [a  -\-  \) 
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a  X  —  a 
0^x  ==  X ; 
a  ist  irgend  eine  ganze  Zahl  und  a    ein  Divisor  von  a^  -\-  a  -\-  1. 
Die  Irrationale  x  mag   beschaffen   sein,    wie  sie  wolle,   die  Ket- 
tenbrüche, welche 

x  ,  &x  ,  &^x 
darstellen,   endigen  mit  denselben  Quotienten.     Wenn  also  F (ij) 
irgend  ein  irreductibeles  Polynom  n*""  Grades  bezeichnet,  und  y 
aus  den  beiden  Gleichungen 

x-\-&x-\-&'^x  =  y  ,F(y)  =  0, 


oder 


y^2  _L  r(2«+l),y  _  S{a^  +  a+  1)- 


+  P 


a  («  +  1)  y  _    (2a +1)  (^^  +  ^+1)1    _  (. 
a'2  «3  J   ~~ 

F{y)  =  0 
eliminirt  wird,  so  erhält  man  den  allgemeinen  Ausdruck  der  Glei- 
chungen vom  Grade  3«,  deren  3n  Wurzeln  sich  in  ?i  Gruppen 
von  der  Beschaffenheit  vertheilen  lassen,  dass  die  Kettenbriiche, 
welche  die  Wurzeln  einer  jeden  aus  drei  reellen  Wurzeln  beste- 
henden Gruppe  darstellen,  mit  denselben  Quotienten  schliessen. 

Im  Besonderen  sieht  man,  dass  die  Gleichungen  dritten  Gra- 
des, denen  diese  Eigenschaft  zukommt,  in  folgender  allgemeinen 
Form  enthalten  sind: 

-(2a  4-  l)y  3(fl2  +  a+in   „ 


x^  —  yx"^  -|-    ■ 


a  («  +  l)y  __   (2a +  1)  (ag  +  a  +  l)-|  _ 


darin  bezeichnet  a  irgend  eine  ganze  Zahl,  a  irgend  einen  Divi- 
sor von  a^  -{-  a  -f-  1,  und  y  irgend  eine  commensurabele  oder 
incommensurabele  Grösse.  Dies  Besultat  stimmt  mit  dem  in 
No.  500  erhaltenen  überein. 

528.  Die  Gleichungen  dritten  Grades,  von  welchen  die 
Theilung  des  Kreises  in  7  oder  in  9  gleiche  Theile  abhängt,  und 
die  Gleichung  vierten  Grades,  zu  der  man  bei  der  Theilung  des 
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Kreises  in  15  gleiche  Tlieile  gelangt,   besitzen   die  merkwürdige 
Eigenschaft,  die  wir  im  Vorheigehenden  stndirt  haben. 

Die  Thcilung  des  Kreises  in  7   gleiche  Theile  führt  zu  der 

Gleichung 

x^-\-x'^-2x—  1  =  0, 

und  weim  man  die  positive  Wurzel  mit  x,   die  beiden  negativen 
Wurzeln  mit  —Xi  und  —  X2  bezeichnet,  so  ist 

—       1  _  1  _L  1 

Die  Wurzel  x  liegt  zwischen  1  und  2;  man  erhält  folglich  Resul- 
tate von  der  Form: 


^2=1   + 


/?  + 


1  + 


+ 


ß-{- 


Die  Theilung   des  Kreises  in  9  gleiche  Theile   führt  zu  der 
Gleichung 

ic3  —  3  o;  +  1  =  0. 
Wird  die  zwischen  —  1  und  —  2  enthaltene  negative  Wurzel  mit 
—  X  bezeichnet,    und    stellen  a;j    und  X2    die   beiden    positiven 
Wurzeln  dar,  so  ist 

_      1  _  1  _L   1 

was  zu  denselben  Resultaten  führt,  wie  der  vorige  Fall. 

Die  Gleichung  vierten  Grades  endlich,  zu  welcher  die  Thei- 
lung des  Kreises  in  15  gleiche  Theile  führt,  ist 

X*  —  cc^  —  Ax"^  -\-  4.x  -{-  1  =  0. 
Rezeichnet  man  die  beiden  positiven  Wurzeln  mit  x  und  Xy,  die 
beiden  negativen  mit  —  x'  und  —  a;/,  so  hat  man 

_  X  +2    _   .      ,  1 

^  ~  x-\-l    ~~-  ^    "*"    1-fa;'' 


Die  eine  der  beiden  Grössen  x   und  a;/  liegt  zwischen  0  und  1, 
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die  andere  zwischen  1  und  2;    man   erhält   daher  Resultate   von 
der  Form: 

,1  1     I        1 


j         1  1    I        1 


X 


ß  + 


/==1+™^.  ^^=^  + 


«  + 


1 


ß  + 


'+r+-.  ^+ 


i 

1 


«'+^ 


ß  + 


Die  Gleichung,   die  wir  betrachten,   ergiebt  sich   durch  Elimina- 
tion von  y  aus 

^  +  1^   =  y  ,  y"^  -  y  —  \  =  0. 


Gleichungen,    deren    sämmtliclie   Wurzeln    rational  durch 
eine  von  ihnen  ausgedrückt  werden  können. 

529.  Wir  haben  früher  einen  ausgedehnten  Fall  der  Glei- 
chungen betrachtet,  deren  sämmtliche  Wurzeln  rational  durch 
eine  von  ihnen  ausgedrückt  werden  können.  Es  war  dies  der 
Fall,  in  welchem,  wenn  f*  den  Grad  der  vorgelegten  Gleichung 
bezeichnet,  die  Wurzeln  sich  durch 

X  ,  &x  ,^x  ,  .  .  .  ,  Q^'~^x 

darstellen  lassen ;  sie  sind  dann  durch  Wurzelgrössen  ausdrückbar. 

Es  giebt  noch  einen  andern  Fall,  in  welchem  Gleichungen 
algebraisch  lösbar  sind.  Abel  hat  nämlich  folgenden  Salz  be- 
wiesen: 

Lehrsatz.  —  Es  sei  %[x)  =  0  irgend  eine  algebrai- 
sche Gleichung,  deren  sämmtliche  Wurzeln  rational 
durch  eine  von  ihnen,  die  wir  mit  x  bezeichnen  wol- 
len, ausgedrückt  werden  können.  Sind  &x  und  @^x 
zwei  beliebige  andere  Wurzeln  der  Gleichung,  so  ist 
dieselbe  algebraisch  lösbar,  wenn  man 
®®^x  =  0,0x 

hat. 

Wenn  die  vorgelegte  Gleichung 
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(1).  l  (^)  =  0 

nicht  irreduclibel  ist,  so  sei 

%.  /■(^)=o 

die  irreductibeie  Gleichung  ft'''"  Grades,  von  welcher  die  Wurzel 
X  abhängt.  Das  Polynom  f{x)  ist  dann  ein  rationaler  Divisor 
von  i{x). 

Ist  &x  eine  von  x  verschiedene  Wurzel  der  Gleichung  (2), 
so  können  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  durch 

X       ,  0x       ,  @^x       ,  .  . .  ,  &"~  X      , 
X^        ,  &Xi       ,  ö^iCj        ,  .  . .  ,  0""  Xi      , 


Xfii — 1  ,   ^  Xm — 1  j    ^  Xtn — 1  ,  .  .  .  ,    U         Xm — 1 

dargestellt  werden.     Man  hat  dann 

jn  ==  mit , 
und  wenn 

(3).     x"  +  /^\"-'  +  /''^x"-^  +  . . .  +  ^*"~'^  X  +  A^"^  =  0 
die  Gleichung  darstellt,  welche  die  Wurzeln 
X  ,  &x  ,  0-x  ,  . .  .  ,  &"~  X 

hat,  so  sind  die  Coefficienten  J-^^  ,  A^^^ ,  .  • . ,  A^"^ ,  wie  wir  gese- 
hen haben,   rational   durch   eine  Grösse  y  ausdrückbar ,   die  von 
einer  Gleichung  m*'^"  Grades 
(4).      y      _|_  p(i)  yn-i  _j_  p(2)  y.n-2  ^ p  P^'^-'^y  +  />('"^  =  0 

abhängt;  die  Coefficienten  von  (4)  sind  rationale  Functionen  der 
bekannten  Grössen. 

Die  Gleichung  (4)  ist  irreductibel.  Wäre  nämlich  das  Gegen- 
theil  der  Fall,  so  würde  y  eine  Wurzel  einer  irj'eductibelen  Glei- 
chung vom  Grade  m  <C  m 

(5).  <p{y)  =  0 

sein,  und  die  Elimination  von  y  aus  den  Gleichungen  (3)  und 
(5)  würde  zu  einer  Gleichung 

iff  (x)  =  0 

führen,  deren  Grad  rnn  <  ft  wäre.  Das  ist  aber  unmöglich,  da 
die  Gleichung  ft^""  Grades  (2)  der  Voraussetzung  nach  irreducti- 
bel ist. 


428  Drittes  Kapitel. 

Dies  vorausgesetzt,  wird  die  Auflösung  der  Gleicliung  (2)  auf 
die  der  Gleichungen  (3)  und  (4)  zurückgeführt.  Wir  wissen 
hereits,  dass  die  Gleichung  (3)  löshar  ist,  und  wollen  jetzt  dar- 
thun,  dass  (4)  dieselbe  Eigenschaft  wie  die  Gleichung  (2)  be- 
sitzt. 

Die  Grosse  y  ist  eine  beliebige  rationale  und  symmetrische 
Function  der  Wurzeln  x  ,  Qx  ,  .  .  .  ,  0"~V,  und  wenn  man  die 
m  Wurzeln  von  (4)  mit 

y  'Vi  >y2>  •  •  •  >  Vm-i 

bezeichnet,  so  kann  man 

tj       =g(a;        ,Qx       ,@''x        ,  .  .  .  ,  0"-'x)      , 

setzen,  wo  "^  eine  rationale  und  symmetrische  Function  bezeich- 
net. Ausserdem  sind  x^  ,  x^  ,  .  .  .  ,  x,n—\  der  Voraussetzung  nach 
rationale  Functionen  der  Wurzel  x.     Macht  man  also 

X^  yJ^X  ,  X2  yJ^"^  >   •  •  •  »  *l^m — 1  \fm—X'^> 

so  erhält  man  für  die  Werthe  1,  2,  3,  ..  .  ,  m — 1  des  Index  i 
yi  =  %  {0ix  ,  &&iX  ,  020,0;  ,  .  . .  ,  0"-'  0iX). 

Endlich  sind,  dem  Ausspruche  des  Satzes  zufolge,  die  F'unc- 
lionen  0  und  0,  von  der  Beschaffenheit,  dass  man 

00;a:  =  0,0x 
hat.     Daraus  ergiebt  sich 

0i0.a:  =  0J-^0i0x  =  0J~^  0i&^x=...  =  0i0Jx, 
und  folglich  kann  man 

yi  =  %  {0ix  ,  0i0x  ,0i  0^x  ,  ...  ,  0i  0"-^  x) 

schreiben,  woraus  ersichtlich  ist,  dass  y,  eine  rationale  und  sym- 
metrische Function  der  Wurzeln 

X  ,  0x  ,  0'^x  ,  .  .  .  ,  0"~  X 
ist.     Dann  sind  aber  (No.  519)  y^  ,  y^  ,  ...  ,  ?/„,_i  rational  durch 
y  ausdrückbar. 

Es  seien  jetzt  Ky  und  l^y  irgend  zwei  von  y  verschiedene 
Wurzeln  der  Gleichung  (4),  so -kann  man 
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j    y      =  F{x), 
(6).  \    ly    =  F{®ix), 

[    X,y  =  F{®jx) 
setzen,  und  daraus  folgt 

X  F  {x)  =  F  {@ix) , 
X,F{x)  =  F[®jx). 
Nun  ist  X  Wurzel  einer  irreduclibelen  Gleichung.    Die  vorsiehen- 
den Gleichungen  bleiben  also  bestehen ,  wenn  man  x  in  der  ersten 
durch  &jX  und  in  der  zweiten   durch  ®ix  ersetzt;   es  ist  daher 
XF  {@jx)  =  F{Qi&jx), 
X^F  {®ix)  =  F{&j  &ix), 
folglich,  da  0,-  Qj  x  =  Sj  Qix  ist,  . 

X  F  {0jx)  =  X^F  {Qix). 
Die  Gleichungen  (6)  gestatten  es,  der  letzten  Formel  die  Form 

XX^y  =  X^Xy 
zu  ertheilen,  woraus  hervorgeht,  dass  die  Gleichung  (4)  dieselbe 
Eigenschaft  wie  die  Gleichung  (1)  hat. 

Man  kann  somit  durch  wiederholte  Anwendung  desselben 
Verfahrens  die  Auflösung  der  vorgelegten  Gleichung  auf  die  meh- 
rerer Gleichungen  zurückführen,  welche  sämmtlich  algebraisch 
auflösbar  sind,  und  deren  Grade  den  Grad  ft  der  Gleichung  (2) 
zum  Produkt  haben. 

Zusatz.  —  Wenn  die  Gleichung  f  [x]  =  0  die  im  eben 
bewiesenen  Lehrsatze  angegebene  Eigenschaft  besitzt, 
und  wenn  sich  bei  der  Zerlegung  ihres  Grades  (tt  in 
Primfactoren 

r  —  'i  ^2  •  •  •  'co 
ergiebt,  so  kann  die  Auflösung  von  f  {x)  =  0  zurück- 
geführt werden  auf  die  Auflösung  von  p,  Gleichungen 
£jt«",  P2  Gleichungen  Cj'^"'  •••  »  P«»  Gleichungen  ej"" 
Grades.  Alle  diese  Gleichungen  haben  rationale  Coef- 
ficienten  und  sind  algebraisch  lösba^ 

Algebraische  Auflösung  der  binomischen  Gleichungen. 

530.     Die  binomische  Gleichung 

(1).  z"'  —  A  =  0 
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reducirt  sich  auf 

(2).  a;»»  —  1  =  0, 

wenn  man  z  ==  x  yA  setzt,  und  wir  haben  im  5*°"  Kapitel  des 
jten  Theils  gesehen,  dass  die  Aufsuchung  der  Wurzeln  von  (2), 
wenn  m  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist,  sich  auf  die  Auflösung 
von  binomischen  Gleichungen  zurückführen  lässt,  deren  Grade 
Primzahlen  sind. 

Wir  nehmen  daher  an,  der  Exponent  m  sei  eine  Primzahl. 
Die  Gleichung  (2)  lässt  die  Wurzel  1  zu,  durch  deren  Unter- 
drückung man 

(3).  o:"'-!  +  x""-"^  +  x"*-^  -\ \-x'^-\-x-\-l  =  0 

erhält,  welche  Gleichung,  wie  wir  in  No.  110  bewiesen  haben, 
irreductibel  ist. 

Die  Gleichung  (3)  gehört  zu  der  Klasse  von  Gleichungen,  die 
wir  Abel' sehe  genannt  haben,  und  ihre  Wurzeln  können  folg- 
lich durch  algeh,raische  Functionen  ausgedrückt  werden,  in  denen 
die  Wurzelgrössen  die  Primfactoren  von  m  —  1  zu  Exponenten 
haben.  Ist  nämlich  r  eine  primitive  Wurzel  von  (3) ,  so  hat  diese 
Gleichung  die  Wurzeln 

,/  ,/  ,...,/  • 

Ausserdem  hat  man 

r»"  =  1, 
und  wenn  a   eine   primitive  Wurzel  der   Primzahl  m  bezeichnet, 
so  sind  die  Potenzen 

a\  a\  ,  a^  ,  a^  ,  . .  .  ,  «'""^ 
abgesehen  von  der  Reihenfolge  beziehungsweise   den  Zahlen 

1,2,3,...,  m  —  1 
nach   dem   Modul  m  congruent.    Die  Wurzeln   der  Gleichung  (3) 
können  folglich  durch 

(4).  r  ,  r''  ,  X  ,  r«\  .  .  .  ,  r«"*~^ 

dargestellt  werden,  so  dass  jede  derselben  dadurch  erhalten  wird, 
dass  man  die  vorhergehende  auf  die  a^"  Potenz  erhebt.  Dasselbe 
ist,  der  Relation 

ßjM-i  ^  \  [mod.  m) 
wegen,  noch  der  Fall,  wenn  man  diese  Wurzeln  cyclisch  ordnet 
und -der  Reihe  nach  jede  als  die  erste  ansieht. 
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Bezeichnet  also  x  irgend  eine  der  Wurzeln  (4),  und  macht 
man 

af  =   @x, 

so  werden  die  in  Rede  stehenden  m  —  1  Wurzeln  durch 

X  ,  &x  ,  &'X  ,  .  .  .  ,  0'"~  X 
dargestellt,  und  man  hat 

0  m — 1 
X    =    X. 

Auf  diese  Eigenschaft  hat  Gauss  seine  Auflösungsmethode 
der  Gleichung  (3)  gegründet,  welche  Methode  später  von  Ahel 
in  der  dargelegten  Weise  verallgemeinert  ist. 

Man  kann  auf  die  Gleichung  (2)  die  Methode  der  No.  520 
anwenden  und  erhält  dadurch   folgenden  Ausdruck  der  Wurzeln: 

m — 1/  m—\/  m — 1/ 

-  ^  +  fv,-\-  yv,  +  — f-  yv,„-2 

X    = , 

tn  —  1 

in  welchem  keine  anderen  Irrationale,  als  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung 

enthalten  sind. 

Endlich  kann  man  noch,  da  die  Gleichung  (3)  reciprok  ist, 
damit  beginnen,   ihren   Grad  zu   erniedrigen.     Man   erhält   dann 

m  —  1 

eine  Gleichung  vom  Grade  — - —  ,  deren  sämmtliche  Wurzeln  reell 

.sind,    und    welche    gleichfalls    zu    den   Abel' sehen   Gleichungen 
gehört.     Dies  wollen  wir  jetzt  entwickeln. 

Algebraische  Auflösung  der  Gleichungen,  von  welchen  die 

Theilung    des  Kreises    in    gleiche   Theile    abhängt,    deren 

Anzahl  eine  Primzahl  ist. 

531.  Die  Aufgabe,  den  Rreisumfang  in  eine  behebige  An- 
zahl m  gleicher  Theile  zu  theilen,  lässt  sich  auf  die  Auflösung 
der  binomischen  Gleichung 

(1).  2'"  —   1=0 

zurückführen;  denn  macht  man 

2tc   
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SO  ergeben  sich  die  m  Wurzeln  von  (1),  wenn  man  in  der  Formel 

z  =  CO?,  ka  -\-  y —  1  sin  ka 
k  die  m  Werthe 

0  ,  1  ,  2  ,  3  ,  .  .  .  ,  (m  —  1) 
erlheilt.     Man  kennt   also   cos  ka  und   sin  kct,   sobald  die  bino- 
mische Gleichling  (1)  algebraisch  aufgelöst  ist. 

Ist  m  eine  ungerade  Zahl  2fi  -f-  1,  so  folgt,  wenn  die  Glei- 
chung (1)  durch  z — 1  dividirl  und  darauf 

,     1 

z  -\-     -  =  X 

gesetzt  wird, 

i^^i  _|_  ^^i-l  _  (^  —  ij  ^/t-2  _  (^  _  2)  x^'-^ 
^  0.-2)  (p8)  ^,_.  ^  0.-3)  »::±)  ^,-r,  _  .;.  _  0. 

Dies  ist  die  Gleichung,  von  welcher  die  Theilung  des  Kreises 
in  2fi  -}-  1  gleiche  Theile  direkt  abhängt.  Ihre  f*  Wurzeln  wer- 
den durch  die  Formel 

X  =  2  cos  ~ — r-r  =  2  cos  A:  a 
2^+1 

dargestellt,  in  welcher  man  k  die  fi  Werthe 
1  ,  2  ,  3  ,  . .  .  ,  ft, 

oder  Werthe  zu  geben  hat,  welche  von  den  genannten  nur  durch 
Vielfache  von  2ju,  -f~  1  verschieden  sind. 

Wir  haben  uns  in  der  vorigen  Nummer  in 's  Gedächtniss 
zurückgerufen,  dass,  wenn  m  oder  2fi  -{-  1  eine  zusammenge- 
setzte Zahl  ist,  die  Auflösung  der  Gleichung  (1)  auf  die  Auflö- 
sung anderer  Gleichungen  von  derselben  Form  zurückgeführt  wer- 
den kann,  deren  Grade  die  in  m  aufgehenden  Primzahlen  oder 
Potenzen  von  Primzahlen  sind.  Dasselbe  gilt  dann  von  der  Glei- 
chung (2),  und  man  kann  sich  darauf  beschränken,  den  Fall  zu 
betrachten,  in  welchem  m  =  2ft -j-  1  eine  Primzahl,  oder  eine 
Potenz  einer  Primzahl  ist.  Wenn  m  eine  Primzahl  ist,  so  erfor- 
dert die  Theilung  des  Kreises  in  m  gleiche  Theile  nur  die  Auf- 
lösung mehrerer  Gleichungen,  welche  beziehungsweise  die  glei- 
chen oder  ungleichen  Primfactoren  von  m  —  1  zu  Graden  haben. 
Ist  dagegen  m  eine  Potenz  2>'  einer  Primzahl  p,  so  erfordert  die 
Theilung  des  Kreises  in  m  gleiche  Theile  die  Theilung  in  p  gleiche 
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Theile  und  sodann  die  Auflösung  von  i  —  1  Gleichungen  p*"" 
Grades.  Jede  dieser  i  —  1  Gleichungen  p*^"  Grades  ist  alge- 
braisch lösbar.  Dies  ergiebt  sich  aus  der  Moivre'schen  Formel 
und  ebenso  aus  den  im  ersten  Theile  angestellten  Betrachtungen. 

Ausserdem  ist  zu  bemerken,  dass  die  Gleichung  (2)  für  alle 
Werthe  von  fi  zur  Klasse  der  Gleichungen  gehört,  mit  denen  wir 
uns  in  No.  529  beschäftigt  haben.     Denn,  wenn 

X  =  2  cos  a  ,  ®x  =  2  cos,  ia  ,  &^x  =  2  cos  Ja 
gemacht  wird,  so  ist  offenbar 

00ivT  =  @^&x  =  2  cos  ija. 

532.     Es  sei  2ft  +  1  eiire  Primzahl,   und   ?i  eine  primitive 
Wurzel  dieser  Zahl;  dann  behaupten  wir,  dass 
(3).  2  cos  a  ,  2  cos  na  ,  2  cos  fi^a  ,  .  .  .  ,2  cos  n^^~^a 

die  ft  Wurzeln  der  Gleichung  (2)  sind.  Da  es  auf  der  Hand  liegt, 
dass  jede  dieser  /n  Grössen  (3)  der  Gleichung  (2)  genügt,  so 
haben  wir  nur  die  Verschiedenheit  derselben  nachzuweisen. 

Gesetzt,  man  hätte 

2  cos  n^a  =  2  cos  »*a        __ 
und  p  <  jit ,  (^  <  ft,  so  müsste 

71^  a  +  w*«  =  2A.7t 

sein,    wo  l  eine    ganze  Zahl   bezeichnet,    und   da   a  =  - — -j-— 

^ft  -f-  1 

ist,  so  müsste 

2^+1 

eine  ganze  Zahl  sein.  Nun  ist  aber  2fi  -{-  1  eine  Primzahl  und 
n  kleiner  als  2jit  -|-  1.  FolgUch  müsste  2jii  -|-  1  in  eine  der  bei- 
den Zahlen  nP-^  -\-  1  ,  nP-'^  —  1,  also  auch  in  beider  Produkt 

n  —  1 

aufgehen.     Das  ist  unmöglich,  da  da  2p  —  2^  <  2fi  ist,  und  n 
eine  primitive  Wurzel  von  2fi -\- 1  bezeichnet.     Die  Grössen  (3) 
sind  daher  die  sämmtlichen  Wurzeln  der  Gleichung  (2). 
Macht  man  jetzt 

X  =  2  cos  a  ,  &x  =  2  cos  na, 
so  ergiebt  sich 
02^  =  2  cos  tr^a  ,  &^x  =  2  cos  ;rV<  ,  . . . ,  0""  x  ==  2  cos  ?/'~*  a, 

'  Serrel,  Algebra.  U.  •        *  28 
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und  die  Wurzeln  der  Gleichung  (2)  können  durch 

X  ,   &X  ,    &^X  ,   .  .  .  ,    &^~  X 

dargestellt  werden.  Ausserdem  hat  man  &^x  =  x;  denn  da  n 
eine  primitive  Wurzel  von  2ft  -j-  1  bezeichnet,  so  ist  n'"  ^  —  1 
[mod.  2  ju.  -f-  !)•  Endlich  ist  Qx  eine  rationale  Function  von  x\ 
denn  cos  na  lässt  sich  rational  durch  cos  a  ausdrücken.  Wir 
sehen  somit,  dass  die  Gleichung  (2)  zu  den  Abel 'sehen  Gleicliun- 
gen  gehört  und  deshalb  nach  den  oben  mitgetheilten  Methoden 
behandelt  werden  kann. 

Die  rationale  Function  ®x  hat  hier  den  Werth  (No.  109) 

^              «              „Ol     n  in — 3)      „    A         n  in  —  4)  (n  —  5)    „    c   , 
@x  =  x""  —  nx"-^  -\ ~]-2  — 123 ^       -\ 

Wendet  man  auf  die  Gleichung  (2)  die  Lehrsätze  an,  die 
wir  in  No.  522  und  No.  523  hergeleitet  haben,  so  ergiebt  sich: 

1^.  Wenn  (i  =  m^  m^  ...nio}  ist,  so  kann  man  den  Kreis 
in  2/*-|-l  gleiche  Theile  theilen  mittels  «  Gleichun- 
gen, deren  Grade  beziehungsweise  m^,  m2,  ...  ,  mu,  sind. 
Sind  die  Zahlen  7n^,  m.^ ,  ....  ?Ww  prim  zu  einander,  so 
haben  diese  Gleichungen  rationale  Coefficienten. 

2**.  Wenn  ft  =  2"'  ist,  so  kann  man  den  Kreis  durch 
Ausziehung  von  co  Quadratwurzeln  in  2ft  -|-  1  gleiche 
Theile  theilen.  Mit  andern  Worten,  wenn  2jit -|- 1  eine 
Primzahl  und  fi  =  2'"  ist,  so  lässt  sich  die  Theilung 
des  Kreises  in  2fi  -f-  1  gleiche  Theile  mit  Zirkel  und 
Lineal  ausführen. 

3^.  Um  den  Kreis  in  2ft  -f-  1  gleiche  Theile  zu  thei- 
len, genügt  es,  den  ganzen  Kreis  in  2(1  gleiche  Theile 
zu  theilen,  darauf  einen  Bogen,  den  man  construiren 
kann,  in  2ft  gleiche  Theile  zu  theilen  und  die  Qua- 
dratwurzel aus  einer  einzigen  Grösse  zu  ziehen. 

533.  Der  letzte  Satz  ist  von  Gauss  gefunden,  der  auch 
gezeigt  hat,  dass  die  Grösse,  deren  Quadratwurzel  man  zu  berech- 
nen hat,  einfach  die  ganze  Zahl  2ft  -f-  1  ist.  Dies  beweist  Abel 
auf  folgende  Weise: 

Die  in  Rede  stehende  Grösse,  die  wir  mit  q  bezeichnen  wol- 
len,  ist  (No.  522)  der  numerische  Werth  des  Produktes 
(o-  +  «  0ar  -f  «2  02^,  _|_  .  .  .  _j_  «/t-i  0fi-i  ^,) 

X  (a;  4-  «^~^  &x  -\-  «^'-2  0^  X  -j-  •  •  •  -\-.  a@f'~'^x), 
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MO 

a  =  COS  —  -h  V  —  1  Sin  — 
ist.     Man  hat  daher 

+  9  =  4  (cos  a  -)-  ß  cos  na  -\-  «^  cos  n^a  -}-  •••-(-  ai"~^  cos  n/'~^a) 
X  (cos  a  -\-  ß''*~^cos  na  -f-  af^~^  cos  w^a  -{-•••-[-«  cos  nf^~^a). 
Die   Entwicklung    dieses  Produktes    liefert    ein  Resultat    von  der 
Form 

+  9  =  ^0  +  /j«  +  ^2«^  H h  Vi  «'^"^ . 

und  man  erhält  leicht 

tm==  ^  (cos  a  cos  n'"«  -|-  cos  7ia  cos  w'"+^rt  +  •  •  • 
-\-  cos  nf^-^~"'a  cos  n^^—^a) 
-\-  4  (cos  nf^~^a  cos  a  +  cos  n^~"'+^a  cos  na  -]-  •  •  • 

+  cos  n*""^  a  cos  w*""^  a). 
Mittels  der  Formel 

cos  7iPa  cos  «'"+^a  =  ^  cos  (n^'+^a  +  nfa)  -{-  4-  cos  (n^H-;?«  —  nPa) , 
kann  man  im  die  Form 

rcos  (n"» -|- 1)  a  -f-  cos (w'"  +  1)  na  -f-  cos  (n'"  -\-  1)  n-a  -| "1 

^"'  ~       L  -i-cos(w'"-fl)  n^'-i«  J 

rcos  (n*"  —  1)  ö  -|-  cos  («'"  —  1)  na  +  cos  (/j*"  —  1)  n^a  -\ — n 
'        L  +  cos  (n"' —  1)  n^'-i  a  J' 

oder,  wenn 

[71"*  +  1)  a  =  a,   [n"'  —  1)  a  =  a" 

gemacht  wird,  die  Form 

i,n  =  2  COS  a'  -f  0  2  cos  u  +  0-  2  cos  a'  +  •  •  •  -f  0."-i  2  cos  a 

+  2  cos  a"  -j-  0  2  cos  a"-f-  ©-2  cos  a" -\- f-  0^'-^  2  cos  a" 

geben. 

Dies  vorausgesetzt,  nehmen  wir  zunächst  an,  in  sei  von  Null 
verschieden.  2  cos  a  und  2  cos  a"  sind  Wurzeln  der  Gleichung 
(2);  folglich  ist 

2  cos  a'  =  0  a:  ,  2  cos  a"  =  0*a: , 
und  man  hat  daher 

t^  =  [q'^x  +  &^-^^x  H h  ©''"■' o:  +  a:  +  0a-  H (-  0''~'a:) 

+  (0'a;  +  0*+^T  -I 1-  0/'-i.r  -\-  x-\-  &x-\ 1-  S^'^x), 

oder 

/„,  =  2  (a-  +  0.T  +  02a-  H L  0"~\r). 

28* 
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Daraus  geht  hervor,  dass  t„i  doppelt  so  gross  als  die  Summe 
—  1  der  Wurzeln  der  Gleichung  (2)  ist,  d.  h.  es  ist 

t„i  =         2. 
Wir  setzen  jetzt  m  =  0  voraus;  dann  ergiebt  sich 

tQ  =  2  (cos  2  a  -j-  cos  2fia  +  cos  2n^a  -f- 1-  cos2n'"~V<)  +  2f*. 

Nun   ist  2  cos  2«   eine  Wurzel   der   Gleichung  (2).     Macht 
man  daher 

2  cos  2  a  ==  @  X, 
so  folgt 

mithin 

Iq  =  2(11—1. 

Danach  hat  +  9  ^^^  Werth 

+  ^  =  2ft— 1  — 2  (a+a'-^H \- ci^~').  ■ 

Ausserdem  ist 

a  -\-  a'  -j"  ■  '  *  ~f"  f^*"""    ==  —  1  > 

und  wir  erhalten  somit 

+  ^  =  2i^  +  1, 

w.  z.  b.  w. 

Theilung  des  Kreises  in  17  gleiche  Theile. 

534.     Macht  man   2jii  -f-  1  =  17  oder  |tt  =  8,   so  geht  die 
Gleichung  (2)  der  vorigen  Nummer  über  in 
(1).  x^  +  x''  —  7x^  —  6^;^+  16x*  —  10x3_  lOa;^  _  4a^  + 1  =0, 
und  ihre  Wurzeln,  welche  in  der  Formel 

X  =  2  COS  — y- 
enthalten  sind,  können  durch 

(2).  X  ,&x  ,  0^x  ,  &^x.,  ®^x  ,  Q'^'x  ,  00 .T  ,  0'^x 

dargestellt  werden.     Die  kleinste  primitive  Wurzel   von  17  ist  3 
(No.  316)  ,  und  die  nach  17  genommenen  Reste  der  Potenzen 

sind 

1  ,  3  ,  9  ,  10,  13  ,  5  ,  15  ,  11. 

Setzt  man  daher  der  Kürze  wegen 

2  TT 


so  sind  die  Grössen  (2) 


a  =  j^ 
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2  COS  a  ,  2  cos  3a  ,  2  cos  9rt  ,  2  cos  10«, 
2  cos  13a  ,  2  cos  5rt  ,  2  cos  15«  ,  2  cos  11«. 

oder,  der  Relation  cos  (17  —  m)  a  =  cos  ma  wegen, 
2  cos  «  ,  2  cos  3  «  ,  2  cos  8  «  ,  2  cos  7  « , 
2  cos  4«,  2  cos  5«  ,  2  cos  2«  ,  2  cos  6«  . 

Um  die  allgemeine  Methode  anzuwenden,   hat  man  zunächst  eine 

rationale  und  symmetrische  Function  y  der  Grössen 
2  cos  «  ,  2  cos  8 «  ,  2  cos  4 «  ,  2  cos  2  « 

zu  berechnen.     Wir  setzen  daher 

7/  =  2  cos  «  -f-  2  cos  8  «  -f-  2  cos  4 «  -{-  2  cos  2  «. 

y  hängt  dann  von   einer  Gleichung  zweiten   Grades  ab,   welche 

die  Wurzeln 

(3).         y   =  2  cos  «  -|-  2  cos  8  «  -j-  2  cos  4  «  -(-  2  cos  2  o , 

(4).         yj  =  2  cos  3«  +  2  cos  7«  +  2  cos  5«  +  2  cos  6« 

hat.     Diese  Gleichung  lässt  sich  sehr  leicht  ermitteln.     Der  Glei- 
chung (1)  wegen  ist  nämlich 

(5).  -  y  +  2/1  =  -  1. 

Wenn  man  ferner  y  mit  y^  mulliplicirt,  die  Produkte  der 
Cosinus  mittels'  bekannter  Formeln  in  Summen  verwandelt  und 
sich  der  Identität 

cos  (17  —  m)  «  =  cos  »I« 
bedient,  so  erhält  man 
y ?/j  =  4  (2  cos  «  -f"  2  cos  2  a  -f-  2  cos  3  «  -f-  2  cos  4  a 

-}-  2cos  5«  -{-  2 cos  6«  +  2 cos  7«  -f-  2 cos  8«), 

und  mit  Rücksicht  auf  (1) 
(6).  yyi  =  —  4. 

Die  Gleichung  in  y  ist  somit 

(7).  j/2   +  y  -  4  =  0,       , 

und  maa  kann  ihre  Wurzeln  y,  y^  als  bekannt  ansehen. 
Die  Grössen 

2  cos  «  ,  2  cos  8  «  ,  2  cos  4  «  ,  2  cos  2  « 
sind  jetzt  die  Wurzeln  einer  Gleichung  vierten  Grades,  deren 
Coefflcienten  rationale  Functionen  von  y  sind,  und  welche  wir 
ebenso  behandeln  wollen,  wie  wir  die  vorgelegte  Gleichung  behan- 
delten. Zunächst  müssen  wir  der  allgemeinen  Methode  gemäss 
eine  rationale  und  symmetrische  Function  z  der  Grössen 
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2  COS  a  ,  2  cos  4a     ' 
suchen.     Wir  setzen  daher 

z  =  2  cos  a  -|-  2  cos  4  a. 
Die  Gleichung  in  z  ist  vom  zweiten  Grade  und  hat  die  Wurzeln 

(8).  z    =  2  cos  a  -{-  2  cos  4a, 

(9).  z^  =2  cos  8a -\-  2  cos  2  a . 

Nun  ist 
(10).  z  -\-  z,=y, 

und  wenn  man  z  mit  z^  multiplicirt,    so   ergiebt  sich,   nachdem 
die  Produkte  der  Cosinus  durch  Summen  ersetzt  sind, 
zzj  =  (2  cos  a  -j-  2  cos  2  a  -\-  2  cos  3  a  -j-  2  cos  4  a 

-f-  2  cos  5  a  +  2  cos  6  a  +  2  cos  7  a  -f-  2  cos  8  a) , 
oder,  weil  die  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  die  Summe  —  1  haben, 

(11).  Z2l   =    —    1. 

Die  Gleichung  in  z  ist  also 

(12).  z'^-yz-  1=0. 

Endlich  haben  wir  noch  die  Gleichung  zweiten  Grades  zu  bilden, 

deren  Wurzeln 

2  cos  a  ,  2  cos  4  a 
sind,  und  deren  Coefficienten  rational  durch  y  und  z  ausgedrückt 
werden  können.     Man  kann  hier  jedoch  die  Anwendung  der  allge- 
meinen Methode  vereinfachen. 

Wir  betrachten   die  Gleichung  vierten  Grades,   deren  Wur- 
zeln 

2  cos  3  a  ,  2  cos  7  a  ,  2  cos  5  a ,  2  cos  6  a 

die  Summe  y^  haben,   und   verfahren  ebenso,   wie   wir   hinsicht- 
lich der  Gleichung  verfuhren,  deren  Wurzeln  die  Summe  y  haben. 
Wir  bilden  also  eine  Gleichung  zweiten  Grades,  deren  Wurzeln 
(13).  M   =  2  cos  3a  -|-  2  cos  5  a, 

(14).  u^  =  2  cos  7  a  -\-  2  cos  6  a 

sind,  und  es  ergiebt  sich  auf  dem  oben  dargelegten  Wege 
(15).,  w  +  Wi  =  «/i. 

(16).  MM|    =    —    1. 

Die  Gleichung  in  u  ist  also 

17.  11^  —  y^^u  —  1  =  0, 
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so  dass   die  Grössen  u  und  Uj ,   ebenso   wie   z   und   Zj    bekannt 
sind. 

Dies  vorausgesetzt,  machen  wir 

(18).  X  =  2  cos  a, 

(19).  a;i  =  2cos4a. 

Dann  ist  zunächst 
(20).  X  -{-  xi  =  z, 

sodann 

ccxi  =  4  cos  a  cos  4 «  =  2  cos  3  «  -}-  2  cos  5  «, 
oder 

(21).  xxi  =  II. 

Danach  sind  x  und  x^  Wurzeln  der  Gleichung 
(22).  x"^  —  zx-\-u  =  Q). 

Auf  diese  Weise  ist  die  Auflösung  der  Gleichung  (1)  auf  die 
der  quadratischen  Gleichungen  (7),  (12),  (17)  und  i^2)  zurück- 
geführt, die  Aufgabe  somit  gelöst.  Wir  wollen  jetzt  aus  der 
vorstehenden  Entwicklung  eine  geometrische  Construction  zu  ent- 
nehmen suchen,  mittels  welcher  der  Kreis  in  17  gleiche  Theile 
getheilt  werden  könne. 


Geometrische  Construction. 

53Ö.  Wenn  man  sich  in  den  Elementen  der  Geometrie  die 
'Aufgabe  stellt,  ein  regelmässiges  Dreieck  'oder  ein  regelmässiges 
Fünfeck  in  einen  Kreis  zu  beschreiben,  so  zeichnet  man  zunächst 
ein  regelmässiges  Sechseck  oder  ein 
regelmässiges  Zehneck.  Ebenso  wer- 
den wir  hier  damit  beginnen,  ein 
■  regelmässiges  Polygon  von  34  Seiten 
zu  construiren ;  daraus  ergiebt  sich 
dann  sof<a"t  das  regelmässige  Sieben- 
zehneck. 

Es  sei  ein  Halbkreis  durch  die 
Punkte  a,  b,  c,  d,  e,  f,  g,  h,  i,j,  k, 
l,  m,  n,  0,  p,  q,  r  m  17  gleiche 
Theile  getheilt.  Die  Sehne  ah  ist 
die  Seite  des  eingeschriebenen  regel- 
mässigen Polygons  von  34  Seiten,  und  die  Sehnen  ad,  af,  ah,  aj 
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al,  an,  ap,  welche  Diagonalen  dieses  Polygons  sind,  sind  die  Sei- 
ten der  sternförmigen  regelmässigen  Polygone  von  34  Seiten,  die 
man  in  den  Kreis  beschreiben  kann. 

Nimmt  man   den  Radius    als  Längeneinheit  an  und   macht, 
wie  früher, 


so  ergiebt  sich 

a  = 

27E 

17' 

ab  =  2  sin  -—. 

=  -|-  2  cos  4  a. 

ad  =  2  sin  — - 

ö4 

=  —  2  cos  5  a, 

af=2  sin  --7 
'                    34 

=  4-  2  cos  3a, 

ah  =  2  Sin  --r 
34 

=  —  2  cos  6  a, 

aj  =  2  sm  ^ 

=  -\-  2  cos  2  a, 

a  /  =  2  sin  -^ 

=  —  2  cos  7  a , 

an  =2  sin  -r-r 

^^^  -\-  2  cos  ö, 

A        .          low 

a/)  =  2  sin  — 

=  —  2  cos  8  « . 

Wir  behalten  alle  Bezeichnungen  der  vorigen  Nummer  bei.     Die 
Gleichungen  (3)  und  (4)  liefern 

y    ==  an  —  ap  -j-  ab  -\-  aJ , 

t/j  =  af  —  al  —  ad  —  ah. 
Wie  man  sieht,  ist  y^  negativ;  denn  man  hat  «/"  <  ah     Da  nun 
yy^  =  — 1    ist,    so    muss   y    positiv   sein.     Macht    man    daher 
yi  =  —  y',  so  gehen  die  Gleichungen  (5)  und  (6)  über  in 

yy'  =  4:. 

Die  Gleichungen  (8)  und  (9)  liefern 

z     =^  an  -^  ab, 
Zy  =  ~  ap  -\-  aj. 

2j  ist  negativ,   da  ap  >  aj  ist,   und  z  ist  positiv.     Macht  man 
Zy  ==  —  2',  so  gehen  die  Gleichungen  (10)  und  (11)  über  in 

z  —  z'  =  y, 
■  zz'  =   1  . 
Ebenso  liefern  die  Gleichungen  (13)  und  (14) 
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it     =  af  —    ad, 
u^  =   —   al  —  ah; 

u^  ist  somit  negativ,  u  positiv.     Macht  man  t<|  =  —  ii,  so  erhält 
man  aus  den  Gleichungen  (15)  und  (16) 
ii'  —  11  =  y' , 
uu   ==  1. 
Endlich  liefern  die  Gleichungen  (18)  und  (19) 

X  ==  an , 
x^  =  ab ,  ' 

so  dass  jede  der  Grössen  x^  x^  positiv  ist,  und  die  Gleichungen 

(20)  und  (21)  ihre  Form 

CO      I      CC\      '        X  9 
.  XX^    =    M 

hehalten. 

Die  Seile  unseres  Polygons  von  34  Seiten  ist  x^,  und  um 
dieselbe  zu  construiren,  genügt  es,  Mie  man  sieht, 

1"  zwei  Gerade  y  und  y  von  der  Beschaffenheit  zu  con- 
struiren, dass 

y    —  y   =    \    ,    yy     =   ^ 

ist; 

2*'  vier  Gerade  i,  z',  tc,  u'  von  der  Beschaffenheit  zu  con- 
struiren, dass 

z  —  z'  =  y   ,  zz'  =  1, 
u'  —  u    =  y' ,  uu'  =^  1 
ist; 

3**  zwei  Gerade  x  und  ar^  von  der  Beschaffenheit  zu  con- 
struiren, dass 

X  -\-  x^  =^  z  ,  xx^   =  u 
ist. 

Construction.  —  l*'.  In  einem  Punkte  0  einer  beliebigen 
Geraden  U  V  errichten  wir  eine  Senkrechte  OA,  welche  gleich 
dem  Badius  des  Kreises,  d.  h.  gleich  der  Einheit  ist.  Darauf 
machen  wir  OC  =  \  und  beschreiben  von  C  als  Mittelpunkt  aus 
mit  dem  Radius  CA  einen  Kreis,  welcher  die  Gerade  U  V  m  B 
und  I)  schneidet.     Dann  hat  man 

OB  =  ^y  ,   OD  =^  :^y'\ 
denn  es  ist 
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2  0D  -  2  05  =  4  0(7  =  1  und  2  02>  X  2'0i9  =  4  OA^  =  4. 
2".  Wir  verbinden  A  mit  B  und  schlagen  von  B  als  Mittel- 
punkt aus  mit  dem  Radius  BO  einen  Halbkreis,  welcher  die  Linie 


AB  und  deren  Verlängerung  in  M  und  P  schneidet;  dann  ist 

AM  =  z  ,  AP  =  z, 
da 


AM 


AP=PM  =  2  0B  =  y  und  AM  .AP=  AO   =  1 


ist. 


Ebenso  verbinden  wir  A  mit  ß  und  beschreiben  von  i>  als 
Mittelpunkt  aus  mit  dem  Radius  OD  einen  Halbkreis,  welcher 
die  Linie  AB  und   deren  Verlängerung   in   N  und   Q   sqjineidet; 

dann  hat  man 

AN  =  u  ,  AQ  ==  u', 

da  

AQ  —  AN=  NQ  =  20D  =  y'  und  AN .  AQ  =  AO^  =  1 

ist. 

3".  Wir  tragen  AO  auf  der  Verlängerung  von  AD  ab,  so  dass 
AE  =  AO  ist,  und  beschreiben  über  iV^  als  "Durchmesser  einen 
Halbkreis,  welcher  AB  in  T. schneidet.      Darauf  beschreiben  wir 
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AM 
vom  Punkte  F  als  Mittelpunkt  aus  mit  dem   Radius   JJ  =  —^ 

einen  Kreisbogen,  welcher  ^i>  in  G  schneidet.  Mit  demselben 
Radius  schlagen  wir  endlich  von  Gr  als  Mittelpunkt  aus  einen 
Kreisbogen,  der  AB  in  H  und  K  schneidet.     Dann  ist 

x^  =  AK  ,  X  ==  AH; 
denn  man  hat 

AK -^^  AH^^'iGF  ='iAJ=  AM^z 

und  

AK  .AH=aP  =  AN  .  AE  =  AN .  AO  =  u. 

Die  Seite  des  dem  Kreise  vom  Radius  OA  eingeschriebenen  regel- 
mässigen Polygons  von  34  Seiten  ist  daher  gleich  AK. 

Ueber    eine    bemerkenswerthe    Eigenschaft    der    Function 


X     —  1 

in  welcher  p  eine  Primzahl  ist. 
536.     Es  sei  p  eine  ungerade  Primzahl,  und  es  werde 

X  =  ^^  =  x^-'  +  x^-'  H h  ^  +  1 

oa    — •  1 

gesetzt.     Dezeichnet  a   eine  primitive  Wurzel  von  p  und  r  eine 

Wurzel  der  Gleichung 

(1).  X=0, 

so  sind 

r     ,  r     ,  r     ,   .  .  .   ,  r 
die  Wurzeln  von  (1),  und  es  ist 

a^~^  ^  1  {mod.  p)  und  r^~^  ==  r. 
Macht  man 

Vi  =  r      -\-  r      -\-    r     -\- \-  r         , 

yi  =  r      -\-  r      -\-  r      +---  +  r 
so  sind  die  Grössen  y,  und  y^  (No.  523)  die  Wurzeln  einer  Glei- 
chung zweiten   Grades  mit   commensurabelen   Coefficienten ,   und 
die  Gleichung  (1)  lässt  sich  in  zwei  andere  Gleichungen  zerlegen, 

deren  jede  vom  Grade  *— —  ist,  und  deren  Coefficienten  rationale 

Functionen  von  xj^  oder  von  y^  sind.  Wir  wollen  diese  Zerlegung 
jetzt  näher  in's  Auge  fassen. 
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Erstens  stellen  wir  uns  die  Aufgabe,    die  Gleichung  in  y  zu 
bilden,  Welche  y^  und  y^  zu  Wurzeln  hat.     Man  hat  zunächst 

(2).  ■^1  +  2/2  =  -!. 

da  y^  -f-  y^  die  Summe  aller  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  ausdrückt. 

Ferner  ist,  da  die  symmetrischen  Functionen  von  y^  und  von  y.^ 

sich  nicht  ändern,  wenn  man  r  in  r" ,  oder  in  r"\  oder  u.  s.  w. 

verwandelt. 


.'  +  2/2'  =  Jp^ix^^'"''^  4-  ;^«^  _|_  o;«'  +  ...  +  a:<'^-'f. 


wo  das  Zeichen  2J  sich   über  alle  Wurzeln  x  der  Gleichung  (1) 
erstreckt. 
Nun  ist 

(^a'  +  a;"^  -I \-  x"^-'f  =  2^0;«^'"+«^".      • 

wo  2J  sich  über  alle  Werthe  1,2,3,...,  ^—x —  der  ganzen 
Zahlen  m ,  n  erstreckt.  Bezeichnet  daher  S{{i)  die  Summe  der 
H^ten  Potenzen  der  Wurzeln  von  (1),  so  hat  man 

V   2  / 

»—1 

Das  Zeichen  2^  erstreckt  sich  über  alle  Werthe  1,2,3,...,  ^-^ 

der   ganzen  Zahlen   m  ,  n  und   umfasst  folglich  y  Z  )    Terme. 

Da  a  eine  primitive  Wurzel  von  p  ist,  so  ist 
p-i 
a       -f"  1  ^  0  {mod.  p) , 

und  keine  Potenz  von  a,  deren  Exponent  kleiner  als  ^—^ —  ist, 
kann  nach  dem  Modul  p  congruent  —  1  sein.  Dangeh  ist  die 
Summe 

wenn   p    von    der    Form   4«  -j-  1    ist,    nur    für    die    folgenden 

2 ?  =  ^         Systeme   simultaner  Werthe   von  m  und  n  durch  p 

theilbar: 

m=  1,  2,        .3,...,     i  ,i-{-  1  ,i -{- 2  .  ....  ,2i, 

n  =  ?•   4-  1  ,  ^■  -|-  2  ,  ^•  -f  3  ,  .  . .  ,  2?  ,  1  ,  2  ,  .  .  .  ,      e. 

Wenn  p  die  Form  Ai  -]-  3  h^t,  so  ist  keiner  der  Werthe,  welche 
die  Summe 
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annimmt,  durch  p  Iheilbar. 

Nach  No.  106  ist  die  Summe  S{fi)  gleich  p—1,  oder  gleich 
—  1,  jenachdem  fi  durch  p  theilbar  ist,  oder  nicht.  Wenn  also 
p  die  Form  4j  -|-  1  hat,  so  ist  die  Grösse 

gleich 

^•(.-i)-[(^)-C-fi)]  = 

dieselbe  Grösse  ist  dagegen  gleich 

wenn  p  von  der  Form  4/-j-  3  ist.     Man  erhält  also 

(3).  ä/.'+!/,'  =  i±^-^-- 

Aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  folgt 

1  _  p  (_  1)  2 


(4).  i/iy-2 


4 


und  die  Gleichung,  welche  y^  und  «/^  zu  Wurzeln  hat,  ist  somit 

p-i 

(5).  y2_|_y4.t-P(-^)'       =0. 

oder 

(2^  +  1)2 -/>(-!)'    =0. 

537.  Wir  betrachten  jetzt  die  Gleichung,  welche  die  ^^-^ 
Wurzeln  der  Gleichung  (1),  deren  Summe  y^  bezeichnet,  zu  Wur- 
zeln hat.     Diese  Gleichung  sei 

(6).  Zi==a:  '^  —PiX  ^        4-^2^  ^        H h^Ä^  ^        -{-...  =  0. 

Die  Coefficienten  ^2  »  ^3  »  •  •  •  können  durch  rationale  Func- 
tionen von  y,  ausgedrückt  werden,  und  man  darf  (No.  182)  diese 
Functionen  als  linear  ansehen,  da  y,  Wurzel  einer  Gleichung 
zweiten  Grades  ist.     Der  Coefficient  Ak  ist  also  von  der  Form 

A  =  ^k  +  ^hyt ' 

wo  m.  und  n.  rationale  Zahlen  sind,  und  es  lässt  sich  leicht  be- 


446  Drittes  Kapitel. 

weisen,  dass  m^  ,  n^.  sogar  ganze  Zahlen  sein  müssen.  ^^  ist 
nämlich,   abgesehen  von  seinem  Vorzeichen,   gleich  der   Summe 

der  Producle  von  je  k  der  ^--- —  Wurzeln  r«''  ,  r«' ,  ,  .  .  Jedes 
dieser  Produkte  ist  eine  Potenz  von  r  und  reducirt  sich  folglich 
auf  die  Einheit,  oder  auf  eine  Wurzel  der  Gleichung  (1).  Man 
hat  daher 

wo  «Q  ,  «j  ,  .  .  .  ganze  Zahlen  sind.  Dieser  Werth  von  A^^  ändert 
sich  nicht,  wenn  man  r  in  r"''  verwandelt;  mithin  ist 

Wir  behaupten  nun,  dass  in  diesen  beiden  Werthen  von  A^  die 
Coefficienten  derselben  Potenzen  von  r  einander  gleich  sein  müs- 
sen. Nehmen  wir  einmal  an,  dies  sei  nicht  der  Fall.  Setzt  man 
die  beiden  Werthe  von  Ak  einander  gleich  und  macht  die  Expo- 
nenten von  r  mittels  der  Gleichung  rv  =  \  kleiner  als  p,  so  er- 
hält man  eine  Gleichung  [p  —  1)'^"  Grades  in  r,  welche  offenbar 
durch  r  =  1  befriedigt  wird.  Diese  Wurzel  1  kann  man  unter- 
drücken und  sieht  sodann,  dass  r  eine  W^urzel  einer  Gleichung 
{p  —  2)'^''"  Grades  mit  commensurabelen  Coefficienten  ist.  Dies  ist 
unmöglich,    da  die  Gleichung  (1)  irreductibel  ist.     Man   hat  also 

ßj  =  «3  =  «5  =  . . .  ==  ap_2 , 
folglich 

^k  =  «0  +  ^\y\  •+-  ^-'Vi- 

Eliminirt  man  endlich  y^  mittels  der  Gleichung  (2),  so  nimmt  der 
Werth  von  Ak  die  Form  an: 

Ak  =  rrik  -\-  ?2/t«/,  , 

wo  nik  ,  rik  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  bezeichnen. 
Das  Produkt  der  Wurzeln  der  Gleichung  (6),  nämlich 

ra^  +  a*+  ...+  «P"' 

ist  gleich  1,  mit  Ausnahme  des  Falles  ;»  =  3;  denn  da  a  eine 
primitive  Wurzel  von  p  ist,  so  ist  der  Exponent 

9,4,  I       p—\         a\aP'~^—\) 

durch  p  thoilbar.     Man  hat  also 
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^p_i  =  (-l)  '  . 

2 

Wir  wollen  jetzt  die  Coefficienten  J/^  und  A/^-  zweier  von  den  En- 
den von  Xj  gleich  weit  entfernten  Terme  vergleichen.    Zwischen 

,  n 1 

den  Indices  k  und  k  besteht  die  Relation  k  -\-  k  =  ^ —  Die 
Grösse  ( —  1)  J^  ist  eine  Summe  von  Potenzen  von  r,  und  die 
Summe  der  Umkehrungen  derselben  Potenzen  ist  gleich  ( — \)  A^^,, 
da  das  Produkt  aller  Wurzeln  von  (6)  gleich  1  ist.  Dies  voraus- 
gesetzt, bleiben  die  Reihen 

3  P-2 

r"  ,  r"  ,  .  .  .  ,  7^      , 
im  Falle  o  =  4?  -1-  1  unverändert,  wenn  man  r  in  —  verwan- 

'  '  r 

delt.     In  diesem  Falle  ist  daher 

A^,  =  A^  =  m^-\rn^y^. 
Wenn  />  =  4?  -{-  ^  ist,  so  geht  jede  der  beiden  Reihen 

r"  ,  r"  ,  .  .  .  ,  r"      ,  , 

T    ,  v    ,  .  .  .  ,  r 

in   die  andere  über,   wenn  man  r  in  —  verwandelt.     Ausserdem 

r 

ist  die  eine  der  beiden  Zahlen  k  ,  k'  gerade,  die  andere  unge- 
rade.    Die  Gleichung 

^k  =  "»A-  +  ^kVi 
zieht  folglich 

—  A'  =  '"ä  +  ^hVi  =  ^k  —  ^k  (1  +  y\) 

nach  sich,  und  man  hat  in  diesem  Falle 

^k-  =  K  —  »»a)  +  'hVx ' 
Daraus  geht  hervor,  dass  das  Polynom  Zj  auf  die  Form 

X,  =  P+Qy^ 
gebracht  werden  kann,    worin   P  und   Q  Polynome  mit  ganzen 
Coefficienten  sind,   welche  beziehungsweise  die  Grade  ^ ~     und 

^-^T—  haben.  Ausserdem  ist  Q  ein  durch  x  theilbares  Polynom, 
in  welchem  die  von  den  Enden  gleich  weit  abstehenden  Terme 
gleich    und    mit   denselben  Vor/eicben  verschon  sind.      Das  Poly- 
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nom  P  besitzt  diese  Eigenschaft  nur  in  dem  Falle  p  =  A^i  -\-  1, 
und  folglich  ist  dasselbe  mit  der  Function  2jP  —  Q  der  Fall. 
Wenn  p  =  4/  -{-  3  ist,  so  sind  die  Coefficienten  der  von  den 
Enden  gleich  weit  entfernten  Tcrme  der  Function  '2P  —  Q  ein- 
ander entgegengesetzt  gleich.     In  der  That  sind  dann  die  Coeffi- 

cienten  von  x  und  x'^  in  der  Function  2  P  —  Q 

2m^  —  n,^  und  n^  —  2m^.. 

Um  die  Werthe  der  Coefficienten  A^  ,  A.^  ,  .  .  .  von  X,  zu  erhal- 
ten, nehmen  wir  an,  es  sei  X  eine  der  Zahlen 

1,2,3,...,  (p  —  1), 
und  h  ein  ganzer  Exponent,  für  welchen 

a^'  ^  A  [mod.  p) 

ist.  Endlich  bezeichnen  wir  noch  mit  S^  die  Summe  der  A'®"  Po- 
tenzen der  Wurzeln  der  Gleichung  Zj  =  0.     Dann  ergiebt  sich 

und  daraus  geht  hervor,  dass  S^  =  y^  ist,  wenn  h  gerade,  d.  h. 
wenn  A  quadratischer  Rest  von  p  ist.  Dagegen  ist  S^  =  tj.^ 
oder  gleich  —  1  —  y^,  wenn  h  ungerade,  d.  h.  wenn  X  quadra- 
tischer Nichtrest  von  p  ist.  Auf  diese  Weise  lernen  wir  die  Sum- 
men der  gleichen  Potenzen  der  Wurzeln  von  (6)  kennen,  und 
die  Coefficienten  A^  ,  Ao^  ,  . . .  lassen  sich  darauf  mittels  der  For- 
meln 

S,  —  y,  =  0, 

S^~y,S,  +  2A.,  =  0, 

S,  ~y^S^  +  2A^S,  +  3^5  =  0, 


berechnen.  Wir  können  danach  J^  durch  eine  ganze  Function 
von  ?/j  ausdrücken  und  diese  Function  durch  Anwendung  der 
Gleichung  (5)  linear  machen. 

538.  Die  vorstehende  Entwicklung  führt  zu  einem  wichti- 
gen Satze,  den  wir  nicht  übergehen  dürfen. 

Wir  wenden   uns  wieder  zu   der  oben   erhaltenen  Gleichung 

X,  =  P+Qy,. 
Verwandelt  man  y^  in  y^,  so  folgt 

X,=^  P+Qy.,. 
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Ausserdem  hat  man  X  =  X^  X^,  mithin 

oder,  der  Relationen 

yi +  «/2  =  —  i '  2/1^2  =  — ^ — 

wegen , 

4Z=  (2P-£>)2_(-l)  ^;,Ö2. 
Dies  liefert  mit  Rücksicht  auf  die  obigen  Bemerkungen  folgenden 
Satz : 

Lehrsatz.  —  Wenn  p  eine  ungerade  Primzahl  ist  und 
X  das  Polynom 

^^j^;^v-^j^ h^  +  l 

bezeichnet,  so  hat  man 

4Z  =   F2  —  p7?  für  p  =  4?  +  1, 
4Z  =  F2  +  pZ2  für  p  =  4«  +  3. 

Z  ist  in  beiden  Fällen  ein  Polynom  \^)  Grades  mit 
ganzen  Coefficienten,  in  welchem  die  von  den  Enden 
gleich  weit  abstehenden  Terme  gleiche  Coefficienten 
haben.  Y  ist  ein  Polynom  \  ^  )  Grades  mit  ganzen 
Coefficienten,  in  welchem  die  Coefficienten  der  von 
den  Enden  gleich  weit  entfernten  Terme  gleich  und 
mit  denselben  Vorzeichen,  oder  gleich  und  mit  ent- 
gegengesetzten Vorzeichen  versehen  sind,  jenachdem 
p  =  4i  -(-  1,  oder  =  4»  ■\-  3. ist. 

Unsere  Betrachtung  lässt,   wie  oben   schon  bemerkt   wurde, 
den  Fall  p  =  3  unberührt.     Zwar  besitzt  die  Gleichung 

4(ic2  +  a;+  1)  =   r-^  +  3Z2 
die  drei  Lösungen 

F  =  2a:+  1  ,  Z=  1, 
^  F=a:-i-2,Z=a;, 

F  =     a;  —  1  ,  Z=x-\-  1; 
aber  die  auf  irgend  eine   dieser  Lösungen  bezüglichen  Polynome 
F  und  Z  genügen  nicht  allen  Bedingungen  des  vorhergehenden 
Satzes. 

Das  für  die  Function  r-  erhaltene  Resultat  lässt  .sich  end- 

X—  \ 

Serret,  Alg-ebra.    II.  29 
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lieh  noch  auf  die  alkemeinere  Funetion —  ausdehnen,  welche 

x  —  y 
aus  der  ersteren  dadurch  hervorgeht,  dass  man  x  m  —  verwan- 
delt und   sodann  mit  tjP~'^  multiplicirt.     Man  kann  danach  offen- 
bar folgenden  Satz  aussprechen: 

Wenn  p  eine  Primzahl  ist,   so  kann  man  der  Glei- 
chung 

F2  _  (_  1)  i^  pz''  =  4-^^^  ' 
^  '  X  —  y 

durch   Werthe    von    Y   und   Z  genügen,    welche    ganze 
Functionen  von  x  und  y  sind. 


Ueber  einige  Eigenschaften  der  resolvirenden  Funetion  der 

a''  —  1 

Gleichung  — — -    =0. 

539.  Es  sei  wieder  x  irgend  eine  Wurzel  der  Gleichung 
^  "~  =  0,  und  a  eine  primitive  Wurzel  der  Primzahl  p.  Fer- 
ner bezeichnen  wir  mit  a  eine  beliebige  Wurzel  der  Gleichung 
=  0  und  setzen 

X  —  1 

F{a)  =  x-\-  ax"  -f-  a V''  -| \-  ci^~^ x"^''^  ==     >^  ai o:"\ 

Dann  lässt  sich  erstens  darthun,  dass 

F{a)  F{a-'^)   =  a  ^^  p 
ist.     Man  hat 

F(«-i)  =       >^  a-'^x"'', 
folglich 

k  =£—2  i  :^p—  2 

''X" 


F{a)F{tt-^)  =    ^     ^  "'' 


Um  diese  Summe  auszuwerthen ,  wollen  wir  die  Coefficienten  der 
verschiedenen  Potenzen  von  a  besonders  hervortreten  lassen  und 
führen  zu  diesem  Zwecke  die  ganze  Zahl 

i  —  k  =  l 
ein.     Dann  ist  der  Coefficient  von  a^ 


Abel'scb 

B  Gleichungen. 

2^x 

«A+/+«A-^ 

wo  (las  Zei 

dien  2  sich  über 
0,1,2 

die  p  —  1  Werthe 

....  (p  -  2) 

von 

k 

erstreckt. 

Nun  kann  man 

=  ö*(a^+  1) 

schreiben. 

Wenn  also  nicht 

d.  li. 

7   = 

=  0  {mod.  p) , 
_  p-1 
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2 
ist,    so   liefert    der   Ausdruck   f/  («'  -}-  1)    für   die  verschiedenen 
Werthe  von  h  und  abgesehen  von  den  Vielfachen  von  p  die  Reihe 
der  Zahlen 

1  ,2,3,  ...,;>  —  1. 

Danach  ist  der  Coefficient  von  a' 

X  -\-  x'^  -\-  •  •  ■  -\-  Oi?~    =  —  1 , 

und  dieser  Schluss  besteht  für  alle  Werthe 
0,1,2 ,p  —  2 

von  /,  mit  alleiniger  Ausnahme  des  Falles  l  =  '~ —  Die  aus- 
zuwerthende  Doppelsumme  besteht  daher  aus  dem  Produkte  von 
—  1  in  die  Summe  der  verschiedenen  Potenzen  von  a,  mit  Aus- 

nähme  der  Potenz  «  ^  ,  und  ausserdem  aus  der  Gruppe  von  Ter- 
men,  welche  dem  Werthe  l  =  ^~    entsprechen.  W«nn  l  =  ^~ 
ist,   so  ist  der  Exponent  von  x  für  alle  Werthe  von  /c  der  Null 
congruenl ;  die  in  Rede  stehende  Gruppe  wird  daher  durch  p—1 

Terme   gebildet,    deren  jeder  gleich   a  ^     ist.      Die   Vereinigung 
dieser  beiden  Theiie  der  Doppelsumme  liefert  das  Resultat 
p— 1  p—  1  p—i 

cc       (p  —  1)  -[-  «        =  a      p, 
welches  den  vorliegenden  Satz  beweist. 

540.     Wir  wollen   jetzt  einen   zweiten  Satz   herleiten,   wel- 
cher im  Folgenden  besteht:   Wenn  m  und  n  zwei  beliebige  ganze 
Zahlen  bedeuten,  die  aber  nicht  durch  die  Relation 
m  ^  —  n  [mod.  p) 

29* 
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verbunden  sind,  so  ist  F(o;"')  F{a")  gleich  dem  Produkte  der  Func- 
tion jP («'»+")  in  ein  Polynom  -»/^(o;),  dessen  Coefficienten  ganze 
Zahlen  sind ,  also 

F{a"')  Fia")  =  F{a»'+")ijj{a). 
Man  hat  nämlich 

F{a")  =  2a»''x'''\ 
folglich 

F{a"')F{a")  =  2;^«""'+«^' «:«'+«*, 

und  es  liegt  uns  ob,  nachzuweisen,  dass  die  Doppelsumme  des 
zweiten  Gliedes  die  angegebene  Form  hat.  Zu  diesem  Zwecke 
wollen  wir  nicht,  wie  im  vorigen  Satze  erforderlich  war,  die 
Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  a,  sondern  die  Coef- 
ficienten der  Potenzen  von  x  hervortreten  lassen.  Wir  fassen  zu- 
nächst den  Term  in's  Auge,  welcher  aus  allen  Werlhen  von  i 
und  k  entsteht,  für  welche  man 

a'  +  a'^  =  0  {mod.  p) , 
d.  h. 

hat.     Unter  dieser  Bedingung  verschwindet  die  Summe 

.  .     ,  ni(k'\'——-)-\-7ik  —^ —  ,      ,     ,, 

denn  da  m -\-  n  nicht  ^0  [mod.  p)  ist,  so  bringt  der  Ausdruck 
{m-\-n)k  bekanntlich  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen  hervor,  die 
kleiner  als  p  sind. 

Um  jetzt  den  Coefficienten  irgend  einer  Potenz  von  x,  deren 
Exponent  ^  a'  sei,  hervortreten  zu  lassen,  setzen  wir 

ö*  -f~  ^^  ^  a^{mod.  p). 
Dieser  Coefficient  ist 

und  darin  hat  man  i  und  k  alle  Werthe  zu  ertheilen,  welche  die 
vorhergehende  Bedingung  befriedigen  können.     Macht  man 

i  =  l  -\-  ^, 

k  =  l^v, 

so  wird  diese  Bedingung  von  l  unabhängig  und  reducirt  sich  auf 

«''  +  «"  =  1  [mod.  p). 


Abel'sche  Gleichungen.  453 

Wir  können  uns  denken,  dass  man  für  einen  gegebenen  Werth 
der  Primzahl  p  das  System  der  durch  diese  Relation  verbundenen 
Zahlen  f*  und  v  im  Voraus  gebildet  habe.     Dann  folgt 

Setzt  man  daher 

so  ist  der  Coefficient  von  x'^ 

und  die  Doppelsumme,  wie  wir  behauptet  hatten,  gleich 

541.  Diese  Polynome  oder  vielmehr  diese  complexen 
Zahlen  ip{a),  deren  Bildung  wesentlich  von  den  ganzen  Zahlen 
ft  und  V  und  sodann  von  den  Zahlen  m  und  n  abhängt,  führen 
zu  herrlichen  Sätzen  der  Arithmetik,  von  denen  wir  einige  vor- 
führen wollen. 

Wir  bemerken  zunächst,  dass  die  Relation 
Fia"')F{a'')   =  i^  (««+")  •»/;(«), 
wenn  man  die  Zeichen  von  m  und  n  ändert, 

F{tt-"')F{a-")  =  /^(a-('»+»))'.^(a-i) 

liefert.     Multiplicirt  man  diese  beiden  Formeln,   so  ergiebt  sich, 
der  Relation 

F{a)F{a-^)  =  a^  p 
wegen,  sofort 

'^{a)tp(cc~^)  ==  p. 

Ein  sehr  einfacher  besonderer  Fall  wird  die  volle  Bedeutung  die- 
ses Resultats  zeigen.     Es  sei 

p  ^  1  [mod.  4). 

Dann  wird  der  Gleichung 

cT-'  =  1 
durch  den  Werth 

a  =  ■/—  1  =  i 

genügt,    und  ifjia),    als  Summe  ganzer  Potenzen  von  /,   ist  von 
der  Form  a  -j-  bi,  wo  a  und  b  ganze  Zahlen  sind.   Ausserdem  hat 

—  =  —  den  Werth  —  i,  so  dass 
a  t 

i}f{a~^)  =  a  —  bi 
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ist.     Folglich  hat  jede  Primzahl,  die  ^£  1  (mod.  4)  ist,  die  Form 

(a  +  bi){a  —  hi)  =  a2_|_&2. 
Dieser  Lehrsatz,  den  wir  in  den  Nummern  294  und  332  nach 
einer  ganz  anderen  Methode  herleiteten,  findet  sich  hier  in  der 
Weise  bewiesen,  dass  man  o  und  b  von  den  ganzen  Zahlen  fi  und  v 
abhängen  lässt.  Aus  diesem  ganz  unerwarteten  Zusammenhange 
hat  J  a  c  0  b  i  eine  Folgerung  gezogen ,  die  wir  nur  anführen 
wollen : 

Wird  die  Zahl  a  in  der  Gleichung  p  ==  a"^  -\-  b"^  als  unge- 
rade vorausgesetzt,  so  kann  ihr  Werth  bis  auf  das  Vorzeichen 
dadurch  bestimmt  werden ,  dass  man  den  kleinsten  Rest  des  Aus- 
drucks 

1        2n  (2«  —  1)  (2n  —  2)  •  •  ■  (re  +  1) 


1  .  2 


{mod.  p) 


nimmt,  wo  p  =^  Afi  -\-  1  angenommen  wird. 
Es  sei  ferner 

p  ^  1  {mod.  3). 

Dann  wird  die  Gleichung 

«=1 

durch  die  complexe  kubische  Wurzel  der  Einheit 

«  =  ^ =  Q 

befriedigt ,  und  die  Zahlen  ip  (a)  und  ip  (a-^) ,  als  Summen  ganzer 
Potenzen  von  q,  werden  beziehungsweise 

a  -{-  bQ  ,  a  -\-  öq"^, 
wo  a  und  b  ganze  Zahlen  sind,     p  ist  folglich  von  der  Form 

(«  +  bQ)  {a  +  0^2)  =  «2  —  ab-j-  b\ 

542.     Wir  wollen  noch   eine  Folgerung  für  die  Auflösung 
der  binomischen  Gleichung 

x''  =  1 
anführen.     Es   sei  «  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung 

x^      =1, 
und  es  werde 

;)  ==  2n  4-  1 
gesetzt,  so  dass 

«"  =  —  1 

ist.     Bezeichnet  allgemein  t|;^.(a)  das  durch  die  Gleichung 


Abel'sche  Gleichungen.  455 

definirte  Polynom  in  «,   so  erhält  man  die  Reihe  der  Relationen 

F{a)  F{a)         =  ip,      («)  F{a% 
F{a)  F{a^)       =  tp^     {«)  F{a^), 


F{cc)F{a»-^)  =  ilJ^^_^{a)Fia"), 
deren  Multiplication  zu  dem  Resultat 

F{a)"  =  %{a)%{(x)  ...  %^_,{(^)  Fia") 

führt.  Da  nun  a«  =  —  1  ist,  so  lässt  sich  der  Factor  F{a") 
leicht  ausvverthen.  Derselbe  reducirt  sich  auf  die  Differenz  der 
in  No.  536  bestimmten  Grössen  1/2  und  y^.  Man  kann  ihn  aber 
auch  aus  der  oben  bewiesenen  allgemeinen  Relation 

F{a)  F{c(-^)  =  a^  p 

herleiten.  Zu  diesem  Zwecke  hat  man  darin  «  =  —  1  zu  neh- 
men,  was  aus   dem  Grunde  erlaubt  ist,   weil   so   der  Gleichung 

o''~^  =  1  genügt  wird.     Man  erhält  auf  diese  Weise 

p-i 

und  die  {p  —  l)"^"  Potenz  der  resolvirenden  Function  wird  somit 
durch  ein  mit  der  Zahl  p  multiplicirtes  Produkt  complexer  Facto- 
ren  i/'(a)  ausgedrückt. 

Neuer  Beweis  des  Legendre' sehen  Reciprocitätsgesetzes. 

543.  Die  in  diesem  Kapitel  dargelegte  Theorie  liefert,  wie 
Jacobi  gezeigt  hat,  einen  neuen  Beweis  des  in  No.  332  herge- 
leiteten Legendre' sehen  Reciprocitätsgesetzes.  Wir  halten  es 
für  nützlich,  diese  wichtige  Anwendung  hier  vorzuführen. 

Wir  betrachten  die  Gleichung 

^—i  =  0 

X  —  1 

und  bezeichnen  eine  ihrer  Wurzeln  mit  r.  Ferner  sei  «  eine 
primitive  Wurzel  der  Primzahl  p,  und  es  werde 

p—6  p—2 

p   __    ^  j^  _]_  fO-  f.a'  _l      .  .  .  _|_  ^rt  f^a 
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gesetzt.  Bezeichnet  q  eine  von  p  verschiedene  ungerade  Primzahl, 
und  wird  das  Polynom  P  auf  die  g-*®  Potenz  erhoben,  so  enthält 
das  Resultat  die  §'*<'"  Potenzen  der  verschiedenen  Terme  von  P 
und  ausserdem  noch  andere  Terme,  deren  Coefficienten  sämmtlich 
durch  q  theilbar  sind.  Wird  die  Gesammtheit  der  letzteren  Terme 
mit  qZAr"'  bezeichnet  und 

»—3  B— 2 

i)  ==  r    —  r     -\-  r      —  •••-}-  r  —  r 

gesetzt,  so  ist 

p«  =  ()-f-  qZAr''. 

Es  ist  jetzt  der  Fall,  in  welchem  (— )  =  -|-  1  ist,  von  demjeni- 
gen zu  unterscheiden,  in  welchem  man  f— j  =  —  1  hat. 

1^.    Es  sei  \^-\  =  -\-  1,  also  q  eine  Wurzel  der  Congruenz 


deren  Wurzeln 
sind.     Man  hat  dann 


wo  n  eine  ganze  Zahl  ist,  die  nicht  grösser  als  sein  kann. 

Der  Werth  von  Q  ist  folglich 

und  wenn    die  Exponenten   von  a  kleiner   als  ^  —  1   gemacht 
werden,  so  ergiebt  sich  offenbar 

2**.     Es  sei  jetzt  (— j  =  —  1.     In  diesem  Falle  ist  q  eine 
Wurzel  der  Congruenz 

X      -|-  1  ^  0  (morf.  p) , 
welche  die  Wurzeln 

a  ,  a^,  a^ ,  .. .  ,  al^~ 
hat.     Es  ist  daher 

q  ^  a^"+^  [mod.  p), 

wo  n  eine  ganze  Zahl  ist.     Dann  folgt 


p-1 

2 

-1  = 

\  0  {mod.  p) , 

a\ 

a\  a« 

p—X 

i 

=  «2« 

[mod.  p) , 
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und    wenn    die   Exponenten  von  a  kleiner  als  />  —  1   gemacht 
werden , 

Man  hat  danach  in  allen  Fällen 

folglich 
oder 

(1).  ^'-  -  ij)  =  *^- 

Macht  man,  dies  vorausgesetzt, 

p— 3 

y^   ==  r   +  r«'  +  r«'  4-  •  •  •  -|-  r" 

^.— 2 

y^  =  r"  -f  r"  +  r«   +  •  •  •  -|-  r"       , 
SO  ergiebt  sich  (No.  536) 


7/         ^ 

7/      ^^ 

woraus  

7/  — 

folgt.  Wird  dieser  Werlh  von  P  in  das  erste  Glied  der  Formel 
(1)  eingesetzt,  so  reducirt  sich  dasselbe  auf 

^1 — 1  p—l     q  —  l 

und  diese  Grösse  ist  eine  ganze  Zahl.    Daher  muss  sich  auch  das 

2  A  T^ 

zweite  Glied  q  — ^ —  auf  eine  ganze  Zahl  E  reduciren,  und  man 
erhält 

Daraus  geht  hervor,  dass  das  Quadrat  von  SÄr"  eine  ganze  und 
symmetrische  Function  der  Wurzeln  der  Gleichung  _  =  0  ist. 
Der  Werth  dieses  Quadrates  ist  folglich  eine  ganze  Zahl,  d.  h.  E 
ist  ein  Vielfaches  Mq  von  q.    Man  hat  also 

2:Ar(t  ,,         ^ 

q  ——  =  E  =  Mq, 
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WO  M  eine  ganze  Zahl  ist,  und  die  Formel  (1.)  geht  über  in 

q—l  P—^     9'— 1 

Beachtet  man  jetzt,  dass 

p  2    =  (A)  _f_  vielf.  von  q 
ist,  und  lässt  beiderseits  die  Vielfachen  von  q  weg,  so  folgt 

(2)-  (f)(-l)'^'''^  =  (f)- 

welche  Formel  eben'  der  Ausdruck  des  Salzes  von  Legendre  ist. 


Viertes  Kapitel. 

lieber  eine  Klasse  yoii  Gleichungen  neunten  Grades,  die 
algebraisch  auflösbar  sind. 


Determinante  einer  ganzen  und  homogenen  Function  dreier 
Veränderlichen. 

544.  In  Cr  eile 's  Journal  (Bd.  XXVIII,  p.  68  und  Bd. 
XXXIV,  p.  191)  hat  0.  Hesse  zwei  wichtige  Arbeiten  über  die 
Bestimmung  der  Inflexionspunkte  der  Curven  dritten  Grades  ver- 
öffentlicht. In  der  zweiten  dieser  Arbeiten  beweist  er,  dass  die 
Inflexionspunkte  einer  algebraischen  Curve  n*^"  Gra- 
des auf  einer  zweiten  Curve  vom  Grade  3  (n  —  2)  lie- 
gen, dass  folglich  eine  algebraische  Curve  n*^"  Grades 
im  Allgemeinen  3n  (n  —  2)  reelle  oder  imaginäre  In- 
flexionspunkte hat. 

In  besonderen  Fällen  können  einige  dieser  Inflexionspunkte 
in  die  Unendlichkeit  fallen,  oder  durch  vielfache  Punkte  ersetzt 
werden. 

Für  n  =  3  liefert  der  erste  der  genannten  Sätze  das  Re- 
sultat: 

Die  Inflexionspunkte  einer  Curve  dritten  Grades 
liegen  auf  einer  zweiten  'Curve  dritten  Grades. 

Daraus  geht  hervor,  dass  die  Ermittlung  der  Inflexionspunkte 
einer  Curve  dritten  Grades  allgemein  von  der  Auflösung  einer 
Gleichung  neunten  Grades  mit  einer  Unbekannten  abhängt.  Es 
ist  nun  sehr  bemerkenswerth,  dass  diese  Gleichung  neunten  Gra- 
des immer  algebraisch  aufgelöst  werden  kann,  und  dass  es  zur 
Ausführung  ihrer  Auflösung  genügt,  eine  einzige  Gleichung  vier- 
ten und  drei  Gleichungen  dritten  Grades  zu  lösen.  Dies  ergiebt 
sich  leicht,  wie  wir  später  dartbun  werden,  aus  dem  oben  ange- 
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gebenen  Satze  von  Hesse  und  aus  einem  anderen  zuerst  von 
Maclaurin  bewiesenen  Satze,  welcber  im  Folgenden  besteht: 

Die  Gerade,  welche  z\^ei  Infiexionspunkte  einer 
Curve  dritten  Grades  verbindet,  trifft  die  Curve  in 
einem  dritten  Infiexionspunkte. 

Der  Beweis,  den  Hesse  in  seiner  zweiten  Arbeit  für  die 
Auflösbarkeit  der  in  Rede  stehenden  Gleichung  neunten  Grades 
giebt,  setzt  den  Maclaurin  'sehen  Satz  gleichfalls  voraus,  Hesse 
zeigt,  dass  zwischen  den  Wurzeln  gewisse  Relationen  bestehen 
und  beweist  allgemein,  dass  jede  Gleichung  neunten  Grades,  deren 
Wurzeln  diese  Eigenschaft  haben,  durch  Wurzelgrössen  gelöst 
werden  kann.  Am  Ende  dieses  Kapitels  werden  wir  diese  Unter- 
suchung von  Hesse  darlegen. 

545.     Es  sei  U  irgend   eine  ganze  und  homogene  Function 

n^«n  Grades  der  beiden  Veränderlichen  x  und  y.     Nimmt  man  — 

y 
zur  Unbekannten,  so  ist  ü  =  0  irgend  eine  Gleichung  w^«"  Gra- 
des, und  diese  Gleichung  wird  drei  gleiche  Wurzeln  besitzen, 
wenn  man  gleichzeitig  den  drei  Gleichungen 

dx  dx^ 

genügen  kann.  Diese  Bedingungsgleichungen  sind  beziehungs- 
weise von  den  Graden  n,  n — 1,  n  —  2.  Statt  ihrer  kann  man 
aber  drei  Gleichungen  nehmen,  deren  jede  den  Grad  n  —  2  hat. 
Sie  lassen  sich  nämlich  in  folgender  Weise  schreiben  *) : 


*)  Dies  gellt  unmittelbar  aus  dem  „Satz  von  den  homogenen  Functio- 
nen" hervor.  Ist  f{x,y,  .  . .)  eine  homogene  Function  n^""  Grades  meh- 
rerer Veränderlichen,  und  werden  x,  y,  .  .  .  mit  1  -|-  a  multiplicirt,  so 
folgt  aus  der  Definition  der  homogenen  Functionen 

f{x  +  ax  ,y-j-ay  ,  •  .  .)  =  (1 -f  «)/* /"(a;,  y,  .  .  .). 

Entwickelt  man  beide  Glieder  dieser  Formel  in  Beziehung  auf  a  und  setzt 
sodann  die  Coefficienten  derselben  Potenzen  von  a  einander  gleich  so 
erhält  man 

^  Ix-^y dy  +---  =  ^/'(^-,y,...). 
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^    —  n  («-1)    y^    dx^  +  ''^^  d^^y  +  ^     dy\)   "   ^' 

Der  dritten  deichung  wegen  reducirt  sich  die  zweite  auf 


dx  dy 

und  die  erste  wird  sodann 


=  0, 


^2   —   0. 

Damit    also    die   Gleichung    11  =  0    drei    gleiche   Wurzeln   hahe, 
müssen  die  drei  Bedingungen 

^^^=0,'^'^    =0.^  =  0 

dx"^  dx  dy  dy'^ 

erfüllt  sein,  und  jede  dieser  Bedingungsgleichungen  ist  vom  Grade 
n  —  2. 

Ebenso  würde  sich  darthun  lassen,  dass  die  Gleichung  U=0 
allgemein  m  gleiche  Wurzeln  besitzt,  wenn  die  Bedingungsglei- 
chungen (n  —  m  -\-  1)*'="  Grades 

^m-i^  ^         rf"'-V  ^  d"'-^U     _  ^    d"'-'^U  _ 

dx"'~'  '  dx"'-%  dx  dy"-'  '    dy'"-' 

erfüllt  sind. 

546.  Es  sei  jetzt  u  irgend  eine  ganze  und  homogene  Func- 
tion n"'"   Grades  der  drei   Veränderlichen  x,  y,  z.      Stellt  man 

durch  -^  und  —  die  rechtwinkligen  oder  schiefwinkligen  Coordi- 

naten  eines  beweglichen  Punktes  dar,  so  ist 

(1).  M    =    0 

die  Gleichung  irgend  einer  Curve  wte°  Grades*). 
Eine  beliebige  Gerade,   deren  Gleichung 

(2).  z  =  ax  -\-  hy  - 


*)  Hesse  hatte  zuerst  den  schönen  Gedanken,  die  rechtwinkligen 

Coordinaten  eines  Punktes  in  der  Ebene  durch  —  ,    M^,  diejenigen  eines 

z         z 

Punktes  im  Räume  durch  —  >   —  ,    —   darzustellen.     Man  erreicht  da- 

u        u         u 
durch,  dass  alle  Gleichungen,  die  man  betrachtet,  homogen  werden. 
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ist,  trifft  die  Ciirve  bekanntlich  in  n  Punkten.  Setzt  man  den 
in  (2)  angegebenen  Werth  von  z  in  die  Function  u  ein,  so  wird 
letztere  eine  homogene  Function  U  der  beiden  Veränderlichen 
X  und  y,  und  die  n  Wurzeln  der  Gleichung  Z7=0,  in  welcher 

—  als  Unbekannte  angesehen  wird,  sind  die  Verhältnisse  der  Coor- 

y 

dinaten  der  Punkte,  in  welchen  die  Gerade  die  Curve  trifft.     Die 

Gleichung  der  Geraden  enthält  aber  zwei  Constanten  a  und  h, 
welche  in  die  Gleichung  U=0  eingeführt  werden.  Zwischen 
diesen  Constanten  kann  man  einen  solchen  Zusammenhang  fest- 
stellen, dass  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  U  =  0  einander  gleich 
werden:  In  diesem  Falle  wird  die  Gerade  eine  Tangente  der 
Curve.  Giebt  man  den  Constanten  a  und  b  solche  Werthe,  dass 
die  Gleichung  ü  =  0  drei  gleiche  Wurzeln  besitzt,  so  wird 
die  Gerade  Tangente  in  einem  Inflexionspunkle.  Dieser  Punkt 
bestimmt  sich,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  durch  die  drei 
Gleichungen 

^-  =  0     -^^  =  0     -^  =  0 

dcü'^  '    dx  dy  '    dy- 

Da  aber  V  der  Werth  ist,  welchen  u  für  z  ==  ax  -\-  hy  annimmt, 

so  lassen  sich  diese  drei  Gleichungen,  wenn  der  Kürze  wegen 

d^u  d-u  d^u 

dx^    =  ""'''   '    d^^      =    ^2,2  ,       ^    =    M3,3, 

rf*M  «  d'^u  d^u 


dy  dz  '        dx  dz  '        dx  dy 

gemacht  wird,  in  folgender  Weise  schreiben: 

fui,i  +  ^au-6,1  +  a^Uiß  =  0, 
Wl,2  +  «"2,3  +  bus,i     +  aÖW3,8  =   0, 
W2,2  +  2ÖM2,3  +    b'^U3,S    =    0. 

Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  a  und  b,  so  erhält  man 
die  Gleichung  einer  Curve,  welche  die  vorgelegte  Curve  in  den 
Inflexionspunkten  trifft.  Um  diese  Elimination  auszuführen,  lösen 
wir  die  zweite  der  Gleichungen  (3)  in  Beziehung  auf  «  auf.  Den 
so  erhaltenen  Werth 

"1,2  +  *"3,1 
"2,3  +  *«3,3 

setzen  wir  in  die  erste  Gleichung  (3)  ein.     Es  ergiebt  sich 

"1,1  («2,3  +   bll^s)-  —    2U3,l  {Ul,2  +  &M3,l)  («2,3  +  *  «3,3) 
+    «3,3    («1,2    +   ^«3,lP    ==    ö. 
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oder,  wenn  in  Beziehung  auf  b  geordnet  wird, 

Wl,l    M^,3    —    2 1/2,3    «3,1    Wi,2    +    W3,3    «1,9 

+    (mi,iM3,3   —   «3,1)    (2  6M2,3  +  6^M3,3)    ==    0. 

Wird  endlich  die  dritte  Gleichung  (3)  mit 

Wl,l  W3,3   —   «3,1 

multiplicirt  und  vom  Resultate  die  eben  gebildete  Gleichung  suh- 
Irahirt,   so  gelangt  man  zur  Endgleichung,  welche  durch  Elimi- 
nation von  «  und  b  entsteht.     Wir  stellen  dieselbe  durch 
(4).  ^M  =  0 

dar,  indem  wir  der  Kürze  wegen 

(5).      ^M  =  Mi,i  W2,2«3,3+  2W2,3«3,lMl,2  —  Ml,lt<l,3  —  «2,2  "3,1  —  «3,3  «1,2 

setzen. 

Die  Gleichung  (4)  ist  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve, 
welche  die  Curve  der  vorgelegten  Gleichung  t{  =  0  in  den 
Inflexionspunkten  trifft.  Wie  man  sieht,  ist  (4)  vom  Grade 
3  (»—2);  folglich  hat  eine  Curve  «"="  Grades  im  Allgemeinen 
3n  (w— 2)  Inflexionspimkte.  Im  Besonderen  hat  eine  Curve  dritten 
Grades  neun  Inflexionspunkte. 

Die  Function  /lu  ist  gleich  der  Determinante 


«1,1 

«1,2 

«1,3 

«2,1 

,    «2,2 

«2,3 

«3,1 

«3,2 

«3.3 

und   Hesse   hat  ihr  den  Namen    „Determinante  der  Func- 
tion u"  gegeben. 

"  547.  Wenn  die  Coefficienten  der  Function  u  unbestimmt 
sind,  so  besitzt  die  durch  die  Gleichung  «  =  0  dargestellte  Curve 
keine  vielfachen  Punkte.  Für  solche  Punkte  hat  man  gleich- 
zeitig 

du  „     du  f,  „ 

d^=^'d-y-^'''  =  ^' 

und   mittels  der  beiden   ersten  dieser  Gleichungen  reducirt  sich 
die  dritte  dem  Satze  von  den'  homogenen  Functionen  zufolge  auf 

dz 
Der  für  das  Vorhandensein  vielfacher  Punkte  erforderliche  Zusam- 
menhang   zwischen   den   Coefficienten    von  «    ergieht   sich   daher 
durch  die  Elimination  von  x  und  y  aus 


# 
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du  „      du   ^      du  _ 

«ic  rf  ^  dz 

Diese  Gleichungen  können  auf  die  Form 

XUx,l  +  2/Ml,2  +  2:Mi,3  =  0, 
a:«2,l  +  «/M2,2  +  ZM2,3  =  0» 
^«3,1    +    yM3,2  +    2M3,3  =  0 

gebracht  werden,  und  daraus  folgt  offenbar 

z/m  =  0. 
Ausserdem  zeigt  die  Methode,  nach  welcher  wir  die  Inflexions- 
punkte  bestimmt  haben,  dass  die  etwa  vorhandenen  vielfachen 
Punkte  der  letzten  Gleichung  genügen;  denn  wenn  die  Gerade 
z  =  ax  -\-  hy  in  einem  vielfachen  Punkte  Tangente  der  Curve 
wird,  so  besitzt  die  Gleichung,  welche  durch  Elimination  von 
2  aus 

M  =  0  und  z  =  ax  -\-  by 
entsteht,  offenbar  drei  gleiche  Wurzeln. 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  eine  Curve  dritten  Grades  kei- 
nen dreifachen  Punkt,  und  ebenso  wenig  drei  Doppelpunkte  haben 
kann,  wofern  sie  sich  nicht  auf  ein  System  von  drei  Geraden 
reducirt.  Sie  kann  auch  nicht  zwei  Doppelpunkte  haben,  wenn 
sie  sich  nicht  auf  «ein  System  reducirt,  das  aus  einem  Kegelschnitte 
und  einer  Geraden  besteht. 

548.  Die  in  No.  546  ausgeführte  Rechnung  ist  von  der- 
jenigen nicht  verschieden,  die  man  anzustellen  hätte,  wenn  man 
die  Bedingung  ermitteln  wollte,  unter  welcher  die  Gerade  (2)  ein 
Theil  des  durch  (1)  dargestellten  Ortes  ist.  In  der  That  wird 
diese  neue  Aufgabe  dadurch  gelöst,  dass  man  ausdrückt,  das 
Resultat  TJ  der  Substitution  von  ax  +  hy  an  die  Stelle  von  z  in 
u  sei  identisch  Null.     Man  hat  also 

^=0       ^^   =0     —  —  0 
dx^  '    dxdy  '    dy'^  ' 

und  da 

n(n-\)    V=x^^^  +  2xy^y-{-y^^ 

ist,  so  liegt  es  auf  der  Hand,  dass  diese  Bedingungen  hinrei- 
chend sind.  So  bestehen  in  dem  Falle,  mit  dem  wir  uns  beschäf- 
tigen, der  Gleichung  (2)  wegen  die  Gleichungen  (3)  identisch, 
und  dasselbe  ist  folglich  mit  der  Gleichung   (4)  der  Fall.     Jede 
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Gerade,  welche  dem  Orte  der  Gleichung  «  =  0  angehört,  ist 
daher  auch  ein  Theil  des  Ortes  der  Gleichung  Ju  =  0. 

Für  den  Fall  n  =  3  gilt  der  Satz:  Wenn  die  Gleichung 
M  =  0  drei  Gerade  darstellt,  so  machen  eben  diesel- 
ben Geraden  den  Ort  der  Gleichung  z/m  =  0  aus,  und 
man  hat  folglich  Ju  =  ku,  wo  ^  eine  Constante  ist. 

Es  kann  vorkommen,  dass  die  Determinante  Ju  identisch 
Null  ist.  Damit  dies  der  Fall  sei,  ist  erforderlich  und  hinrei- 
chend, dass  die  Gleichung  u  =  0  ein  Büschel  von  n  Geraden 
darstelle.  Obwohl  wir  diesen  von  Hesse  gefundenen  Satz  nicht 
anzuwenden  haben  werden,  konnten  wir  doch  nicht  umhin,  ihn 
zu  erwähnen. 

Ueber  die  Inflexionspunkte  der  Ciirven  dritten  Grades. 

549.  Wir  wollen  jetzt  in  Betreff  der  Curven  dritten  Grades 
einige  allgemeine  Sätze  herleiten,  auf  die  wir  uns  später  stützen 
werden. 

Wir  erinnern  zunächst  daran,  dass  das  aus  einem  Kegel- 
schnilte  und  einer  Geraden,  sowie  das  aus  drei  Geraden  beste- 
hende System  Varietäten  der  Curven  dritten  Grades  sind. 

Hilfssatz  I.  —  Zwei  Curven  dritten  Grades  schnei- 
den sich  im  Allgemeinen  in  neun  Punkten. 

Es  ergiebt  sich  dies  unmittelbar  aus  dem  Bezout 'sehen 
Salze  über  den  Grad  der  Endgleiciiung,  welche  durch  Elimina- 
tion einer  Unbekannten  aus  zwei  Gleichungen  entsteht. 

550.  Hilfssatz  H.  —  Zur  Bestimmung  einer  Curve 
dritten  Grades  genügen  im  Allgemeinen  neun  Punkte. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Curven  dritten  Grades  enthält 
zehn  Terme.  Der  Coefficient  eines  dieser  Terme  kann  nach 
Belieben  gewählt  werden.  Es  sind  dann  noch  neun  Coefficienten 
unbestimmt,  über  die  man  so  verfügen  kann,  dass  die  Curve 
durch  neun  gegebene  Punkte  geht.  Auf  diese  Weise  erhält  man 
neun  Gleichungen  ersten  Grades  zwischen  den  unbestimmten  Coef- 
flcienten.  Diese  Gleichungen  lassen  im  Allgemeinen  nur  eine 
Lösung  zu,  und  es  lässt  sich  folglich  durch  neun  gegebene  Punkte 
nur  eine  Curve  dritten  Grades  legen*). 


*)   In  seinen  schönen  Untersuchungen  über  die  Curven  dritten  und 
vierten  Grades   (Comptes  rendus  de  TÄcaddraie  des  Sciences,  t.  XXVI, 
Serret,  Alg-ebra,    11.  •     iJQ 
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Zusatz.  —  Wenn  u  =  0  ,  v  =  0  die  Gleichungen  zweier 
auf  rechtwinklige  Coordinatenaxen  bezogenen  Ciirven 
dritten  Grades  sind,   so  ist 

V  -{-  Xu  =  0, 
wo  J.  eine  unbestimmte  Constante  bezeichnet,  die  all- 
gemeine Gleichung  der  Curven  dritten  Grad  es,  welche 
durch  die   gemeinschaftlichen   Punkte  der   gegebenen 
Curven  gehen. 

Zunächst  leuchtet  ein,  dass  die  Gleichung  v  -\-  Xu  =  0  eine 
Curve  darstellt,  welche  durch  die  Schnittpunkte  der  gegebenen 
Curven  hindurchgeht.  Zweitens  sei  C  irgend  eine  der  Curven 
dritten  Grades,  .welche  durch  diese  neun  Punkte  gehen.  Wir 
nehmen  auf  dieser  Curve  einen  beliebigen  Punkt  M  an,  welcher 
den  gegebenen  Curven  nicht  angehört,  und  bezeichnen  die  Werthe, 
welche  u  und  v  für  diesen  Punkt  haben,  mit  u^  und  Vj.  Bestimmt 
man  dann  X  durch  die  Bedingung  t;,  -f-  ^Wi=0,  so  geht  die 
Curve,  deren  Gleichung  v  -\-  Xu  =  0  ist,  durch  M.  Sie  hat  somit 
zehn  Punkte  mit  der  Curve  C  gemeinschaftlich,  d,  h.  sie  fällt 
mit  C  zusammen. 

Der  vorstehende  Beweis  nimmt  keine  Rücksicht  auf  den  Fall, 
in  welchem  die  Oerter  der  Gleichungen  w  =  0,  v=0  eine  Gerade 
oder  einen  Kegelschnitt  gemeinschaftlich  haben.  In  diesem  Falle 
hat  man  aber 

V  =  tv  ,  u  =  tu. 
v=0,  u'=0  stellen  Gerade  oder  Kegelschnitte,  und  v' -\-Xu  =0 
stellt  jede  Gerade  oder  jeden  Kegelschnitt  dar,  welcher  durch  die 
Schnittpunkte  der  ersteren  hindurch  geht.  Daraus  folgt,  dass 
V  -\-  Xu  =  0  auch  jetzt  noch  alle  Curven  dritten  Grades  darstellt, 
welche  durch  die  den  vorgelegten  Curven  gemeinschaftlichen 
Punkte  gehen. 

551.  Hilfssatz  HL  —  Es  seien  Ai,  A^,  A^,  A^,  Ar,,  A^, 
A~^,  A^,  Ag  die  neun  Schnittpunkte  zweier  gegebenen 
Curven  dritten  Grades.  Durch  irgend  sieben  dieser 
Punkte  kann  man  unendlich  viele  Curven  dritten  Gra- 


p.  943  und  t.  XXVII,  p.  272,  437,  472)  lehrt  Chasles  zwei  Methoden, 
die  Curve  dritten  Grades,  welche  durch  neun  gegebene  Punkte  geht,  zu 
construiren. 
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des  hindurch  legen,  welche  durch  keinen  der  beiden 
übrigen  Punkte  gehen. 

Wir  betrachten  die  sieben  Punkte 

■^1   '  -^2  '       3  '       4  »       5  '       6  '  "^7* 

Liegen  drei  derselben,  etwa  ^j,  ^j»  ^3»  ^"  gerader  Linie,  so 
giebt  es  drei  aus  je  zwei  Geraden  gebildete  Systeme,  deren  jedes 
die  vier  Punkte  A^,  Ä^,  Aq,  A-  enthält.  Eine  dieser  sechs  Gera- 
den kann  durch  A^  oder  durch  A^  gehen.  Sie  kann  aber  diese 
beiden  Punkte  nicht  gleichzeitig  enthalten,  da  nicht  mehr  als 
drei  Punkte  einer  Curve  dritten  Grades  in  einer  Geraden  liegen 
können.  Unter  unseren  Systemen  von  Geraden  giebt  es  daher 
wenigstens  eins,  welches  keinen  der  Punkte  A^,  Aq  enthält.  Die- 
ses System  bildet  in  Verbindung  mit  der  Geraden  ^j  A^  A^  eine 
Curve  dritter  Ordnung,  welche  die  angegebene  Bedingung  erfüllt. 

Wenn  sechs  der  betrachteten  sieben  Punkte  auf  einem  Kegel- 
schnitte liegen,  so  hat  derselbe  mit  keiner  der  beiden  gegebenen 
Curven  noch  einen  weiteren  Punkt  gemeinschaftlich ;  er  geht  also 
weder  durch  A^,  noch  durch  A^.  Verbindet  man  daher  mit  die- 
sem Kegelschnitte  eine  durch  den  siebenten  der  betrachteten 
Punkte  beliebig  gezogene  Gerade,  welche  weder  durch  A^,  noch 
durch  A(^  geht,  so  erhält  man  eine  Curve  dritter  Ordnung,  welche 
gleichfalls  der  aufgestellten  Bedingung  genügt. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  dass  von  den  betrachteten  sieben 
Punkten  weder  sechs  auf  einem  Kegelschnitte,  noch  drei  in  einer 
Geraden  liegen.  Verbindet  man  den  Punkt  A.  mit  den  sechs 
übrigen  Punkten,  so  geht  höchstens  eine  der  erhaltenen  sechs 
Geraden 

A^  A-  ,  A^  A-  ,  A^  A-  ,  A^  Aj  ,  A^  A^  ,  A^  A^ 
durch  A^,  und  ebenso  höchstens  eine  derselben   durch  Ac^.     Wir 
dürfen  daher  voraussetzen,  dass 

3       7  '       4       7  '       5       7  '       6       7 

weder  durch  A^,  noch  durch  A^  gehen.  Verbindet  man  weiter 
Jß  mit  den  Punkten  A^  ,  A^  ,  Ar^,  so  erhält  man  die  drei  Geraden 

A^  A^  ,  A^  Aq  ,  ^5  A^  , 
unter  denen  sich  wenigstens  eine  vorfindet,   die  weder  durch  Ag, 
noch  durch  A^  geht.     Daraus  folgt,   dass  man   von   den  sieben 
betrachteten  Punkten  immer  drei,  z.  B. 

30* 
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wählen  kann,  die  so  beschaffen  sind,  dass  die  je  zwei  derselben 
verbindenden  Geraden  durch  keinen  der  beiden  Punkte  J^,  Jg 
gehen. 

Dies  vorausgesetzt,  betrachten  wir  die  Curven  dritten  Gra- 
des, welche  beziehungsweise  aus  den  durch 

^1  >  ^2  '  -^3  '  ^4  '  ^5    '    ^1   »  ^2  >  -^3  »  ^4  »  ^6    '    -^1  >  ^2  »  "^3.'   ^4  »  ^7 

gehenden  Regelschnitten  und  den  Geraden 

gebildet  sind.  Einer  der  Kegelschnitte  kann  einen  der  Punkte 
Jg,  Jy,  aber  nicht  beide  enthalten,  da  ein  Kegelschnitt  mit  einer 
Curve  dritten  Grades  nicht  mehr  als  sechs  Punkte  gemeinschaft- 
lich haben  kann.  Ferner  können  zwei  unserer  Kegelschnitte  kei- 
nen Punkt  ausser  Ay  ,  J^  >  ^3  >  ^4  gemeinschaftlich  haben ;  folg- 
lich enthält  einer  derselben ,  z.  B.  Aj  A^  A^  A^  A^  weder  A^ ,  nocli 
^9.  Wird  mit  diesem  Kegelschnitte  die  Gerade  A^  A^  verbunden, 
so  erhält  man  eine  Curve  dritten  Grades,  welche  der  angegebe- 
nen Bedingung  genügt. 

Wir  können  somit  in  allen  Fällen  eine  Curve  dritten  Gra- 
des ermitteln,  welche  durch  die  betrachteten  sieben  Punkte  geht 
und  keinen  der  beiden  übrigen  Punkte  enthält.     Ist 

w  =  0 
die  Gleichung  dieser  auf  zwei  Coordinatenaxen  bezogenen  Curve, 
und  sind 

M  =  0  ,   V  =  0 
die  Gleichungen   der  gegebenen  Curven,   a  und   h  zwei  willkür- 
liche Constanten,  so  stellt  die  Gleichung 

au  -\-  bv  -\-  m  =^  0 
offenbar  eine  unendliche  Menge   von  Curven   dritten   Grades  dar, 
welche  der  angegebenen  Bedingung  sämmtlich  genügen. 

552.  Lehrsatz  I.  —  Jede  Curve  dritten  Grades, 
welche  durch  achX  Schnittpunkte  zweier  gegebenen 
Curven  dritten  Grades  geht,  geht  auch  durch  den  neun- 
ten Schnittpunkt   dieser  Curven. 

Es  seien  Pund  F^  die  beiden  gegebenen  Curven  dritten  Gra- 
des. Nehmen  wir  an,  man  wolle  eine  Curve  dritten  Grades  durch 
die  neun  Schnittpunkte  der  Curven  F  und  F^  hindurch  legen. 
Die  neun  linearen  Gleichungen,  welche  die  Coefficienten  der  Glei- 


Ueber  eine  Klasse  von  Gleichungen  neunten  Grades  etc.  469 

chung  der  unbekannten  Curve  befriedigen  müssen,  lassen  die  bei- 
den Lösungen  zu,  welche  sich  auf  die  der  Aufgabe  genügenden 
Curven  Tund  -T^  beziehen.  Daraus  geht  hervor,  dass  das  System 
dieser  neun  Gleichungen  unbestimmt  ist.  Ausserdem  sind  irgend- 
welche acht  derselben  nach  dem  Hilfssatze  III  verschieden  und 
ziehen  folglich  die  neunte  nach  sich.  Daraus  ziehen  wir  den 
Schluss :  Wenn  man  eine  Curve  dritten  Grades  F^  der  Bedingung 
unterwirft,  durch  acht  der  den  Curven  F  und  F^  gemeinschaft- 
lichen Punkte  zu  gehen,  und  wenn  man,  um  die  Bestimmung 
von  r,  zu  vollenden ,  eine  beliebige  neue  Bedingung  aufstellt,  so 
muss  die  Curve  F^  durch  den  neunten  Schnittpunkt  von  F  und 
Fj  gehen. 

Zusatz  I.  —  Wenn  drei  Schnittpunkte  zweier  Cur- 
ven dritten  Grades  auf  einer  Geraden  liegen,  so  lie- 
gen die  sechs  übrigen  Schnittpunkte  auf  einem  Kegel- 
schnitt e. 

Die  Gerade,  welche  durch  die  drei  ersten  Schnittpunkte  der 
gegebenen  Curven  F  und  F^  geht,  und  der  durch  fünf  von  den 
sechs  übrigen  Schnittpunkten  gelegte  Kegelschnitt  bilden  nämUch 
eine  Curve  dritten  Grades,  welche  nach  dem  vorhergehenden 
Lehrsatze  auch  durch  den  neunten  Schnittpunkt  von  F  und  F^ 
geht.  Da  es  nun  unmöglich  ist,  dass  vier  Punkte  einer  Curve 
dritten  Grades  in  einer  Geraden  liegen,  .so  muss  dieser  neunte 
Punkt  dem  Kegelschnitte  angehören. 

Znsatz  n. —  Wenn  sechs  Schnittpunkte  zweier  Cur- 
ven dritten  Grades  auf  einem  Kegelschnitte  liegen, 
so  liegen  die  drei  übrigen  Schnittpunkte  in  einer 
Geraden, 

Der  Kegelschnitt,  welcher  durch  die  sechs  ersten  Schnitt- 
punkte geht,  und  die  Gerade,  welche  zwei  der  drei  übrigen 
Schnittpunkte  verbindet,  bilden  eine  Curve  dritten  Grades,  auf 
welcher  der  neunte  Schnittpunkt  liegen  muss.  Da  nun  ein  Kegel- 
schnitt mit  einer  Curve  dritten  Grades  nicht  mehr  als  sechs 
Punkte  gemeinschaftlich  haben  kann,  so  muss  die  Gerade  durch 
diesen  neunten  Punkt  gehen. 

Zusatz  in. —  Wenn  drei  Schnittpunkte  zweier  Cur- 
ven dritten  Grades  in  einer  Geraden  und  drei  der 
sechs  übrigen  Schnittpunkte  gleichfalls  in  einer  Ge- 
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raden  liegen,  so  liegen  auch  die  drei  letzten  Schnitt- 
punkte  in  einer  Geraden. 

Dieser  Zusatz  ist  offenbar  ein  besonderer  Fall  des  vorher- 
gehenden. 

553.  Die  im  Vorhergehenden  entwickelten  Sätze  führen  zu 
vielen  interessanten  Folgerungen.  Um  uns  aber  nicht  zu  weit 
von  unserem  Gegenstande  zu  entfernen,  wollen  wir  nur  zeigen, 
wie  man  daraus  unmittelbar  den  bekannten  Pascal'schen  Satz 
über  das  einem  Kegelschnitte  eingeschriebene  Sechseck  herleitet. 
Dieser  Satz  besteht  im  Folgenden: 

Die  Schnittpunkte  der  gegenüberliegenden  Sei- 
ten eines  einem  Kegelschnitte  eingeschriebenen 
Sechsecks  liegen  in  einer  Geraden. 

Es  seien  A,  B,  C,  B,  E^  F  die  Ecken  des  Sechsecks,  M,  N,  P 
die  Durchschnittspunkte  der  Seiten  AB  und  BU,  BC  und  EF, 
CB  und  FA.  Die  beiden  Curven  dritten  Grades,  von  denen 
die^eine    aus  den  Geraden  AB,  CB,  EF,   die  andere  aus  den 


Geraden  BC,  BE,  FA  besteht,  schneiden  einander  in  den  neun 
Punkten  A,  B,  C,  B,  E,  F,  M,  N,  P.  Da  nun  die  sechs  ersten 
Punkte  einem  Kegelschnitte  angehören,  so  liegen  die  drei  letzten 
in  einer  Geraden,  w.  z.  b.  w. 

554.  Lehrsatz  ü.  —  Die  Gerade,  welche  zwei  In- 
fiexionspunkte  einer  Curve  dritten  Grades  verbindet, 
trifft  die  Curve  in  einem  dritten  Inflexionspunkle. 

Es  seien  A  und  A'  zwei  Inflexionspunkte  einer  Curve  drit- 
ten Grades  T.     Wir  nehmen  an,  die  Gerade  AA'  treffe  die  Curve 
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r  in  dem  dritten  Punkte  A",  und  behaupten,  A"  sei  gleichfalls 
ein  Inflexionspunkt.  Dies  zu  beweisen,  ziehen  wir  durch  A  eine 
beliebige  Sekante,  welche  die  Curve  noch  in  den  Punkten  B  und 
C  treffen  möge.  Eine  zweite  beliebige  Sekante  ziehen  wir  durch 
A';  dieselbe  möge  die  Curve  noch  in  B'  und  C  treffen.  Darauf 
verbinden  wir  B  mit  B',  C  mit  C'  und  nehmen  an,  dass  diese 
Sekanten  mit  der  Curve  beziehungsweise  noch  die  Punkte  B" 
und  C"  gemeinschaftlich  haben.     Endlich  ziehen  wir  die  Gerade 


A"B".  Die  aus  den  drei  Geraden  ABC,  ÄBfCf  und  Ä' B^'  beste- 
hende Linie  dritten  Grades  geht  durch  acht  Durchschnittspunkte 
der  Curve  F  mit  der  durch  die  drei  Geraden  AA'A",  BB^B" ,  CCfC 
gebildeten  Linie  dritten  Grades.  Sie  muss  daher  auch  durch  den 
neunten  Durchsclinittspunkt  C"  gehen,  und  da  es  unmögUch  ist, 
dass  vier  Punkte  einer  Curve  dritten  Grades  in  einer  Geraden 
liegen,  so  muss  die  Gerade  Ä' B"  durch  den  Punkt  C"  gehen. 
Denken  wir  uns  jetzt  die  Sekanten  BC  und  B^C  beziehungsweise 
so  um  die  Punkte  A  und  A'  gedreht,  dass  sie  Tangenten  der 
Curve  werden.  Da  ^  und  ^  zwei  Inflexionspunkte  sind,  so  kom- 
men im  Grenzfalle  B  und  C  auf  ^,  und  ebenso  B'  und  C  auf  Ä 
zu  liegen.  Die  Geraden  BB'B"  und  CCC"  fallen  also  mit  AÄÄ' 
zusammen,  und  folghch  vereinigen  sich  die  drei  Durchschnitts- 
punkte der  Curve  und  der  Sekante  Ä'Bf'C  in  Ä' .  Dieser  Punkt 
Ä'  ist  daher  ein  Inflexionspunkt. 

Anmerkung.  —  Obwohl  die  Form  dieses  Beweises  geome- 
trisch ist,  so  lässt  sich  derselbe  doch,  wie  man  leicht  sieht, 
ebenso  wohl  auf  den  Fall  imaginärer,  wie  auf  denjenigen  reeller 
Punkte  anwenden. 

555.  Lehrsatz  in. —  Die  Anzahl  der  Geraden,  deren 
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jede  durch  drei  Inflexionspunkte  einer  gegebenen 
Curve  dritten  Grades  geht,  ist  gleich  zwölf.  Diese 
zwölf  Geraden  bilden  vier  Systeme  von  je  drei  Gera- 
den, und  die  neun  Inflexionspunkte  der  Curve  liegen 
zu  je  dreien  auf  den  drei  Geraden  jedes  Systems. 

Verbindet  man  einen  der  Inflexionspunkte  der  Curve  mit  den 
acht  übrigen  durch  gerade  Linien,  so  müssen  letztere  sich  augen- 
scheinlich auf  vier  verschiedene  Gerade  reduciren;  denn  die 
Verbindungslinie  zweier  Inflexionspunkte  geht  noch  durch  einen 
dritten  Inflexionspunkt,  und  mehr  als  drei  Inflexionspunkte  kön- 
nen auf  einer  Geraden  nicht  liegen.  Von  den  Geraden ,  welche 
je  drei  der  neun  Inflexionspunkte  verbinden,  gehen  also  immer 
vier  durch  einen  dieser  Punkte.  Rechnet  man  für  jeden  Inflexions- 
punkt vier  Gerade,  so  ergeben  sich  4x9  oder  36  Gerade.  Dann 
ist  aber  jede  Gerade  offenbar  dreimal  gezählt.  Die  Anzahl  der- 
selben ist  daher  12. 

Betrachten  wir  eine  der  vier  Geraden,  welche  durch  ein 
und  denselben  Inflexionspunkt  gehen.  Diese  Gerade  enthält  drei 
Inflexionspunkte,  und  durch  jeden  derselben  gehen  nur  drei  an- 
dere unserer  zwölf  Geraden.  Folglich  giebt  es  unter  diesen  zwölf 
Geraden  zwei,  welche  durch  keinen  der  drei  ersten  Punkte  gehen. 
Eine  derselben  enthält  daher  drei  neue  Inflexionspunkte,  und  die 
drei  letzten  Punkte  müssen  dann  auf  der  zweiten  dieser  beiden 
Geraden  hegen,  da  die  neun  Punkte  zweien  Curven  dritten  Gra- 
des gemeinschaftlich  sind  (No.  552,  Zusatz  III).  Wir  schliesseu 
daraus,  dass  die  betrachteten  zwölf  Geraden  vier  Systeme  von  je 
drei  Geraden  bilden,  welche  durch  die  neun  Inflexionspunkte 
gehen. 

556.  Um  zu  erkennen ,  nach  w  elchem  Gesetze  sich  die 
neun  Inflexionspunkte  auf  die  eben  betrachteten  zwölf  Geraden 
vertheilen,  kann  man  mit  Erfolg  die  von  Galois  in  die  Zahlen- 
theorie eingeführte  Betrachtung  der  Imaginären  anwenden.  Wir 
bezeichnen  die  in  Rede  stehenden  Punkte  durch  einen  Buchsta- 
ben, der  mit  einem  Index  versehen  ist,  welcher  neun  verschie- 
dene Werthe  annehmen  kann.  Als  die  Werthe  dieses  Index  neh- 
men wir  die  neun  Wurzeln  ai -\- b  der  Congruenz 

«9  —  /  =  0  {mod.  3). 
Eine  dieser  Wurzeln  ist  Null,   die  übrigen  acht  sind  den  Poten- 
zen einer  primitiven  Wurzel  der  Congruenz 
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«8  —  1  =  0  [mod.  3) 
congruent.     Diese  Congruenz  hat  vier  primitive  Wurzeln.  Es  sind 
dies  die  Wurzeln  der  beiden  irreductibelen  Congrnenzen 

i"^  —  t  —  1  =  0  .  i-  -\-  i  —  1=0  {mod.  3). 
Bezeichnet  /  eine  Wurzel    der  ersten  dieser  beiden  Congruenzen, 
so  ist 

1-2  =  j  +  1  {mod.  3), 
folglich 

P  =  2^•  4-   1     ,     ?6  =  2/  +  2,    1 

i*  =  2  .     2^  =  f  +  2     ,     I  [mod.  3). 

i^  =  2i         -     ,     i^  =  1  I 

Dies  vorausgesetzt,  betrachten  wir  eins  der  vier  Systeme  von  drei 
Geraden,    welche    durch   die   neun   Inflexionspunkte  gehen,    und 
erlheilen  den  auf  diesen  Geraden  liegenden  Punkten   beziehungs- 
weise die  Indices  der  drei  Reihen  der  folgenden  Tabelle: 
(0,1,2, 

(1).  \  i  ,  ^+  1  ,  t  +  2, 

[  2/  ,  2?+  1  ,22+  2. 

Um  die  Combinationen  der  Indices  zu  bilden .  welche  irgend 
einer  der  neun  übrigen  Linien  entsprechen ,  muss  man  drei  Indi- 
ces nehmen,  welche  beziehungsweise  den  drei  Reihen  der  Tabelle 
(1)  angehören,  und  da  die  auf  einer  der  Geraden  des  ersten 
Systems  liegenden  drei  Punkte  sich  durch  Nichts  unterscheiden 
so  kann  man  voraussetzen ,  dass  jede  Verticalreihe  der  Tabelle  (1) 
dreien  auf  derselben  Geraden  liegenden  Punkten  entspricht.  Man 
erhält  also  das  zweite  System 

\0  ,  i,  2i, 

(2).  J  1  .  ,•  +  1  ,  2f  -f  1, 

[  2  ,  j •+  2  ,  2i •+  2. 

In  jedem  der  beiden  noch  zu  bildenden  letzten  Systeme  müssen 
die  ein  und  derselben  Geraden  entsprechenden  Indices  drei  ver- 
schiedenen Horizontalreihen  jeder  der  Tabellen  (1)  und  (2)  ange- 
hören. Mit  Rücksicht  darauf  ergeben  sich  als  die  einzig  mög- 
lichen Combinationen : 

0  ,  i  +  1  ,  2»  +  2, 
(3).  ^    1  ,  e  +  2  ,  2», 

2  ,  I,  2i  +  1, 
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und 

(  0  ,  i  +  2  ,  2i  -\-  1, 

(4).  \  1  ,  i,  2i  +  2, 

[  2  ,  /  +  1  ,  2/. 

Ersetzt  man  jeden  Ausdruck  ai  -j-  b  durch  die  ihm  congruenle 
Potenz  von  i,  so  findet  man,  dass  die  auf  unsere  vier  Systeme 
von  Geraden  bezüglichen  Indices  allgemein  durch 


(5). 


0        ,  /"•       ,  /"'+*, 

im  +  l    ^    p,+2    ^    i'n  +  7^ 
,•»1+3        -"»i-f-S        ,*OT  +  6 


(6). 


dargestellt  sein  werden,  wenn  man  m  der  Reihe  nach  vier  belie- 
bige aufeinanderfolgende  Werthe,  z.  B.  0,  1,  2,  3  ertheilt. 

Was  die  neun  Büschel  von  je  vier  in  einem  Inflexionspunkte 
zusammentreffenden  Geraden  betrifft,  so  werden  deren  Indices 
durch 

Z+   1,  ,2  +  2, 

z  -\-  i ,  ,  z  -\-  2i , 

2  -j-  «■  +  1  '  z-\-2i-\-2, 

z-\-  i-\-2  ,  2  +  2e  -j-  1 

dargestellt,  worin  z  der  Reihe  nach  die  neun  Werthe  der  Form 
ai  -{-  h  annehmen  muss. 

557.  Lehrsatz  IV. —  Von  den  neun  Inflexionspunk- 
ten  einer  reellen  Curve  dritten  Grades  sind  immer 
drei  reell  und  sechs  imaginär. 

Wir  beweisen  zunächst,  dass  die  neun  Inflexionspunkte  nicht 
sämmtlich    reell  sein   können.      Nehmen  wir  an,   dies  wäre  der 


Fall  und  betrachten  das  Dreieck  OMN,   welches  durch   die   drei 
Geraden  eines  der  vier  Systeme  gebildet  wird,  deren  Vorhanden- 
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sein  wir  nachgewiesen  haben.  Gesetzt  etwa,  die  Seiten  3IN,N0,  OM 
bildeten  das  erste  System  von  drei  Geraden  und  enthielten  bezie- 
hungsweise die  Punkte 

-^0     '    -^1  »    ^2        » 

Wendet  man  die  bekannte  Eigenschaft  der  Transversalen  auf 
die  Schnittpunkte  der  von  Aq  ausgehenden  drei  Geraden 

Jq  Ai  A2i   ,    Aq  Ai+t   ^2t+2  ,  ^0  ^«+2  ^21+1 

mit  dem  Dreieck  OMN  an,  so  ergiebt  sich 

MA„      NA;      OA^, 

-•■  > 

=   1, 

=   1, 


NAo      OA.      MA^i 
MAo       iV^,-+i       0  A^i^ 


NAo  OA^^i  ^^2i+2 
MAo  ^  iy^.-+2  ^  0^2i+i 
NAo  '   0Af^2    '  ^^2i+l 


und  die  Multiplication  dieser  Formeln  liefert 


/M^y^  MA^,.MA,_^^.MA^,. 
\NAoJ  ~  0A,,.0A,;,^.0A2, 


r+2  ^  OA,.OA,^,.OA._^, 


Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  man  denselben  Werth  für 

erhält,   wenn  itoan   denselben   Satz   auf  die  von  den  Punkten  A^ 
und  A^  ausgehenden  Geraden  anwendet.     Man  hat  daher 

(MAqY  _   (MAA^  _   (MA^\^ 
\NAo)  \NA,)  \NA^)  • 

Da   die   betrachteten  Punkte  als  reell    vorausgesetzt  werden,    so 
zieht  diese  Relation  die  folgende  nach  sich: 

MAo  MAi  MAi 

NAo  I^Ai  NAz  ' 

und  diese  ist  offenbar  unmöglich. 

Dies  vorausgesetzt,  betrachten  wir  das  Büschel,  welches  ent- 
steht, wenn  man  einen  imaginären  Inflej^ionspunkt  mit  den  übri- 
gen Punkten  verbindet.  Irgend  eine  der  vier  Geraden  dieses 
Bücheis  schneidet  die  Curve  dritten  Grades  in  zwei  Inflexions- 
punkten,  welche  nicht  beide  reell  und  auch  nicht  conjugirte  ima- 


476 


Viertes  Kapitel. 


ginäre  Punkte  sein  können.  Eine  dieser  Geraden  enthält  den 
zum  Scheitel  des  Büschels  conjugirten  und  ausserdem  einen  reel- 
len Punkt.  Jede  der  übrigen  Geraden  enthält  wenigstens  einen 
neuen  imaginären  Punkt,  und  da  die  Anzahl  der  imaginären 
Punkte  gerade  ist,  so  muss  sie  wenigstens  gleich  6  sein.  Da 
endlich  die  durch  zwei  conjugirte  imaginäre  Punkte  gehende 
Gerade  reell  ist,  so  erfordert  jedes  Paar  solcher  Punkte  einen 
reellen  Inflexionspunkt.  Es  giebt  somit  stets  drei  reelle  und  sechs 
imaginäre  Inflexionspunkte. 

558.  Lehrsatz  V.  —  Zieht  man  durch  einen  Punkt 
M  einer  Curve  dritten  Grades  F  drei  Gerade,  welche 
die  Curve  nochmals  beziehungsweise  in  den  Punkten 
J  und  B,  C  und  D,  J^und  F  treffen,  so  liegen  die  sechs 
Punkte  A,  B,  C,  B,  E,  F  auf  einem  Kegelschnitte,  wenn 
M  ein  Inflexionspunkt  von  F  ist.  Wenn  umgekehrt 
die  Punkte  Ä,  B,  C,  B,  E,  F  auf  einem  Kegelschnitte 
liegen,  so  ist  M  ein  Inflexionspunkt  der  Curve. 

Wir  ziehen  durch  den  Punkt  M  eine  Sekante,  welche  die 
Curve  F  von  Neuem  in  M'  und  M"  trifft.     Darauf  verbinden  wir 


M'  mit  C  und  M"  mit  E  durch  gerade  Linien,  welche  mit  T 
beziehungsweise  noch  die  Punklc  B'  und  F'  gemeinschaftlich 
haben.     Die  neun  Punkte 

M,  M',  M";  Ä,  B,  C,  E;  B',  F' 
liegen  auf  der  Curve  r  und  auf  der  Linie  dritten  Grades,  welche 
durch  die  drei  Geraden 
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MAB  ,  ItfCD'  ,  M"EF' 
gebildet  wird.     Ausserdem  liegen  die  Punkte  M,  M',  M"  auf  einer 
Geraden,  folglich  die  sechs  Punkte 

A,  B,  C,  E,  D',  F' 

auf  einem  Kegelschnitte. 

Dieser  Schluss  besteht,  welches  auch  die  Sekante  M  M'  M" 
ist.  Lassen  wir  dieselbe  sich  um  den  Punkt  M  drehen,  bis  sie 
Tangente  der  Curve  F  wird,  so  fallen  die  Punkte  M'  und  M" 
zuletzt  mit  M  zusammen,  wenn  M  ein  Inflexionspunkt  ist.  Dann 
kommen  M'CD'  und  M"EF'  beziehungsweise  anf  MCD  und  MEF 
zu  liegen.     Die  sechs  Punkte 

A,  B,  C,  D,  E,  F 
liegen  folglich  auf  einem  Regelschnitte. 

Ist  dagegen  M  kein  Inflexionspunkt,  so  fällt,    wenn  die  Ge- 
rade MM'M"  Tangente  der  Curve  F 
wird,  nur  einer  der  Punkte  M',  M" 
mit  71/  zusammen;  der  andere,  etwa 
M',   nimmt    eine  Grenzlage  M^    an. 
Ebenso  wird  F'   mit   F  zusammen-    -^^^1 
fallen,  und  i>'  eine  gewisse  Lage  i)^    j/^ 
einnehmen.     Dann   liegen    die  sechs 
Punkte  A,  B,  E,  F,  C,  D^  auf  einem 
Kegelschnitte,  der  aber  den  Punkt  D   ' 
nicht  enthalten    kann,    da    er  sonst 
sieben  Punkte  mit  der  Curve  F  ge- 
meinschaftlich haben  würde. 

Znsatz  L  —  Zieht  man  durch  einen  Punkt  M  einer 
Curve  dritten  Grades  -T  Sekanten  an  diese  Curve  und 
nimmt  das  harmonische  Mittel  der  beiden  Segmente 
jeder  Sekante,  so  liegen  die  erhaltenen  Theilpunkte 
in  gerader  Linie,  wenn  M  ein  Inflexionspunkt  ist. 
Wenn  umgekehrt  der  geometrische  Ort  der  harmoni- 
schen Punkte  eine  gerade  Linie  ist,  so  ist  M  ein  In- 
flexionspunkt  der  Curve  F. 

Wenn  nämlich  M  ein  Inflexionspunkt  ist,  und  man  drei 
Sekanten  MAB,  MCD,  MEF  zieht,  so  hegen  die  Punkte 
A,  B,  C^  D ,  E,  F  auf  einem  Kegelschnitte,  und  die  Polare  des 
Punktes  M  in  Beziehung   auf  diesen  Kegelschnitt  schneidet  jede 
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Sekante    in  einem  Punkte,    dessen   Abstand    von  M  das    harmo- 
nische Mittel  der  beiden  Segmente  der  Sekante  ist. 

Es  sei  jetzt  M  kein  Inflexionspunkt.  Zieht  man  in  M  die 
Tangente  MMi,  welche  die  Curve  vom  Neuen  in  M^  trifft,  und 
verbindet  M^^  mit  C  durch  eine  Gerade,  welche  die  Curve  noch 
in  Dl  schneidet,  so  liegen  die  Punkte  A,  B,  E,  F,  C,  J)^  auf  einem 
Regelschnitte,  welcher  die  Gerade  MC  in  einem  von  D  verschiede- 
nen Punkte  i>'  schneidet.  Die  Polare  des  Punktes  Tu/ in  Beziehung 
auf  den  Kegelschnitt  schneidet  jede  Sekante  MAB,  MEF,  MCD' 
in  einem  Punkte,  dessen  Entfernung  von  M  das  harmonische 
Mittel  der  Segmente  der  Sekante  ist,  und  es  liegt  auf  der  Hand, 
dass  dasselbe  nicht  mit  den  Segmenten  MC,  MD  der  Fall  sein 
kann. 

Zusatz  IL —  Die  neun  Inflexionspunkte  einer  gege- 
benen Curve  dritten  Grades  sind  auch  die  Inflexions- 
punkte aller  Curven  dritten  Grades,  die  sie  sämmt- 
lich  enthalten. 

Es  sei  M  ein  Inflexionspunkt  einer  Curve  dritten  Grades  F, 
Wir  betrax;hten  das  Büschel  der  von  M  ausgehenden  vier  Gera- 
den, deren  jede  zwei  weitere  Inflexionspunkte  enthält.  Nimmt 
man  auf  jedem  Strahl  das  harmonische  Mittel- der  Segmente,  so 
liegen  die  vier  Theilpunkte  nach  dem  Zusätze  I  in  einer  Geraden, 
und  daher  ist  M  Inflexionspunkt  für  jede  der  Curven  dritten 
Grades,  die  man  durch  die  neun  Inflexionspunkte  der  gegebe- 
nen Curve  hindurch  legen  kann. 

Zusatz  in.  —  Wenn  u  eine  ganze  und  homogene 
Function  dritten  Grades  dreier  Veränderlichen  be- 
zeichnet, ^  allgemein  die  Determinante  einer  solchen 
Function  darstellt  und  A  irgend  eine  gegebene  Con- 
stante  ist,   so  hat  man  identisch 

J  [Xu  -\-  ^dii)  =  All  -{-  B  Ju, 

wo  A  und  B  Constanten  sind. 

Die  Gleichung  w  =  0  stellt  eine  Curve  dar ,  deren  Inflexions- 
punkte auch  auf  der  Curve  der  Gleichung  ^w  =  0  liegen.  Will 
man  die  Inflexionspunkte  der  Curve  erhalten,  welche 

Xu  -\-  Ju  =  0 
zur  Gleichung  hat,  so  muss  man  ebenso  mit  dieser  Gleichung 
J  {Xu  +  Ju)  =  0 
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verbinden.  Dem  Zusätze  II  zufolge  stellt  nun  die  letzte  Gleichung 
eine  Curve  dar,  welche  durch  die  neun  den  Curven  m  =  0,  z/m  =  0 
gemeinschaftlichen  Punkte  geht,  deren  Gleichung  also  von  der 
Form 

flu  -\-  ^u  =  0  oder  Au  -\-  BJu  =  0 
ist.     Man   hat  folglich,    wenn   die   Constanten   A  und  B  passend 
bestimmt  werden,  die  Identität 

J  [In  -\-  Ju)  =  Au  -\-  B^u. 
Der  im  Zusätze  III  enthaltene  Satz  ist  von  Hesse  gefunden.  Den 
Zusatz.  I  und  den  Lehrsatz   selbst  verdanken  wir  Chasles,     Die 
Folgerungen,  die  wir  vorgeführt  haben,  hat  zuerst  Hart  aus  dem 
Lehrsatze  gezogen*). 

559.  Lehrsatz  VI.  —  Die  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  jedes  der  neun  Inflexionspunkle  einer  Curve 
dritten  Grades  lassen  sich  durch  explicite  algebrai- 
sche Functionen  der  Coefficienten  der  Curven-Glei- 
chung  ausdrücken. 

Es  sei  . 

(1).  u  =  0 

die  Gleichung  einer  Curve  dritten  Grades.  Wie  wir  gesehen  haben, 
liegen  die  neun  Inflexionspunkle  dieser  Curve  auch  auf  der  Curve 
dritten  Grades,  welche 

Ju  =  0 
zur  Gleichung  hat,  so  dass,   wenn  X  eine  unbestimmte  Constante 
bezeichnet,  die  Gleichung 
(2).  Xu-{-Ju  =  0 

allgemein  alle  Curven  dritten  Grades  darstellt,  welche  durch  die 
neun  Inflexionspunkle  der  vorgelegten  Curve  gehen.  Nun  ist  ge- 
zeigt worden,  dass  man  durch  diese  neun  Punkte  vier  Linien 
dritten  Grades  legen  kann,  deren  jede  aus  drei  Geraden  besteht. 
Es  giebt  folglich  vier  Werthe  von  A,  für  welche  die  Gleichung 
(2)  in  lineare  Facloren  zerfällt.  Ausserdem  besteht  nach  dem 
Zusätze  III   zum  vorhergehenden  Lehrsatze  die  Identität 

/l  [Xu  -\-  /lu)  =  Au  -\-  B ^u, 


*)  S.  über  diesen  Gegenstand  eine  Note  von  Salmon  in  Grelle  Journ. 
Bd.  XXXIX,  p,  365. 
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WO  A  und  B  offenbar  ganze  Functionen  dritten  Grades  von  l 
sind.  Die  Gleichung  Xu  -\-  Ju  =  0  stellt  drei  Gerade  dar;  eben 
dieselben  Geraden  werden  (No.  548)  durch  die  Gleichung 

J  [Xu  -j-  Ju)  ='  0  oder  Au  +  BJu  =  0 
dargestellt.     Es  ist  somit 
(3).  A  —  XB  =  0*). 

Löst  man  diese  Gleichung  vierten  Grades  in  X  auf,  nimmt  für  l 
irgend  einen  der  erhaltenen  Werlhe  und  löst  sodann  die  Glei- 
chung (2)  in  Beziehung  auf  eine  der  Coordinaten,  so  wird  man 
finden,  dass  die  drei  Werthe  dieser  Coordinate  lineare  Functio- 
nen der  zweiten  Coordinate  sind.  Ist  die  Zerlegung  der  Gleichung 
(2)  in  lineare  Factoren  auf  diese  Weise  vollbracht,  so  hat  man 
die  Gleichungen  von  drei  Geraden,  deren  jede  drei  von  den  neun 
Inflexionspunkten  der  vorgelegten  Curve  enthält,  und  um  die 
Coordinaten  dieser  neun  Punkte  zu  erhalten,  genügt  es,  der  Reihe 
nach  die  Lösungen  zu  suchen,  welche  der  Gleichung  (1)  und  der 
Gleichung  jeder  der  drei  Geraden  gemeinschaftlich  sind.  Dies 
erfordert  nur  die  Auflösung  dreier  Gleichungen  dritten  Grades 
mit  einer  Unbekannten. 

Die  vorstehende  Betrachtung  zeigt,  dass  die  Coordinaten  der 
neun  Inflexionspunkle  einer  Curve  dritten  Grades  durch  expli- 
cite  algebraische  Functionen  der  Coefficienten  der  Curven- Glei- 
chung  ausgedrückt  werden  können. 

Zusatz.  —  Die  Gleichung  neunten  Grades,  welche 
die  Abscissen  der  Inflexionspunkte  einer  Curve  drit- 
ten Grades  zu  Wurzeln  hat,  ist  immer  algebraisch 
lösbar. 

lieber  einen   auf  die  Curven  dritten  Grades   bezüglichen 
Satz  von  Steiner. 

560.  Bezeichnet  u  eine  homogene  Function  n*""  Grades 
der  drei  Veränderlichen  x,  y ,  z,   so  stellt  die  Gleichung 

(l).  u  =  0 

*)  In  Grelle  Journ.  Bd.  XXXIX  hat  Aronhold  diese  Gleichung; 
vierten  Grades  in  X  in  einer  sehr  bemerkensvverthen  Form  erhalten.  Ihre 
Coefficienten  lassen  sich  nämlich  durch  nur  zwei  Functionen  der  Coeffi- 
cienten der  Gleichung  der  vorgelegten  Curve  ausdrücken. 
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eine     Curve     w'^"*     Grades     dar,     deren    Coordinaten     ~    ,    -^ 
sind. 

Die  Gleichung   der  Tangente  in  einem  Punkte   {x,  y,  z)   der 
Curve  (1)  ist 

yZ  zj  da^   ^    yz  z  )  dy 

Addirt  man  den  Term 


ij-^ 


weicher  identisch  Null  ist,  so  nimmt  diese  Gleichung,   der  Rela- 
tion 

du      ,  du      ,  du  ^ 

X   —    -T  y    ZT    -r   ^    —    =   T1U  =  0 
dx      '     ^    dy      '  dz 

wegen,  die  Form 

(2).  x^+r^  +  zJ^  =  o 

dx     '  dy     '  dz 

an. 

Wenn  sich  die  Grössen  X,  F,  Z  auf  einen  gegebenen  Punkt 
M  beziehen,  so  stellt  die  Gleichung  (2)  eine  Curve  (?i  —  1)*^° 
Grades  dar,  welche  die  vorgelegte  Curve  in  n  {n  —  1)  Punkten 
schneidet.  Daraus  folgt,  dass  man  durch  den  gegebenen  Punkt 
31  im  Allgemeinen  n  [n  —  1)  Tangenten  an  die  Curve  (1)  ziehen 
kann. 

Im  Falle  n  =  2  stellt  die  Gleichung  (2)  eine  Gerade  dar, 
welche  die  Polare  des  Punktes  M  in  Beziehung  auf  den  Kegel- 
schiiilt  (1)  ist.  Diese  Gleichung  (2)  ändert  sich  nicht,  wenn  mau 
X,  Y,  Z  durch  x,  y,  z  und  umgekehrt  ersetzt.  Setzt  man  näm- 
lich, wie  in  No.  546, 

(Pu  dhi   d^n 

rf^  —  "'>^    '    rf^  —  ''^'2    '    dz^    =   «^.=^  ' 

d^u  d^u                          d^u 

d^.  —  "-'3   '    do^z  =  "^'^    '    -d^y  =   "»•^' 

SO  erhält  man  im  Falle  w  =  2 

—  =    xUi.^x    +    «/Wl,2    +    2Wl,3  , 
^    ==    XUi^x    +    yUl,'i    +    -"2,3  , 

—  =    XU-is    +    y«3,2    +    2W3,3  » 

Sciret,   Algebra.  II.  '^\ 
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und  da  hier  die  Grössen  «1,1  ,  t<i  2  ,  . .  •  Constanten  sind,  so  genügt 
es  zur  Rechtfertigung  unserer  Behauptung,  die  vorstehenden  Aus- 
drücke in  die  Gleichung  (2)  zu  substituiren. 

561.  Betrachten  wir  jetzt  den  Fall  n  =  3.  Die  Ghuchung 
(2)  stellt  dann  einen  Kegelschnitt  dar,  welcher  auf  der  vorgeleg- 
ten Curve  die  Berührungspunkte  der  sechs  Tangenten  bestimmt, 
die  man  an  dieselbe  durch  den  gegebenen  Punkt  ziehen  kann. 
Wird  die  Gleichung  (2)  der  Kürze  wegen  durch 

V  =  0 
dargestellt,    so    ist    der  Mittelpunkt   des  Kegelschnitts   durch   die 
Gleichungen 

^  =  0   ,  1^  =  0 
ax  dy 

bestimmt. 

Will  man  jetzt  die  Bedingung  ermitteln,  unter  welcher  der 
Kegelschnitt  (2)  sich  auf  das  System  von  zwei  Geraden  reducirt, 
so  hat  man  nur  auszudrücken,  dass  die  drei  letzten  Gleichungen 
durch    dieselben  Werthe    von  x  und    von    y    befriedigt    werden. 

Nun  wird  v=^0  durch  die  beiden  letzten  Gleichungen  auf  —  =0 

"^  dz 

reducirt.  Die  gesuchte  Bedingung  ergiebt  sich  somit  durch  Elimi- 
nation von  X  und  y  aus  den  drei  linearen  Gleichungen 

dv    „         dv    „         dv    „ 

dx  '    dy  'dz 

Diese  Gleichungen  gehen   aus   der  Gleichung  (2)  dadurch  hervor, 

dass  man  darin  u  der  Reihe  nach  durch  -r-  >  -r  ,  -r-  ersetzt.  Sie 

dx        dy       dz 

bleiben  also  nach  dem  Früheren  unverändert,  wenn  man  Z,  Y,  Z 
durch  X,  y ,  z  und  umgekehrt  ersetzt,  und  man  kann  ihnen  somit 
die  Form 

{X  Ui^i  +  y  Ui,2  +  z  Z7i,3  =  0, 
X  U2,l  +  y  U2,2  +  Z  U2,Z  =  0, 
X   Ü-6A    +    y   üa,2    +    Z   Ü3,3   =    0 

geben,  wo  die  Zeichen  U,  Ux,\,  V^ß,  .  .  .  das  darstellen,  was 
aus  M,  Mi,i,  Mi,2,  ...  wird,  wenn  man  X,  Y,  Z  statt  x,  y,  z 
schreibt. 

Die  Elimination  von  x  und  y  aus  den  Gleichungen  (3)  liefert 

(4).  JU  =  0, 

wo  J  U  die  Determinante  von   U  ist,   und   man    erhält   auf  diese 

Weise  den  folgenden  Satz: 
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Lehrsatz  I.  —  Es  seien  ti  eine  ganze  und  homogene 
Function  dritten  Grades  der  Veränderlichen  sc,  y,  z, 
und  Ju  die  Determinante  von  u.  Ferner  seien  V  und 
z/  TJ  das,  was  aus  wund  Ju  wird,  wenn  man  Z,  F,  Z  statt 
x,y,z  schreibt.  Damitdie  Berührungspunkte  der 
vom  Punkte  {X,  F,  Z)  an  die  Curve  m  =  0  gezogenen 
sechs  Tangenten  auf  zwei  Geraden  liegen,  ist  erfor- 
derlich und  hinreichend,  dass  man 

^1/  =  0 
habe. 

Aus  diesem  Satze  ziehen  wir  die  wichtige  Folgerung: 
Zusatz.  —  Durch  einen  Inflexionspunk t  einer  Curve 
dritten  Grades  kann  man,  abgesehen  von  der  Tan- 
gente, welche  die  Curve  im  Inflexionspunkte  berührt, 
drei  Tangenten  an  diese  Curve  ziehen,  und  die  Berüh- 
rungspunkte der  Curve  mit  diesen  drei  Tangenten  lie- 
gen auf  einer  Geraden. 

562.  Die  vorhergehenden  Betrachtungen  setzen  uns  in  den 
Sland,  den  nachstehenden  Satz  zu  beweisen,  welchen  Steiner 
ohne  Beweis  im  Journal  de  Mathcmatiques  pures  et  appliquees, 
t.  XI  veröffentlicht  hat. 

Lehrsatz  IL  —  Eine  Curve   dritten  Grades  enthält 
im  Allgemeinen  27  Punkte,    in   deren    jedem   sie   eine 
Berührung  fünfter  Ordnung   mit   einem  Kegelschnitte 
haben    kann.     Die    Glei- 
chung 27*^"  Grades,  wel- 
che diese  27  Punkte  be- 
stimmt,  ist  immer  alge- 
braisch auflösbar. 

Es  sei  P  ein  Punkt  der  ge- 
gebenen Curve.  Wir  ziehen  in  ^ 
P  eine  Tangente  an  die  Curve, 
welche  die  Curve  von  Neuem 
in  M  trifft.  Durch  den  Punkt 
M  ziehen  wir  endlich  drei  Se- 
kanten, welche  die  Curve  be- 
ziehungsweise noch  in  den 
Punkten  Ä  nnA  B,  C  und  D,  E  und  F  treffen. 

31* 
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Wenn  M  ein  Inflexionspunkt  ist,  so  liegen  die  sechs  Punkte 
A,  B,  C,  D,  E,  F  avl[  einem  Kegelschnitte  (No.  558).  Lässt  man 
die  Sekanten  so  variiren,  dass  sie  sämmtlich  sich  der  Lage  MP 
nähern,  so  variirt  auch  der  Kegelschnitt,  und  im  Grenzfalle  hat 
derselbe  mit  der  gegebenen  Curve  sechs  zusammenfallende  Punkte 
gemeinschaftlich,  d.  h.  in  P  findet  eine  Berührung  fünfter  Ord- 
nung statt. 

Ist  aber  M  kein  Inflexionspunkt.  so  geht  der  durch  die 
Punkte  B,C,D,E,  F  bestimmte  Kegelschnitt  nicht  durch  den 
Punkt  A,  so  nahe  auch  MAB  an  MP  liegen  mag,  und  schnei- 
det die  gegebene  Curve  in  einem  sechsten  Punkte  A'.  Im  Grenz- 
falle wird  also  der  Kegelschnitt  zwar  wie  im  ersten  Falle  die 
gegebene  Curve  in  P  berühren;  er  schneidet  dieselbe  aber  in 
einem  neuen  Punkte  und  hat  mit  ihr  nur  eine  Berührung  vier- 
ler Ordnung. 

Daraus  geht  hervor,  dass  nur  die  Berührungspunkte  P  der 
durch  die  Inflexionspunkte  an  die  gegebene  Curve  gelegten  Tan- 
genten die  im  Satze  angegebene  Eigenschaft  besitzen,  und  da  man 
durch  jeden  Inflexionspunkt  drei  Tangenten  ziehen  kann,  so  ist 
die  Gesammtzahl  der  Punkte  P  gleich  3x9  oder  27. 

Endlich  lassen  sich  die  Coordinaten  der  Inflexionspunkte 
durch  explicite  algebraische  Functionen  der  Coefficienten  der  Glei- 
chung ausdrücken,  welche  die  gegebene  Curve  darstellt.  Ausser- 
dem hängt  die  Bestimmung  der  drei  Punkte  P,  welche  ein  und 
demselben  Punkte  M  entsprechen,  nur  von  der  Auflösung  einer 
Gleichung  dritten  Grades  ab.  Folglich  ist  die  Gleichung  27'"" 
Grades,  welche  die  27  Punkte  P  bestimmt,  stets  algebraisch 
lösbar. 


Eigenschaft  der   Gleichung    neunten   Grades,    welche    die 

Abscissen  der  Inflexionspunkte  einer  Curve  dritten  Grades 

zu  Wurzeln  hat. 

563.     Es  sei 

(1).  w  =  0 

die  Gleichung  einer  Curve  dritten  Grades  zwischen  ,den  recht- 
winkligen Coordinaten  ~-  und  ^  •  Wir  haben  gesehen,  dass  die 
Inflexionspunkte  dieser  Curve  auf  einer  zweiten  Curve  dritten 
Grades  liegen,  deren  Gleichung 
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(2).  Ju  =  0 

ist.  Eliminirt  man  aus  (1)  und  (2)  y ,  so  erhält  man  eine  in  Be- 
zielunig  auf  x  und  z  homogene  Gleichung  neunten  Grades 

(3).  V  =  0. 

Wie  oben  gezeigt  wurde,  ist  diese  Gleichung,  deren  Wurzeln  ^ 
die  Abscissen  der  Inflexionspunkte  darstellen,  stets  algebraisch 
auflösbar.  Zv^ischen  den  Wurzeln  der  Gleichung  (3)  bestehen  nun 
bemerkenswerthe  Relationen,  aus  denen  Hesse  die  algebraische 
Auflösbarkeit  dieser  Gleichung  hergeleitet  hat.  Diese  Relationen 
wollen  wir  jetzt  nach  Hesse  kennen  lernen. 

Vorher  machen  wir  noch  darauf  aufmerksam,  dass  der  jeder 
Wurzel  —  von  (3)  entsprechende  Werth  von  —  sich  rational  durch  — 

und  die  bekannten  Grössen  der  Gleichung  (1)  ausdrücken  lässt. 
Dies  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der  in  No.  73  mitgetheilten  Me- 
thode zur  Auflösung  zweier  simultanen  Gleichungen.  Danach 
müssen  die  Coordinaten  jedes  Inflexionspunktes  der  vorgelegten 
Curve  ein  und  derselben  Gleichung  von  der  Form 

genügen,  wo  F  eine  rationale  Function  bezeichnet. 
Es  seien  jetzt 

:^%  ^  und  ^  ,  ^ 

die  Coordinaten  zweier  Inflexionspunkte  der  Curve  (1).  Die  Ge- 
rade, welche  durch  diese  Punkte  hindurchgeht,  hat  die  Gleichung 


X               Xq 

y. 

Vo 

Z                Zo 

z 

Zo 

X          a7| 

IL 

y\ 

Z               Z| 

z 

Zl 

Wird  der  Werth  jedes  Gliedes  dieser  Gleichung  mit  —  l—  be- 
zeichnet,  so  folgt 

~  (^0  "r  ^  ^i)  =  ^0  H~  ^  ^1 » 

"7  (^0  +  ^^i)  =  yo  +  '^Vv 
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Man  kann  über  z  so  verfügen,  dass  z  =  Zq-\-  Iz^'vsX;  dann  lässt 
sich  unsere  Gerade,   wie  man  sieht,   durch  die  drei  Gleichungen 

(5).  X  =  X^-\-lx^    ,   y  =  y^-\-ly^    ,   ^  ^  ^^  _j_  ;^2;i 

darstellen,  mittels  welcher  man  alle  Punkte  der  Geraden  erhält, 
wenn  man  l  alle  möglichen  Werthe  ertheilt.  Nun  schneidet  diese 
Gerade,  dem  in  No.  554  bewiesenen  Macl  aurin 'sehen  Satze  zu- 
folge, die  Curve  (1)  in  einem  dritten  Inflexionspunkte.  Um  den 
Werth  von  l  zu  ermitteln,  welcher  diesem  dritten  Punkte  zu- 
kommt, hat  man  die  in  (5)  angegebenen  Werthe  von  x  ,  y  ,  z 
in  die  Gleichung  (1)  zu  substituiren,  und  die  so  erhaltene  Glei- 
chung nach  l  aufzulösen.     Durch  diese  Substitution  ergiebt  sich 


(6). 


+'  h(s)„+^.a+^.(s)„]    ■ 


wo  die  Indices  0  und  1  anzeigen,  dass  man  in  den  damit  be- 
hafteten Ausdrücken  Xq  ,  y^  ,  z^  oder  x^  ,  y^  ,  Zj  satt  x  ,  y  ,  z 
schreiben  soll.  In  der  That  folgt  aus  der  Taylor 'sehen  Formel 
unmittelbar,  dass  die  beiden  ersten  Terme  von  u  nach  der  Sub- 
stitution folgende  sind: 

H  +  ^[-.Cl).+  ^.(S)„+^.(S)J- 

und  aus  diesen  müssen  die  beiden  letzten  Terme  offenbar  dadurch 
hervorgehen,  dass  man  Xq  ,  y^ ,  z^  ,  x^  ,  y^  ,  z^  in 

,,,111 

KX^   ,   Ky-^   ,  AZj   ,     ^  Xq  ,   J-t/o    y    "^^Ü 

verwandelt.  Die  Terme  (t/Jo  und  [u)^  sind  gleich  Null  und  kön- 
nen folglich  unterdrückt  werden.  Wird  sodann  die  Gleichung  (6) 
durch  X  dividirt,  so  liefert  sie  folgenden  Werth  von  X: 

/du\     ,         fdu\     ,  /du\ 


(du\     ,         fdu\     ,         Mu\ 


welcher  dem  dritten  Inflexionspunkte  entspricht.  Bezeichnet  man 
die  Coordinaten  dieses  Punktes  mit  ^ .  ^  und  setzt  den  eben 
gefundenen  Werth  von  A  in  die  Gleichungen  (5)  ein,  so  erhält  man 
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*-o 


2/0 


(du\    ,        /du\    I        /dti\ 


(du\    .        /du\    ,        /du\ 
d-J,-^yAdy),+  'Ad-z), 

(du\    ,        /du\    I        /'du\  ' 
d-J,+  yo{äy),+  ''o[^Tz\ 


—  X, 


(du\    ,        /üfwX     ,        /du\ 


-  yi 


(du\     ,        ^du\    ,        /du\ 
TJo+yAdyK+'^^U, 

/'du\     ,        /'du\    ,        /du\  ' 
<d-Jo-^yAdy),+  <dzl 

(du\     ,        /du\     ,        /diiX 
d-J.+  '^AdyK+'Adzl 


^>(^)o+y>(|)„+^>©.. 


a;,, 


Betrachten  wir  im  Besonderen  die  erste  dieser  Gleichungen.  Das 
zweite  Glied  derselben  bleibt  unverändert,  wenn  man  ^o  »  ^o  '  ^o 
in  cc^,y^,  z^  und  umgekehrt  verwandelt.  Werden  Zähler  und  Nen- 
ner dieses  Gliedes  durch  z^^z^  divldirt,   so  nimmt  es   die  Form 

'    \zq   '    Zo   '    Zi    '    Zj/ 

an,  wo  f  eine  rationale  Function  bezeichnet,  welche  durch  die 
Transposition  der  Indices  0  und  1  keine  Aenderung  erleidet.  Nun 
ist  nach  Gleichung  (4) 

zq         \zQy     z,         v-i/ 
wo  F  eine  rationale  Function  bezeichnet.    Folglich  kann  der  Werth 
von  —  auf  die  Form 

-2 

Z2  V: 

reducirt  werden;  darin  bezeichnet  0  eine  Function,  welche  in 
Beziehung  auf  die  beiden  in  ihr  enthaltenen  Grössen  rational  und 
symmetrisch  ist.  Es  liegt  auf  der  Fland,  dass  die  letzte  Gleichung 
bestehen  bleibt,  wenn  man  die  Indices  0,1,2  einer  Substitution 
unterwirft.  Denn  man  würde  zu  den  Gleichungen,  welche  diese 
Substitutionen  liefern,  direkt  gelangt  sein,  wenn  man  vom  ersten 
und  dritten,  oder  vom  zweiten  und  dritten,  statt  vom  ersten 
und  zweiten  Inflexionspunkte  ausgegangen  wäre.     Die  Abscissen 

f^o ,  ^ ,  ^  von  drei  in  einer  Geraden  liegenden  Inflexionspunkten 

~o      ~i      2:2 

genügen  somit  den  drei  Belationen 

zo  Vzj  '   z^/   '    z,  Vza  '  zo^  '    H  ^z«  '  ^J  ' 

WO  0  eine  rationale  und  symmetrische  Function  bezeichnet.  Auf 
dieser  Eigenschaft  beruht,  wie  wir  sehen  werden,  die  Auflösbar- 
keit der  Gleichung  (3). 
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lieber  die  algebraische  Auflösung  einer  Klasse  von 
Gleieliungen  neunten  Grades, 

564.  Es  war  von  Interesse,  die  specielle  Frage,  mit  der 
wir  uns  im  Vorhergehenden  beschäftigt  haben,  mit  einer  allge- 
meineren Theorie  in  Verbindung  zu  setzen.  Das  vollbrachte  Hesse 
durch  Herleitung  des  folgenden  Satzes: 

Lehrsatz.  —  Es  seien 
(1).  xix]  =  0 

eine  Gleichung  neunten  Grades  und  &  eine  gegebene 
rationale  und  symmetrische  Function  zweier  Verän- 
derlichen. Wenn  irgend  zwei  Wurzeln  a;^  und  a;^  der 
vorgelegten  Gleichung  eine  dritte  Wurzel  Xx  in  der 
Weise  liefern,  dass  man  zu  gleicher  Zeit 

(2).       Xx  =  &ix^.  Xf,)    ,    X^  =  ®[Xn  ,  .Tx)    ,    X^,=  &[Xx  ,  x^ 

hat,  so  ist  die  Gleichung  algebraisch  lösbar. 

Man  sieht,  dass  der  Gleichung,  welche  die  Abscissen  der  In- 
flexionspunkte  einer  Curve  dritten  Grades  zu  Wurzeln  hat,  die  in 
Rede  stehende  Eigenschaft  zukommt. 

Drei  Wurzeln  der  Gleichung  (1),  welche  den  Relationen  (2) 
genügen,  nennt  Hesse  conjugirte  Würz  ein.  Es  ist  klar,  dass 
jede  Wurzel  vier  Combinationen  von  je  drei  conjugirten  Wurzeln 
angehört.  Man  würde  folglich,  wenn  man  für  jede  Wurzel  vier 
Combinationen  rechnete,  4x9  oder  36  Combinationen  erhalten. 
Da  aber  jede  derselben   dreimal  gerechnet  ist,    so  giebt  es  nur 

zwölf  verschiedene  Combinationen  conjugirter  Wurzeln.     Die  Ge- 

9    8    7 
sammtzahl  der  Combinationen  von  je  drei  Wurzeln  ist  7-^-0  oder 

84;  es  sind  somit  72  Combinationen  von  je  drei  nicht  conjugirten 
Wurzeln  möglich. 

Wir  betrachten  irgend  eine  der  vier  Gruppen  conjugirter 
Wurzeln  und  bezeichnen  dieselbe  mit 

/V*       'Y*      'V*  'V*     f  ^Y*       ^V*     t  ^Y*     tr  *Y*         'Y*     n 

Man  darf  voraussetzen,  die  Wurzeln  Xx  ,  Xx' ,  Xx"  seien  nicht  con- 
jugirt;  man  kann  dieselben  folglich  als  beliebige  nicht  conju- 
girte Wurzeln  ansehen.  Dann  erhält  man,  da  Nichts  die  Indices 
k  und  ft,  l'  und  (*',  X"  und  ju."  von  einander  unterscheidet,  die  fol- 
genden drei  Combinationen  conjugirter  Wurzeln: 
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»t-X  "^X    "^-^    '     ^^    O-x't-j^'     >     «^X«*'X  ''-■j^i  ) 

so  dass  die  sechs  übrigen  Combinationen  conjugirter  Wurzeln  foN 
sende  sein  müssen: 


^X  ^fl'  ^\u" 

,    Xx'Xfi"Xii 

,    '^x' Xj^X^ 

X^,X^..Xfi 

,    Xjj.Xj^Xfj,' 

,    Xj^Xj^.Xfj," 

Man  sieht,  dass  die  neuen  Wurzeln  rational  durch  drei  beliebige 
nicht  conjugirte  Wurzeln  x^  ,  Xx-  ,  Xx"  ausgedrückt  werden  kön- 
nen.    In  der  That  ist 

{  Xx    =  Xy,    ,  X^   ^r=  ®{Xy'  ,  Xx')  ,X^=@  [ß{Xx".  OCy)  ,  &{Xx   .  Xx')], 
(3).    <j   .r;,'  =  Xx-  ,  X^.  =_  0  [Xx-,  Xx)    ,  Xf^'  ==  0  [S{Xx  ,  Xx-)  ,  S(Xx-  ,  Xx")'], 

[  xx''=  Xx-,  ^1'=  ®{oCx  ,  oox-)  ,  Xf^"=  &  [0(a:x-,  Xx"),  S{xx",  Xx  )]. 

Dies  vorausgesetzt,  bezeichnen  wir  mit  a  eine  unbestimmte  Con- 
stante  und  bilden  die  symmetrische  Function  von  irgendwelchen 
drei  conjugirten  Wurzeln  Xx  ,  x^  ,  X/^ 

(^)-  ^x  ,  X ,  ^   =    («  —  ^^)  («^  —  ^2)  («  —  ^>) ' 

welche  in  Beziehung  auf«  vom  dritten  Grade  ist.  Werden  Xx,  a-^ ,  ^> 
durch  die  Wurzeln  jeder  der  zwölf  Combinationen  conjugirter  Wur- 
zeln ersetzt,  so  erhält  man  die  zwölf  verschiedenen  Werthe  der 
Function  ?/     ,     .  • 

-'x  ,X,iii 

Sodann  bilden  wir  die  symmetrische  Function 

(5).         ^  =  (/3  -  y. , , , ;  (^  -  y..  ,,  ^.)  iß  -  y,,,  ,.,  ^.,) , 

welche  in  Beziehung  auf  die  unbestimmte  Grösse  ß  vom  dritten 
Grade  ist.  Es  seien  z,,  ,  z^  ,  Z2  ,  z^  die  vier  Werthe,  welche  z 
annimmt,  wenn  man  darin  für  y^  ^  ^^  ,  y^,  ^,  ^, .  y^„  ^„  ,,  der  Reihe 
nach  die  vier  Gruppen  von  Werthen  setzt,  welche  diesen  Grös- 
sen zukommen.  Endlich  bilden  wir  noch  die  Gleichung  vierten 
Grades 

(6).  z*  +  A^'  +  A^^  +  A,z^A^  =  0, 

welche  ^0,2^,^2»  2:3  zu  Wurzeln  hat. 

Es  lässt  sich  jetzt  nachweisen,  dass  die  Coefficienten  der 
Gleichung  (6)  rational  durch  die  bekannten  Grössen  der  Gleichung 
(1)  und  der  Function  &  ausgedrückt  werden  können.  Man  hat 
nämlich 
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Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Formel  (5)  ein,  so  erhält  man  bei 
Benutzung  der  P'ormeln  (3)  den  Werth  von  z,  ausgedrückt  als 
rationale  Function  von  drei  nicht  conjugirten  Wurzeln  x^ ,  x^-,  Xx-, 
nämlich 

(8).  Z     =     1p{Xy,    ,    Xy/    ,    Xy."), 

und  diese  Function  ip  ist  in  Beziehung  auf  x^  ,  x^-  ,  x^-  sym- 
metrisch; denn  aus  den  Formeln  (3)  ist  zu  ersehen,  dass  die  Ver- 
tauschung dieser  drei  Wurzeln  die  Grössen 

^x  ,1 ,  fi   '    ^x',  X',  n'    '   y^',  X",  fj," 

nur  in  einander  überführt,  wodurch  der  Werth  von  z  keine  Aen- 
derung  erleidet. 

Wir  erheben  das  zweite  Glied  der  Gleichung  (8)  auf  die  w*^ 
Potenz,  wo  m  eine  behebige  ganze  Zahl  bezeichnet,  und  stellen 
durch 

S"  'i\)  [Xx  ,  Xx-  ,  Xx")"* 

die  Summe  der  Terme  dar,  welche  aus  tp  [xx ,  Xx' ,  x^')"^  dadurch 
entstehen,  dass  man  für  Xy  ,  Xy  ,  Xy-  der  Beihe  nach  die  72  Com- 
binationen  von  je  drei  nicht  conjugirten  Wurzeln  nimmt.  Ferner 
bezeichne 

Z'  '\\)  [xx  ,  Xx'  ,  Xy:)"' 

die  Summe  der  Terme,  welche  aus  ip{xx  ,  Xy-  ,  Xx-)"'  hervorgehen, 
wenn  für  Xx  ,  Xx'  ,  Xx"  der  Beihe  nach  die  zwölf  Combinalionen 
conjugirter  Wurzeln  genommen  werden.     Endlich  sei 

Zli){Xx    ,    Xy-    ,    Xy-)'" 

die  Summe  aller  Terme,  welche  entstehen,  wenn  man  in 

1p  [X^    ,    Xy'    ,    Xy") 

für  Xy,  Xy/ ,  Xx"  alle  84  Comhinationen  von  je  drei  Wurzeln  nimmt. 
Dann  ist 

2"ll){Xx    ,    Xy'    ,    Xy-Y"    +    ^''ifjiXy    ,    Xy'    ,    Xy')'" 


(  =     Utj)  [Xy   ,    Xy'   ,    Xy" 

Das  zweite  Glied   dieser  Formel  (9)  ist   eine  rationale   und  sym- 


Ueber  eine  Klasse  von  Gleichungen  neunten  Grades  etc.  491 

metrische  Function  aller  Wurzeln  und  lässt  sich  folglich  ratio- 
nal  durch  die   bekannten  Grössen  ausdrücken.     Dasselbe  ist  mit 

2'rp{xx  ,  Xk-  ,  a-V')'"  tlt^''  Fall-  Da  nämlich  Xy.  ,  Xx- ,  x^-  conjugirle 
Wurzeln  sind,  so  hat  man 

'^}  [Xy.    ,    Xy:   ,    Xy-Y"   =   1p[Xy.    ,    Xy'    ,    &{Xy   ,    Xy)']'" 
=    l\)[_Xy,    Xy,    &(Xy-,    Xy')']"'    =     1p[Xy-   ,    Xy   ,     0{Xy'  ,    Xy)]"\ 

Daraus  folgt,  dass 

Z'  't\)[Xy    ,    Xy-  ,    Xy^'"' 

ein  Drittel  der  Summe  aller  36  Werthe  ist,  welche 

-^{S^Tt   ,   Xy:  ,    0{Xy   ,   Xy-)']'" 

annimmt,  wenn  man  für  Xy  ,  Xy-  die  36  Combinationen  von  je 
zwei  Wurzeln  setzt.  Wird  diese  Summe  durch  das  Zeichen  Z 
ausgedrückt,  so  hat  man 

(10).  ^XX;,   ,    Xy-   ,    Xy-)"'    =     ^Zip[Xy  ,    Xy/  ,     6  {Xy  ,    Xy')]"', 

folglich 

j      Z"  1P  [Xy   ,    Xy-   ,    Xy-)'"    =    Ztl>  [Xy  ,    Xy-  ,    Xy-)'" 
^         ^'  \  —   i^^  [Xy  ,Xy-,&  [Xy  ,    Xy)]"' , 

woraus  hervorgeht,  dass  Z"t\)[xy  ,  Xy- ,  Xy-)"'  eine  rationale  und 
symmetrische  Function  aller  Wurzeln  ist,  also  rational  durch  die 
bekannten  Grössen  ausgedrückt  werden  kann.  Beachtet  man  jetzt, 
dass  den  72  Combinationen  nicht  conjugirter  Wurzeln  nur  vier 
verschiedene  Werthe  der  Function  z"',  nämlich  z^  ,  2"' ,  2'"  ,  2^'  ent- 
sprechen, und  dass  jeder  dieser  Werthe  sich  18  mal  vorfindet,  so 
sieht  man,  dass 

(12).  2-    +    27    +    2^   +    2-     =    ^Z"^{Xy  ,    Xy-  ,    Xy-)"' 

ist.  Ertheilt  man  der  Zahl  m  die  Werthe  1,2,3,4,  so  liefert 
die  Formel  (12)  die  Potenzsummen  der  Wurzeln  der  Gleichung 
(6),  welche  zur  Berechnung  der  Coefficienten  A^  ,  A2  ,  A^  ,  A^  er- 
forderlich sind.  Diese  Coefficienten  werden  auf  diese  Weise  ratio- 
nal durch  die  bekannten  Grössen  ausgedrückt. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  erhält  man  jetzt  auf  folgende 
Weise:  Man  ermittle  eine  beliebige  Wurzel  der  Gleichung  (6). 
Diese  Wurzel  ist  nach  dem  Vorhergehenden  eine  ganze  Function 
dritten  Grades  der  unbestimmten  Grösse  ß.    Wird  diese  Function 
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gleich  Null  gesetzt,  so  erhält  man  eine  Gleichung  dritten  Grades 
in  ß,  deren  Wurzeln  die  drei  Grössen  sind,  welche  eine  der  vier 
Gruppen  bilden,  in  welche  sich  die  zwölf  Grössen  y^  ^  ver- 
theilen.  Setzt  man  eine  dieser  neuen  Wurzeln  gleich  Null,  so 
entsteht  eine  Gleichung  dritten  Grades  in  Beziehung  auf  die  un- 
bestimmte Grösse  or.  Die  drei  Wurzeln  a  dieser  Gleichung  sind 
drei  conjugirte  Wurzeln  der  Gleichung  (1).  Um  alle  Wurzeln  von 
(1)  zu  erhalten,  hat  man  in  derselben  Weise  mit  jeder  der  Wur- 
zeln der  Gleichung  (6)  zu  ^erfahren. 


Fünftes  Kapitel. 

Tleber  die  algebraisch  auflösbaren  Oleicliungeu. 


TJntersucliungeii  von  Galois.     Allgemeine  Lehrsätze. 

565.  Die  in  den  beiden  vorhergehenden  Kapiteln  angestell- 
ten Entwicklungen  haben  uns  zur  algebraischen  Auflösung  gewis- 
ser Klassen  von  Gleichungen  geführt.  Sind  aber  diese  so  be- 
merkenswerthen  Gleichungen  die  einzigen,  welche  sich  algebraisch 
lösen  lassen?  Mit  andern  Worten,  welche  Gleichungen  sind  einer 
algebraischen  Auflösung  fähig?  Dies  ist  die  Frage,  die  sich  uns 
nalurgemäss  aufdrängt,  und  welche  Abel  und  Galois  zuerst  in 
Angriff  genommen  haben. 

Ich  werde  im  Folgenden  die  in  der  Arbeit  von  Galois:  Sur 
les  conditions  de  resolubilile  des  equations  par  radicaux  enthaltene 
Theorie  darlegen.  Diese  Arbeit  wurde  zum  ersten  Male  1846, 
fünfzehn  Jahre  nach  dem  Tode  des  Verfassers,  im  Journal  de 
Malhem^tiques  pures  et  appliquees,  t.  XI,  veröffentlicht.  Die  von 
Galois  gewählte  Reihenfolge  der  Sätze  ist  von  mir  innegehalten 
worden;  doch  habe  ich  die  Beweise  meist  vervollständigen  müssen. 

Wir  haben  in  No.  100  und  No.  515  streng  definirt,  welche 
Bedeutung  die  Benennungen:  rationale  Grösse,  rationaler 
Divisor  einer  ganzen  Function,  irreductibele  Function, 
irreductibele  Gleichung  in  jedem  Falle  besitzen.  Wir  haben 
auch  gesagt,  dass  eine  gegebene  irreductibele  Gleichung  reducti- 
bel  werden  kann,  wenn  man  unter  die  bekannten  Grössen  ge- 
wisse Grössen  aufnimmt,  welche  vorher  nicht  als  bekannt  ange- 
sehen wurden. 

Wenn  wir  allgemein  dahin  übereinkommen,  eine  gewisse 
Irrationale,  z.  B.  eine  Wurzel  einer  rationalen  Function  der  be- 
kannten Grössen,  als  bekannt  anzusehen,   so  sagen  wir  mit  Ga- 
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lois:  Wir  adjungiren  diese  Function  der  vorgelegten  Gleichung. 
Eine  Grösse  ist   dann  rational,   wenn   sie  durch  eine  rationale 
Function  der  ursprünglich  bekannten  und  der  adjungirten  Grössen 
ausgedrückt  werden  kann.     So  ist  die  Gleichung 
X*  +  a;3  —  4a;2  _  4^;  -[-  1  =0, 

von  welcher  die  Theilung  des  Kreises  in  15  gleiche  Theile  ah- 
hängt,  so  lange  irreductibel,  als  man  nur  die  rationalen  Zahlen 
als  bekannt  ansieht.  Sie  wird  dagegen  reductibel,  wenn  man  ihr 
eine  Wurzel  der  Gleichung 

z2  _  5    =    0, 

d.  h.  die  Wurzelgrösse  j/b  adjungirt.  In  der  Thai  ist  ihr  erstes 
Glied  das  Produkt  der  beiden  Factoren 

welche  rationale  Functionen  der  bekannten  Grössen  sind,  wenn  j/ö 
unter  die  Zahl  der  letzteren  aufgenommen  ist. 

Die  Untersuchungen  von  G  a  1  o  i  s  stützen  sich  auf  die  in 
No.  490  und  No.  492  bewiesenen  Sätze,  welche  auf  diese  Weise 
eine  grosse  Bedeutung  erlangen,  und  auf  die  Eigenschaften  der 
Systeme  conjugirter  Substitutionen.  Galois  wendet  die  Betrach- 
tung der  Permutationsgruppen  an,  von  denen  in  No.  430  und 
431  die  Rede  war.  Wir  haben  es  aber  vorgezogen,  uns  an  die 
Substitutionen  zu  halten.  Es  ist  dies  übrigens  nur  eine  Form- 
änderung der  Aussprüche  der  Sätze,  da  die  Permutationen  nur 
vom  Gesichtspunkte  der  Substitutionen  aus  zu  betrachten  sind, 
durch  welche  der  Uebergang  von  den  einen  zu  den  anderen  be- 
wirkt wird. 

566.    Lehrsatz  I.  —  Ist 
(1).  fix)  =  0 

eine  Gleichung  n*^"  Grades,  deren  n  Wurzeln 

sind,   so  giebt  es   immer  ein  System  conjugirter  Sub- 
stitutionen G,  welches  die  Doppeleigenschaft  besitzt: 
P  dass  jede  rationale  Function  der  Wurzeln,  deren 
numerischer   Werth   durch   die  Substitutionen   von  G 
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keine  Aenderung  erleidet,  rational  durch  die  bekann- 
ten Grössen  ausgedrückt  werden  kann; 

2^  dass  umgekehrt  jede  rationale  Function  der 
Wurzeln,  welche  sich  rational  durch  die  bekannten 
Grössen  ausdrücken  lässt,  denselben  numerischen 
Werth  behält,  wenn  man  alle  Substitutionen  von  G  auf 
sie  anwendet. 

Es  ist  zu  beachten,  dass  man  hier  zu  den  bekannten  Grös- 
sen auch  diejenigen  zählt,  welche  man  der  Gleichung  hat  adjun- 
giren  können. 

Es  sei  V  eine  rationale  Function  der  Wurzeln  (2)  von  der 
Beschaffenheit,  dass  die 

N  =  1  .2  .  . .n 
Functionen,  welche  man  durch  die  Substitutionen  aus  F  herleitet, 
ungleiche  numerische  Werthe  haben.     Man  kann  z.  B. 

V  =  «0  ^0  ~f~  "i  ^i  ~h  '  ■ '  4"  ««-ia;„_i 
machen ,   w  o  «<,  ,  «i  ,  . . .  ,  a„_i  passend  gewählte  ganze   Zahlen 
sind.     Ferner  seien 

%{V)  ==  0 
die  Gleichung  iV'""  Grades,  welche  die  iV  Werthe  von   V  zu  Wur- 
zeln hat,  und  F{V)  ein  irreductibeler  Divisor  v'^"  Grades  des  Po- 
lynoms %{V).     Endlich  wollen  wir  die  v  Wurzeln   der  Gleichung 

(3).  F{F)  =  0 

mit 

(4).  Fo  ,  r^  ,  F2  ,  .  .  .  ,  F,_i 

bezeichnen. 

Nach  dera  Lehrsatze  der  No.  492  können  die  n  Wurzeln  x 
der  Gleichung  (1)  durch  irgend  eine  Horizontalreihe  der  Tabelle 

-«^0(^0)     »'^i(f'o)     .'^^2(^0)      ,...,^«-i(Fo), 

^o(^l)        .tl(^l)        '-^^l^l)        ,..-,1pn-l{Vi), 
(5). 

%  ( V^-i) ,  ipi  ( Fv_i)  ,  1^2  ( Vv-i) ,  . . .  ,  t/^/i-i  ( ^y-i) 

dargestellt  werden ,  wo  i|;o  ( F)  ,  1^1  ( Fj  ,  . . .  rational  aus  V  und  den 
bekannten  Grössen  zusammengesetzt  sind.  Die  Tabelle  (5)  enthält 
also  V  Permutationen  der  Wurzeln  x,  und  wir  haben  in  No.  492 
bewiesen,  dass  diese  Permutationen  eine  Gruppe  bilden,  d.  h.  dass 
die  Subslitutioncu 


496  Fünftes  Kapitel. 

(6).  1  ,   (Sj   ,   «^2  »   •  •  •   >  Sy—l  , 

durch  welche  man  die  v  Permutationen  (5)  aus  der  ersten  der- 
selben erhält,  ein  conjugirtes  System  G  ausmachen.  Wir  be- 
haupten nun,  dieses  System  G  besitze  die  im  Satze  angegebene 
Doppeleigenschaft. 

Bezeichnet  nämlich  Sl  eine  rationale  Function  der  Wurzeln 
(2),  und  wird 

Sl  =  0[iPo(Fo),'^i(Fo),....^.._i(FJ] 
gesetzt,  so  ist  Sl  eine  rationale  Function  von  Vq,  und  man  kann 
(7).  Sl  =  W{V,) 

schreiben,  wo  W  eine  rationale  Function  ist. 

Dies  vorausgesetzt,  nehmen  wir  zunächst  an,  der  numerische 
Werth  von  £1  werde  durch  die  Substitutionen  (6)  des  Systems  G 
nicht  verändert.  Da  diese  Substitutionen  dadurch  ausgeführt  wer- 
den können,  dass  man  V^  der  Reihe  nach  durch  jeden  der  Werthe 
(4)  ersetzt,  so  erhält  man 

ß  =  W{V,)  =  W{V,)  =  ...  =  'F(F._i), 
folglich 

Ä  =  ^WFo)  +  ^(F,)  +  ...  +  W{V,.-r)-]. 

Das  zweite  Glied  dieser  Formel  ist  eine  symmetrische  Function 
der  Wurzeln  der  Gleichung  (3) ;  folglich  lässt  sich  Sl  rational  durch 
die  bekannten  Grössen  ausdrücken. 

Um   die   Umkehrung   des   Satzes  zu   beweisen,   nehmen   wir 
an,    iß   sei  rational   durch   die    bekannten   Grössen  ausdrückbar. 
Dann  ist  nach  Formel  (7)    F^  eine  der  Wurzeln  der  Gleichung 
W{V)  —  ^  =  0. 

Da  aber  F^  eine  Wurzel  der  als  irreductibel  vorausgesetzten  Glei- 
chung (3)  ist,  so  müssen  alle  Wurzeln  von  (3)  der  vorhergehen- 
den Gleichung  genügen,  und  man  hat  somit 

ß=  jp-lFo)  =  'F(Fi)  =  ...  =  'F(F,_i). 

Der  numerische  Werth  von  Sl  erleidet  also  durch  die  Substitutio- 
nen von  G  keine  Aenderung,  und  unser  Salz  ist  vollständig  be- 
wiesen. 

Der  Kürze  wegen  werden  wir  die  Function  F  die  resol- 
virende  Function  und  die  irreductibele  Gleichung  (3)  die  re- 
sol  vir  ende  Gleichung  nennen. 
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567.  Lekrsatz  n.  —  Jede  Substitution,  welche  die 
im  vorhergehenden  Lehrsatze  angegebene  Doppel- 
eigenschaft besitzt,  gehört  dem  conjugirten  Systeme 
an,  dessen  Existenz  dieser  Lehrsatz  ausspricht. 

Wir  behalten  alle  in  der  vorigen  Nummer  gebrauchten  Be- 
zeichnungen bei  und  bezeichnen  mit  X  eine  Function  der  n  Wur- 
zeln x^  ,  x^  ,  . . .  ,  Xn-x,  welche  durch  die  Substitutionen  die 
iV  =  1  .  2  .  3  .  .  .  w  numerisch  verschiedenen  Werthe 

JTq  ,  X^  ,  X.,  ,  .  .  .  ,  Xx—i 
annimmt.     Ferner  seien 

0  '        1   »       2  >   •  •  •  >  -^v — 1 

die  V  Werthe,  welche  X  in  Folge  der  v  Substitutionen  von  G  an- 
nimmt, und  es  werde 

Sl  =  {X—  X^)  (Z  —  Xj)  .  .  .  (Z  —  Xr-i) 

gesetzt,  wo  X  eine  unbestimmte  Grösse  bezeichnet.  Der  Werth 
der  Function  5i  erleidet  durch  die  Substitutionen  von  G  keine 
.4enderung.  Sl  lässt  sich  also,  dem  Lehrsatze  I  zufolge,  rational 
durch  die  bekannten  Grössen  ausdrücken.  Ausserdem  ist  es  klar, 
dass  der  Werth  von  ü  sich  ändert,  wenn  man  diese  Function 
einer  im  Systeme  G  nicht  enthaltenen  Substitution  T  unterwirft. 
Die  Substitution  T  hat  folglich  nicht  die  Eigenschaften  der  Sub- 
stitutionen von  G ,  welche  den  Gegenstand  des  Lehrsatzes  I 
bilden. 

Die  Substitutionen  von  G  besitzen  danach  rücksichtlich  der 
vorgelegten  Gleichung  eine  Eigenschaft,  die  ihnen  ausschliessHch 
zukommt.  Wir  wollen  dieses  System  das  der  Gleichung  eigene 
conjugirte  System  nennen*). 

568.  Lehrsatz  HI.  —  Es  sei  G  das  conjugirte  System, 
welches  einer  gegebenen  Gleichung  «*<="  Grades 

(1).  fix)  =  0 

eigen  ist,  der  mehrere  Irrationale  adjungirt  sein  kön- 
nen. Adjungirt  man  dieser  Gleichung  eine  Wurzel  Zq 
einer  irreductibelen  Hiifsgieichung  m*^"  Grades 


*)  Galois  benutzt  eine  dem  hier  in  Rede  stehenden  conjugirten 
Systeme  entsprechende  Permutationsgruppe  und  nennt  sie  die  Gruppe 
der  Gleichung. 

Seri'ct,  Alg-ebra.     II.  32 
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(2).  cp{z)  =  0, 

deren  Coefficienten  in  rationaler  Form  bekannt  sind, 
und  enthält,  nachdem  dies  geschehen  ist,  das  der 
Gleichung  (1)  eigene  conjugirte  System  F  nur  einen 
Theil  der  Substitutionen  von  G,  in  welchem  Falle  die 
Ordnung  von  G  ein  Vielfaches  der  Ordnung  von  T  ist, 
so  vertheilen  sich  die  m  ==^95' Wurzeln  der  Gleichung 
(2)  in  eine  gewisse  Anzahl  p  Gruppen,  deren  jede  aus 
</ Wurzeln  besteht,  nämlich: 

(1)        (^)  {q-D 


-ip — 1  ,      -Cp — 1   ,    .t^p — 1   ,    .   .    .    ,    ■ip—.l     . 


Diese  Gruppen  besitzen  die  Eigenschaft,  dass,  wenn 
man  der  vorgelegten  Gleichung  irgend  eine  der  W^ur- 
zeln  ein  und  derselben  Gruppe 

,•  >    -^j-      >       j-      >     •    •    •  >    ^j- 

adjungirt,  das  der  vorgelegten  Gleichung  eigene  con- 
jugirte System  Ji  dasselbe  ist,  welche  Wurzel  man 
auch  adjungirt  haben  mag.  Ausserdem  sind  die  p  con- 
jugirten  Systeme 

welche  der  Gleichung  eigen  werden,  wenn  man  ihr 
beziehungsweise  eine  Wurzel  jeder  Gruppe  adjungirt, 
ähnlich,  so  dass  jedes  dieser  Systeme  aus  dem  ersten 
dadurch  hergeleitet  werden  kann,  dass  man  ein  und 
dieselbe  Substitution  in  den  Cyclen  der  verschiede- 
nen Substitutionen  des  letzteren  ausführt.  Es  liegt 
auf  der  Hand,  dass  jede  Gruppe  sich  auf  eine  einzige 
Wurzel  reducirt,  wenn  m  eine  Primzahl  ist. 

Wir  bezeichnen  wieder  mit  V  die  resolvirende  Function  und 
mit 
(3).       .  F{V)  =  0 

die  irreductibele  Gleichung  v*""  Grades,  welche  wir  die  resol- 
virende Gleichung  genannt  haben.     Ferner  seien 
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F,  ,   Fl  ,  F,  .  . .  .  ,  F._i 
die  V  Wurzeln  der  Gleichung  (3). 

Wenn  die  Gleichung  (3)  irreductibel  bleibt,  nachdem  man 
der  Gleichung  (1)  eine  Wurzel  z^  von  (2)  adjungirt  hat,  so  bleibt 
offenbar  G  das  der  Gleichung  (1)  eigene  conjugirte  System.  An- 
ders verhält  es  sich  dagegen,  wenn  die  Gleichung  (3)  reductibel 
wird,  und  diesen  Fall  haben  wir  zu  untersuchen. 

Es  seien  X{F,  Zq)  einer  der  irreductibelen  Factoren  von  F{V), 
und  f*  der  Grad  dieses  Factors.  Man  darf  voraussetzen,  dass  die 
höchste  Potenz  von  F  im  Polynome  X  den  Coefficienten  Eins  hat, 
und  dass  die  übrigen  Coefficienten  ganze  Functionen  der  Wurzel 
Zq  sind.  Führen  wir  jetzt  die  Division  der  Polynome  F{V) ,  X{V,  z) 
aus,  wobei  z  als  unbestimmte  Grösse  angesehen  wird,  und  be- 
zeichnen den  Quotienten  und  den  Rest  dieser  Division  beziehungs- 
weise mit  A{V,  z)  ,  &{V,  z),  so  ist 

F{V)  =  X{F,z)A{F,z)-^&{F,z). 
und  nach  unserer  Voraussetzung  hat  man  identisch 

&(V,z,)  =  0; 
denn  das  Polynom  @{V,z)  ist  höchstens  vom  Grade  ft — 1  in  F, 
und  die  letzte  Gleichung  wird  durch  jede  der  ^i  Wurzeln    F  von 

A(F,Zo)  =  0 
befriedigt.  Im  Polynome  0(F,  z)  müssen  alsQ  die  Coefficienten 
der  verschiedenen  Potenzen  von  F  für  z  =  Zq  verschwinden.  Da 
nun  die  Gleichung  (2)  als  irreductibel  vorausgesetzt  wird,  so  ver- 
schwinden diese  Coefficienten  auch,  wenn  z  durch  irgend  eine 
der  Wurzeln  von  (2)  ersetzt  wird. 
Stellen  danach 

Zq  ,  Zy  ,  Z^  >  '  •  •   t   ^m — 1 

die  w  Wurzeln   der  Gleichung  (2)  dar,   so  ist  das  Polynom  F{V) 
durch  jede  der  Functionen 

A(F,  zo)  ,  A(F,  Zj)  ,  .  .  .  .  A(F,  z,„_i) 
theilbar.  Das  Produkt  dieser  Functionen,  das  wir  durch  iI(F) 
darstellen,  ist  eine  ganze  Function  von  F,  deren  Coefficienten 
symmetrische  Functionen  der  Wurzeln  z  sind.  Dasselbe  kann 
daher  rational  durch  die  bekannten  Grössen  ausgedrückt  werden. 
Die  Wurzeln  der  Gleichung 

JT(F)  =  0 

32* 
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gehören  sämmtlich  der  Gleichung  (3)  an,  und  da  diese  gegen- 
wärtig irreductibel  ist,  so  ist  das  Polynom  n  {V)  durch  F  {V) 
theilbar.  Es  sei  q  der  Exponent  der  höchsten  in  7I(  F)  aufgehen- 
den Potenz  von  jP(F),  und  es  werde 

n{v}=^[F{v)rn,{v) 

gesetzt.  Offenbar  muss  17,  (F)  sich  auf  eine  Constante,  oder, 
wenn  man, will,  auf  die  Einheit  reduciren,  da  der  höchste  Term 
in  unseren  Polynomen  den  Coefficienten  1  hat.  Wäre-  nämlich 
das  Gegentheil  der  Fall,  so  würde  n^{V)  durch  F{V)  theilbar 
sein  müssen ,  weil  die  Gleichung 

n,{v)  =  0 

nur  solche  Wurzeln  hat,  welche  der  Gleichung  (3)  angehören. 
Der  Exponent  q  würde  also  nicht  der  ihm  auferlegten  Bedingung 
genügen.     Man  hat  also 

n{v)  =  [F{v}f 

oder 

(4).  lF{V)f  =  A(F,  c„)  .  A(F,  z.)  ...  A(F,  z^_,). 

Unserer  Voraussetzung  nach  ist  das  Polynom  1{V,  z„)  irreductibel, 
d.  h.  es  lässt  keinen  Divisor  zu,  dessen  Grad  kleiner  als  der 
seinige  ist,  und  dessen  Coefficienten  rationale  Functionen  der  be- 
kannten Grössen  und  der  adjungirten  Wurzel  z^  sind.  Wir  be- 
haupten nun,  dass  auch  das  Polynom  A(F,  2,)  die  Eigenschaft  be- 
sitzt, keinen  Divisor  zuzulassen,  in  welchem  die  Coefficienten  der 
Potenzen  von  V  rationale  Functionen  der  bekannten  Grössen  und 
der  Wurzel  2,-  sind.  Dies  zu  beweisen ,  nehmen  wir  an,  es  gäbe 
einen  solchen  Divisor,  und  stellen  denselben  durch  ^{F,  Zi)  dar. 
Dividiren  wir  X  {V ,  z)  durch  ^(F,  2),  bis  wir  zu  einem  Reste 
gelangen,  der  in  Beziehung  auf  F  von  einem  niedrigeren  Grade 
als  J(F,  2)  ist,  so  folgt,  wenn  Q{F,  2)  und  R{V,  2)  den  Quotien- 
ten und  den  Rest  dieser  Division  bezeichnen, 

X{V,z)  =  t{V,z).Q{F,z)-\-R{F,zy 
R{F,  z)  ist  gleich  Null  für  2  =  2;.     Durch  ein  bereits  oben  an- 
gewandtes  Schlussverfahren   ergiebt   sich    daraus,    dass    derselbe 
Rest  Null  ist,   welche  von   den  Wurzeln   der  Gleichung  (2)  man 
auch  für  2  substituirt.     Im  Besonderen  erhält  man 

i?(F,  2o)=0, 
was   ausdrückt,    dass   A.(F,  2(,)  den    Divisor  f  (F,  2„)  zulässt.     Da 
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dies  Ergebniss  mit  unserer  Voraussetzung  im  Widerspruch  stellt, 
so  ist  unsere  Behauptung  bewiesen. 

Man    kann   alle  Wurzeln    der  Gleichung   (3)   rational   durch 
irgend   eine   derselben   ausdrücken.     Nachdem  wir  uns   dies  in's 
Gedächtniss  zurückgerufen  haben,  betrachten  wir  die  beiden  Glei- 
chungen 
(5).  X{V,z,)  =  0  ,  l[V,Zj)  =0, 

und  bezeichnen  zwei  Wurzeln  der  ersteren  mit  F«  und  '^{Va), 
wo  &  eine  rationale  Function  ist.  Wir  behaupten  nun,  dass  wenn 
Fß  eine  Wurzel  der  zweiten  Gleichung  (5)  ist,  auch  'd-[Vß)  diese 
Gleichung  befriedigt.     Man  hat  nämlich 

(1.  h.  der  Gleichung 

wird  genügt,   wenn  man    V  durch  die  Wurzel    F«  der  Gleichung 

A[r,  2.-]  =  0 

ersetzt;  sie  muss  daher  alle  Wurzeln  der  letzten  Gleichung  zu- 
lassen, da  deren  erstes  Glied,  wie  wir  soeben  bewiesen  haben, 
keinen  Divisor  besitzt,  dessen  Coefficienten  rationale  Functionen 
von  Zi  sind.  Nimmt  man,  und  dies  ist  gestattet,  ^[V]  als  ganze 
Function  an,  so  kann  man  sagen,  das  Polynom  l\p[V)  ,  z,]  sei 
durch  1{V ,  Zi)  theilbar,  oder  der  Rest  der  Division  von  X[p{V) ,  2] 
durch  l{V,z)  sei  für  z  =  Zi  identisch  gleich  Null.  Dann  lehrt 
das  in  diesem  Beweise  bereits  zweimal  angewandte  Schlussver- 
fahren, dass  derselbe  Rest  auch  für  z  =  zj  Null,  d.  h.  dass 
X[&{F)  ,  2;]  durch  X{V,  zj)  theilbar  ist.  Folglich  zieht  die  Glei- 
chung 

k[Vß,zj)  =  0 

die  folgende  nach  sich: 

und  diese  drückt  aus,  dass  ^[Vß)  Wurzel  der  zweiten  Gleichung 
(5)  ist.  Wir  schliessen  daraus,  dass,  wenn  die  Gleichungen  (5) 
eine  Wurzel  gemeinschaftlich  haben,  alle  ihre  Wurzeln  gemein- 
schaftliche sind. 

Diese  Betrachtung  zeigt,  dass  im  zweiten  GUede  der  Formel 
(4)  sich  jeder,  der  ungleichen  Factoren  q  mal  wiederholt  vorfindet. 
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Wendet  man  zur  Darstellung   der  m  Wurzeln  z  zwei  Indices  an, 
so  erhält  man 


x{y,z,) 

=  M^'.4") 

=  x{r..f)  =.. 

■■  =  x(r.z'r'). 

Hf.h) 

=  *(»',  4") 

=  Hv.Jf)  =. 

■■  =  i{v,z'r'). 

1{F,  z^_i)  =  A(F,  41,)  =  k{V,  zfL,)  =  ...  =  X{V,  z^^ZP). 

und  durch  Ausziehung  der  q^^'^  Wurzel  aus  beiden  Gliedern  der 
F'ormel  (4)  ergiebt  sich 

(6).  F{F)  =  HV,z,)  .  A(F,  z,)  ...A(F,  z^_i). 

denn  man  darf  voraussetzen,  die  Coefficienten  der  ersten  Terme 
der  Polynome  F  und  X  seien  auf  die  Einheit  reducirt. 

Fassen  wir  die  Ergebnisse  unserer  bisherigen  Betrachtung 
zusammen,  so  ergiebt  sich  Folgendes:  Die  m  Wurzeln  z  verthei- 
len  sich  in  p  Gruppen  von  je  q  Wurzeln.  Welche  von  den  Wur- 
zeln ein  und  derselben  Gruppe  man  ausserdem  der  vorgelegten 
Gleichung  adjungirt,  man  erzielt  immer  denselben  Erfolg,  näm- 
lich: an  die  Stelle  der  ursprünglichen  resolvirenden  Gleichung 
denselben  Divisor  dieser  Gleichung  zu  setzen.  Das  der  vorgeleg- 
ten Gleichung  eigene  conjugirte  System  wird  folglich  auf  ein 
neues  System  reducirt,  dessen  Ordnung  ein  Divisor  der  Ordnung 
des  ursprünglichen  ist. 

Wir  haben  jetzt  noch  die  verschiedenen  conjugirten  Systeme 
jT,  Tj  ,  ... ,  rp_i  zu  vergleichen,  welche  der  vorgelegten  Gleichung 
eigen  werden,  wenn  man  ihr  beziehungsweise  eine  Wurzel  der 
oben  unterschiedenen  Gruppen  adjungirt. 

Da  die  Wurzeln  der  Gleichung 

A(F,  2o)  =  0 
rationale  Functionen  einer  dieser  Wurzeln  sind,  so  wollen  wir  sie 
durch 

darstellen.     Ist  ferner    F^    ^^^^  Wurzel  der  Gleichung 

X{V,Zi)  =  0, 
so  sind  die  Grössen 

F«,  ^1  ( Ff  ),^.,(  Ff ).....  Vi(0' 
wie  wir  oben  bemerkt  haben,  Wurzeln  derselben  Gleichung.   Wir 


Ueber  die  algebraisch  auflösbaren  Gleichungen.  503 

fügen  hinzu,  dass  dieselben  verschieden  sind,  so  dass  keine  Wur- 
zel ausgelassen  ist.     Hätte  man  nämlich 

so  würde  sich,  da  V^  und  F^  Wurzeln  der  gegenwärtig  ir- 
reductibelen  Gleichung  (3)  sind,  im  Widerspruch  mit  unserer  Vor- 
aussetzung 

ergeben.  * 

Wir  bezeichnen  jetzt  mit   V  irgend  eine  Wurzel  der  Resol- 
vente (3),  stellen  durch  das  Symbol 

die  Permutation 

der  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  dar  und  setzen 

(7)-  Wm  =  S,[V,-]  ,  [^,(0]  =  Sf[_{vf}l 

Die  Substitutionen  des  Systems  F  sind  dann 

1    ,    Oj    ,    O2    ,    .  .   .    ,    Sfi—l, 

diejenigen  des  Systems  Fi 

1   ,    Oj     ,    ^2     .    •  •  •   >    ^jU—l- 

Stellt  endlich  Ti  die  Substitution  dar,  durch  welche  man  von  der 
Permutation  [F,J  zur  Permutation  [Fq'^]  übergeht,  so  ist  nicht 
nur 

(8).  C^S'^  =  Ti[r,^, 

sondern  auch  für  jeden  Werth  von  k 

oder  der  ersten  der  Formeln  (7)  wegen 

(9).  WV'?)]  =  ^.-^.[^o]- 

Endlich  reducirt  die  Formel  (8)  die  zweite  Formel  (7)  auf 

(10).  [^.(Fj^)]  =  5fr,[F„], 

und  der  Vergleich  der  Formeln  (9)  und  (10)  liefert 

(11).  ^^Ti  =  TiS,, 

woraus 

(12).  sf  =  T^sjr' 
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folgt.    Die  Formeln  (8)  und  (9)  drücken  aus,  dass  das  conjugirte 
System  G  durch 

1        ,  Si  ,  S^  ,  .  •  •  ,  Sfi—i , 


(13). 


dargestellt  wird,   und   die   Systeme  jT,  Fj  ,  .  .  .  ,  rp_x  sind  nach 
Formel  (12)  folgende: 

r      =  1 ,  Si  ,  ^2  ,  •  ■ . ,  -S^t— 1 . 


(14). 


r^      ==  1 ,  Tg  iS|  72         >  T2  S2  T^ 


>  ^2  '^iU— 1  ?2     > 


-^—1  =  1  >  7/>— 1  S'i  j]p_i ,  Jp— 1 02  ^^^1 .  •  •  • ,  Tp-.i S^i—i  Tp^x . 
Wie  man  sieht,  sind  diese  Systeme  ähnlich,  so  dass  jedes  der- 
selben aus  dem  ersten  F  dadurch  hergeleitet  werden  kann,  dass 
man  in  den  Cyclen  jeder  Substitution  von  F  ein  und  dieselbe 
Substitution  T  vollzieht.  Es  ist  somit  auch  der  letzte  Punkt  un- 
seres Satzes  bewiesen. 

569.  Lehrsatz  IV.  —  Wenn  das  der  Gleichung /(a:)  =0 
eigene  System  G  sich  auf  ein  System  niedrigerer  Ord- 
nung jTreducirt,  dadurch  dass  man  eine  Wurzel  der 
irreductibelen  Hilfsgleichung  (p[z)  =  0  adjungirt,  und 
wenn  man  ausserdem  die  Wurzeln  dieser  Hilfsglei- 
chung durch  rationale  Functionen  einer  derselben 
und  der  bekannten  Grössen  ausdrücken  kann,  so  er- 
leidet das  System  F  keine  Aenderung,  wenn  in  den 
Cyclen  aller  seiner  Substitutionen  irgend  eine  Sub- 
stitution des  Systems  G  ausgeführt  wird. 

Es  seien 

Zq  und  Zi  =  &Zf^ 

zwei  Wurzeln  der  Hilfsgleichung;  &  bezeichnet  hier  eine  rationale 
Function.  Da  die  Gleichung  (p[z)  =  0  als  irreductibel  vorausge- 
setzt wird,  so  lässt  sie  ailie  Wurzeln 

zu.  Einer  der  Terme  dieser  Reihe  reducirt  sich  auf  z^;  nehmen 
wir   an,  es  sei 
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&    Zn  =  2n    oder    &  ~  '9'Zn  =  Zn, 


so  ergiebt  sich 


c.k—1 
Jq  =  -it  Zj. 


Jede  der    beiden   Wurzeln   z^  und  z,-  lässt  sich   folglich  rational 
durch  die  andere  ausdrücken. 

Daraus  geht  hervor,  dass  die  bekannten  Grössen  in  beiden 
Fällen  dieselben  sind,  man  mag  z^  oder  z;  adjungirt  haben.  Das 
System  Fi,  welches  der  Gleichung  f{cc)  =  0  eigen  ist,  nachdem 
man  z;  adjungirt  hat,  ist  also  dasselbe  wie  das  System  F,  wel- 
ches der  Gleichung  eigen  ist,  nachdem  man  Zq  adjungirt  hat.  Da 
nun  die  Systeme  F,  Fi  durch 

1   ,   O  j  ,    'S'2  .   •  •  •   >   Sfi—i , 

1  ,  TiS,  TT'  ,  TiS,  rr'  ,  .  .  .  ,  TeS^-i  TT' 
dargestellt  werden  können,  so  sieht  man,  dass  das  System  F  sich 
nicht  ändert,  wenn  man  seine  Substitutionen  zur  Rechten  mit  2\ 
und  zur  Linken  mit  TT^  multiplicirt,  was  mit  der  Ausführung 
der  Substitution  Ti  in  den  Cyclen  der  Substitutionen  von  r  gleich- 
bedeutend ist. 

Endlich  ist  jede  Substitution  von  G  von  der  Form 

U  =  TkS,, 
und  dies  liefert 


so  dass 


U-'  =  sx'T^r' 


uSiU-'  =  t,^s,s,s-'t-' 


ist.  Will  man  also  die  Substitution  U  in  den  Cyclen  der  Sub- 
stitutionen von  jT  ausführen,  so  genügt  es,  in  diesen  Cyclen  zu- 
erst die  Substitution  S^,  dann  die  Substitution  T^  zu  vollziehen. 
Die  erste  Operation  lässt  F  offenbar  unverändert,  da  S^  diesem 
Systeme  angehört.  Ausserdem  haben  wir  eben  bewiesen,  dass 
auch  die  zweite  Operation  keine  Aenderung  des  Systems  F  zur 
Folge  haben  kann.  Dieses  System  bleibt  also  unverändert,  wenn 
man  in  den  Cyclen  aller  seiner  Substitutionen  die  Substitution  U 
ausführt. 

Zusatz.  —  Wenn  die  Hilfsgleichung  von  der  Form 
z^  =  A  ist,  und  w  enn  die  j9*«°  Wurzeln  der  Einheit  sich 
unter  den  zuvor  adjungirten  Grössen  befinden,  so 
sind  die  Bedingungen  des  vorhergehenden  Lehrsatzes 
erfüllt. 
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570.  Lehrsatz  V.  —  Wenn  das  der  Gleichung /"(a;)  =  0 
eigene  conjugirte  System  G  sich  auf  ein  System  nied- 
rigerer Ordnung  F  reducirt,  dadurch  dass  man  der 
Gleichung  alle  Wurzeln  einer  irreductibelen  Hilfs- 
gleichung m*""  Grades  q){z)  =  0  adjungirt,  so  erleidet 
das  System  P  keine  Aenderung,  wenn  man  in  den  Cy- 
clen  aller  seiner  Substitutionen  irgend  eine  Substi- 
tution von  G  ausführt*). 

Es  sei  Z  eine  rationale  Function  der  m  Wurzeln 

[i-j.  Zq  ,  Z^  ,    Z2  ,   •  '  •   ,  Z„i-\ 

der  Hilfsgleichung,  und  diese  Function  sei  so  beschaffen,  dass  die 

M  =  1  .  2  .  3  .  ..  m 

Functionen,  welche  sich  daraus  durch  die  Substitutionen  ergeben, 
verschiedene  Werlhe  haben.     Ausserdem  seien 

%[Z)  =  0 

die  Gleichung  M^"^''  Grades,  welche  die  if/ Werlhe  von  Z  zu  Wur- 
zeln hat,  F[Z)  ein  irreductibeler  Divisor  von  ^(Z)  und 

(2).  Zj)  ,  Zj  ,  Z.^  ,  .  . .  ,  Z^_i 

die  ft  Wurzeln  der  Gleichung 

(3).  F{Z]  =  0. 

Die  Grössen  (2)  sind  rationale  Functionen  der  Grössen  (1),  und 
umgekehrt  können  letztere  rational  durch  die  ersleren  ausgedrückt 
werden.  Adjungirt  man  also  die  einen,  so  werden  dadurch  auch 
die  anderen  adjungirt.  Folglich  muss  das  der  vorgelegten  Glei- 
chung eigene  System  G  unserer  Voraussetzung  nach  sich  redu- 
ciren,  wenn  man  die  Wurzeln  der  Gleichung  (3)  adjungirt.  Diese 
Wurzeln  kann  man  aber  rational  durch  irgend  eine  derselben 
ausdrücken.  Mithin  werden  alle  Wurzeln  adjungirt,  sobald  dies 
mit  einer  Wurzel  geschieht,  und  man  befindet  sich  dann  in  den 
Bedingungen  des  Lehrsatzes  IV. 


*)  Dieser  Satz  unterscheidet  sich  im  Grunde  nicht  von  dem  Satze  III 
der  Arbeit  von  Galois.  Unter  dem  Titel:  Satz  III  hatte  Galois  an- 
fangs den  Zusatz  zu  unserem  Lehrsatze  IV  mit  einem  Beweise  gegeben. 
Später  entfernte  er  dies  Alles  und  setzte  dafür  die  schliesslich  von  ihm 
angenommene  Fassung. 
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571.     Lehrsatz  VI.  —  Es  seien  G  das  der  Gleichung 

(1).  f[x)  =  0 

eigene  conjugirte  System  und 
(2).  Zq  =  %{x^^  ,  Xi  ,  X2  ,  .  ..  .  x„-i) 

eine  rationale  Function  der  n  Wurzeln 

deren  numerischer  Werlh  gegenwärtig  nicht  bekannt 
ist.  Das  System  F,  welches  der  Gleichung  eigen  ist, 
nachdem  man  derselben  diesen  numerischen  Werth 
adjungirt  hat,  besteht  aus  denjenigen  der  Substitu- 
tionen von  G,  welche  den  numerischen  Werth  der 
Function  %  nicht  verändern. 

Die  Bedingungen  dieses  Lehrsatzes  lassen  sich  ohne  Weite- 
res auf  diejenigen  des  Satzes  III  zurückführen.  Wir  vollziehen  in 
dem  Ausdrucke 

Z  y  I^Xq  ,  Xy   ,  X2  ,   .  .  .   ,  Xn—1) 

alle  Substitutionen  der  Wurzeln  x  und  bilden  das  Produkt  0{z) 
aller  so  erhaltenen  Resultate.  Die  Coefficienten  des  Polynoms 
0{z]  \\  erden  symmetrische  Functionen  der  Wurzeln  x,  folglich 
in  rationaler  Form  bekannt  sein.  Zerlegen  wir  dieses  Polynom 
in  seine  irreductibelen  Factoren  und  bezeichnen  einen  dieser 
Facloren,  die  für  z  =  Zq  verschwinden,  mit  (p{z),  so  befinden 
wir  uns  in  dem  Falle,  in  welchem  man  der  vorgelegten  Gleichung 
die  Wurzel  Zq  der  ii'reductlbelen  Gleichung 
(3).  9,(z)  =  0 

adjungirt. 

Es  seien,  wie  im  Lehrsatze  III, 

'  0  »    '{'''•>    ''v—t 

die  V  Wurzeln  der  Resolvente 
(4).  V  F{V)  =  0, 

welche  gegenwärtig  irreductibel  ist.  Da  die  Wurzeln  x  sich  ra- 
tional durch  irgend  eine  der  Wurzeln  V  ausdrücken  lassen,  so 
setzen  wir,  wie  früher, 

dann  geht  die  Foirrael  (2)  über  in 
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und  mau  kauu  bewirken  (No.  182),  dass  W  eine  ganze  Function 

sei,  deren  Grad  kleiner  als  v  ist.     Die  Gleichung 

(5).  ep-(F)^Zo.=  0 

lüsst  jetzt  die  Wurzel    V^  der  Gleichung  (4)  zu.     Es  seien 

(6).  V,,  f\,...,  r^,_.x 

die  den  Gleichungen  (4)  und  (5)  gemeinschaftlichen  (i  Wurzeln, 
und  es  werde 

gesetzt.  Nachdem  man  z^  adjungirl  hat,  sind  die  Coefficienten 
der  Gleichung 

(7).  X{V,z,)  =  0 

rational.  Wir  behaupten  nun,  diese  Gleichung  (7)  sei  irreductibel. 
Wäre  nämlich  das  Gegentheil  der  Fall,  und  w(F,  z^)  der  iwe- 
ductibele  Divisor  von  A(r,  Zq),  welcher  für  V  =  Vq  verschwin- 
det, so  hätte  man  (Lehrsatz  lll) 

F{V}  =  w{V.Zq)co{V,  2,)  .  .  .  co(F,  2^_i), 

wo  Zj  ,  ^2  .  •  •  •  .  Zp-.i  von  Zq  verschiedene  Wurzeln  der  Gleichung 
(2)  sind.     Die  Gleichung 

co(F,Zo)  =  0       ' 
wird  nur  einen  Theil  der  Wurzeln  (6)  zulassen,   und  eine  dieser 
Wurzeln,  z.  B.    Fj,  wird  einer  Gleichung  wie 

(8).  o,(F,  z,)  =  0 

genügen  müssen.  Wird  W{F)  —  z  so  lange  durch  co(F,  z)  divi- 
dirt,  bis  der  Rest  0(F,  z)  von  einem  niedrigeren  Grade  als  der 
Divisor  ist,  so  hat  man,  wenn  n[V,z)  den  Quotienten  dieser 
Division  bezeichnet, 

?p-(  F)  —  z  =  CO  (  F,  z)  1I(  F,  z)  +  0(  F,  z). 

Der  Voraussetzung  nach  ist  W{V)  —  z„  durch  1{V,  Zq),  also  auch 
durch  «(F,  Zq)  theilbar;  folglich  muss  der  Rest  0(F,  z)  der  vori- 
gen Division  sich  für  z  =  z^  identisch  auf  Null  reduciren.  Durch 
ein  bereits  angewandtes  Schlussverfahren  ergiebt  sich  dann,  dass 
ebenderselbe  Rest  für  z  =  z^  Null  ist,  und  man  hat 

^{V)-z,=  co{F,z,)n{V.z,), 
Nun  haben  wir  vorausgesetzt,    F,  sei  eine  Wurzel  der  Gleichung 
(8);  es  ist  daher 

^(Fj)  =  z,. 
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und  dies  ist  unmöglich,  da  V^  Wurzel  der  Gleichung  (5),  und  z, 
von  Zq  verschieden  ist. 

Wir  sehen  somit,  ^lass  die  Gleichung  (7)  irreductibel  ist,  so 
dass  dieselbe  die  resolvirende  Gleichung  wird,  nachdem  die  Wur- 
zel z„  adjungirt  worden  ist.  Das  der  vorgelegten  Gleichung  eigene 
conjugirte  System  besteht  dann  aus  den  fi  Substitutionen ,  die 
man  dadurch  ausführt,  dass  man  in  der  Permutation  der  Wurzeln 

Vq  durch  jede  der  Grössen  (6)  ersetzt. 

Ausserdem  sind  die  Grössen  (6)  diejenigen  Wurzeln  der  Glei- 
chung (5),  welche  der  ursprünglichen  Resolvente  angehören.  Die 
erwähnten  Substitutionen  sind  also  diejenigen,  durch  welche  der 
numerische  Werth  Zq  der  Function  g  (a;^  ,  a:j  ,  .  . .  ,  a:„_i)  keine 
Aenderung  erleidet. 

572.  Lehrsatz  VH.  —  Die  Ordnung  des  einer  Glei- 
chung f{x)  =  0  eigenen  conjugirten  Systems  G  sei 
V  =  fip ,  wo  p  eine  Primzahl  ist.  Kann  man  aus  jit  Sub- 
stitutionen von  G  ein  conjugirtes  System  F  bilden, 
welches  unverändert  bleibt,  wenn  man  in  den  Cyclen 
aller  seiner  Substitutionen  die  verschiedenen  Sub- 
stitutionen von  G  ausführt,  so  genügt  es,  umPzu  dem 
der  vorgelegten  Gleichung  eigenen  Systeme  zu  machen, 
die  p^^  Wurzel  aus  einer  gewissen  rationalen  Grösse 
zu  ziehen,  und  diese  Würzender  Gleichung  zu  adjun- 
giren.  Es  wird  dabei  vorausgesetzt,  dass  die  /?*^" 
Wurzeln  der  Einheit  zu  den  bereits  zuvor  adjungirten 
Grössen  gehören. 

Es  seien 
(1).  1,81,82,.-.,  8fi—i 

die  Substitutionen  des  Systems  F,  und  T  eine  Substitution  von 
G,  welche  J"  nicht  angehört.  Der  Voraussetzung  nach  ist  für  jeden 
Werth  von  / 

(2).  T8iT~^  =  8j, 

wo  J  ein  passend   gewählter  Index  ist.     Wenn  das  System   der 

Potenzen  von  T 

(3).  1  ,  r,  T2,  ...  ,  f~\ 

dessen  Ordnung  l  sein  möge,   ausser  der   Einheit  einige  Substi- 
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tutionen  mit  dem  Systeme  (1)  gemeinschaftlich  hat,  so  sei  J*  die 
kleinste  in  (1)  enthaltene  Potenz  von  T.  Werden  die  Substitu- 
tionen (1)  mit 

1     T    T-^      .  .     J"«-! 

multiplicirt,  so  erhält  man  die  fia  Produkte 


1        ,  Si          ,  .  .  .  ,  (S^_i, 

(4). 

T       ,   TSi        ,  .  .  .  ,  TS^^i, 

ja-l  ^    y«-l5^ T"-^Sf,^i 

Diese  Produkte 

sind   von   einander  verschieden; 

PSff  =   Ti+JS,^, 

so  würde  sich 

\  ■ 

T^  =  S,S-' 

ergeben,  und  dies  kann  nicht  der  Fall  sein,  da  S,jS~^  dem  Sy- 
steme (1)  angehört,  TJ  aber  nicht  (es  ist  j  <  a).  Ferner  kann 
das  Produkt  von  irgend  zwei  Substitutionen  (4)  mittels  der  For- 
mel (2)  auf  die  Form 

r^"+''S,.  oder  'f'S^ 

gebracht  werden,  wo  h  <.  a  ist,  und  dieses  Produkt  T^'Ä^  ist 
selbst  eine  der  Substitutionen  (4).  Letztere  bilden  daher  ein  con- 
jugirtes  System  der  Ordnung  jtta.  Ausserdem  sind  sie  in  dem 
Systeme  G  enthalten,  dessen  Ordnung  ^ip  ist.  Folglich  ist  ^p 
durch  ^a  und  p  diirch  or  theilbar,  und  da  p  eine  Primzahl  ist, 
so  muss  a  =  1  oder  =  p  sein.  Wenn  a  =  1  ist,  so  gehört  die 
Substitution  T  der  Voraussetzung  zuwider  dem  Systeme  G  an.  Es 
ist  also  a  =  p.  Dann  enthält  aber  das  System  (4)  ^p  Substitu- 
tionen und  ist  folglich  nichts  Anderes,  als  das  System  G  selbst. 
Die  in  F  enthaltenen  Potenzen  von  T  sind  daher 

und  man  hat 

Ausserdem  ist  offenbar 

{k  —  l)p  =  oder  <  t  —  1  ,  kp  =  qt, 

wo  q  eine  ganze  Zahl  ist.  Dies  erfordert,  dass  q=l  sei,  so 
dass  die  Ordnung  der  Subslitution  T  nothwendig  gleich  p  oder 
gleich  einem  Vielfachen  von  p  ist. 
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Dies  vorausgesetzt,  sei  0  eine  rationale  Function  der  n  Wur- 
zeln x^^  ,  oc^  ,  X.,  ,  . .  .  ,  Xn-i  von  f{x)  =  0,  die  so  beschaffen  ist, 
dass  <lie  durch  die  Substitutionen  daraus  hervorgehenden  1.2.3...« 
Functionen  ungleiche  numerische  Werthe  haben.  Wir  führen  in 
dieser  Function  die  ft  Substitutionen  (1)  von  F  aus  uud  bezeich- 
nen die  erhaltenen  Resultate  mit 

(5).  @,,   &,,%,...,    %.y. 

Endlich  nehmen  w'it  eine  rationale  und  symmetrische  Function  Q' 
der  fi  Grössen  (5) ;  man  kann  z.  B. 
(6).  &  =  [&-  0o)  (0  -  ©i)  . . .  (0  -  %-,) 

machen,  wo  S  eine  unbestimmte  Grösse  bezeichnet. 

Die  Function  &  erleidet  durch  die  Substitutionen  von  F  keine 
Veränderung;  aber  jede  andere  Substitution  bringt  eine  Aende- 
rung  in  ihr  hervor.  Wir  führen  in  dieser  Function  die  Potenzen 
der  Substitution  T,  nämlich: 

1,  r.  T2,  ...,  r^-' 
aus  und  bezeichnen  das  durch   die  Substitution  T'  erhaltene  Re- 
sultat mit  -ö-,.    Ferner  stellen  wir  durch  «  eine  Wurzel  der  Glei- 
chung 

^    =    0 

X  —  1 

dar  und  setzen 

Die  Substitution  T,  deren  Wirksamkeit  darin  besteht,  die  Grössen 

^Q  ,  ^\    ,   ^2 ^p—i. 

cyclisch  zu  versetzen,  lässt  die  Function  ü  offenbar  ungeändert. 
Ebenso  wenig  bringen  die  Substitutionen  von  F  eine  Aenderung 
in  ^  hervor;  denn  es  ist 

^i  =  P  .&,. 
und  daraus  folgt  durch  Ausführung  einer  Substitution  S 

Wir  sehen  somit,  dass  alle  Substitutionen  des  der  vorgelegten 
Gleichung  gegenwärtig  eigenen  Systems  G  die  Function  ü  unver- 
ändert lassen.  Daraus  ergiebt  sich,  dass  der  Werth  von  i2  be- 
kannt ist.     Wird  also  die  Wurzelgrösse 

der  Gleichung  adjungirt,  so  ist  auch  die  Function 
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bekannt. 

Die  einzigen  Substitutionen ,  welche  keine  Aenderung  dieser 
Function  zur  Folge  haben,  sind  diejenigen  von  F.  Adjungirt 
man  also  /5i,  so  wird  (Lehrsatz  VI)  F  das  der  Gleichung  eigene 
conjugirte  System, 

573.  Die  im  Vorhergehenden  hergeleiteten  Sätze  setzen  uns 
in  den  Stand,    die  Lösung  der  Aufgabe  in  Angriff  zu  nehmen: 

In  welchem  Falle  ist  eine  Gleichung  durch  Wur- 
zelgrössen  lösbar? 

Zu  diesem  Zwecke  bemerkt  Galois,  dass  nach  Auflösung 
einer  Gleichung  eine  beliebige  Function  der  Wurzeln  bekannt  ist, 
selbst  wenn  dieselbe  durch  keine  Substitution  ungeändert  gelas- 
sen wird.  Das  der  Gleichung  eigene  conjugirte  System  enthält 
dann  also  nur  die  der  Einheit  gleiche  identischa  Substitution, 

Die  Lösung  der  Aufgabe,  deren  Gegenstand  die  Auflösung 
einer  Gleichung  ist,  muss  also  darin  bestehen,  dass  man  die  Ord- 
nung des  der  Gleichung  eigenen  conjugirten  Systems  immer  mehr 
erniedrigt. 

„Verfolgen  wir,"  sagt  Galois,  „die  Reihe  der  in  dieser 
„Lösung  möglichen  Operationen,  indem  wir  die  Ausziehung  jeder 
„Wurzel,  deren  Exponent  eine  Primzahl  ist,  als  besondere  Ope- 
„ration  ansehen, 

„Adjungiren  wir  der  Gleichung  die  erste  in  der  Lösung  aus- 
„gezogene  Wurzel,  so  können  zwei  Fälle  eintreten:  Entweder 
„wird  die  Ordnung  des  der  Gleichung  eigenen  conju- 
„girten  Systems  verkleinert*),  oder  diese  Wurzelausziehung 
„ist  nur  eine  einfache  Vorbereitung,  und  das  der  Gleichung 
,,eigene  System  bleibt  unverändert. 

„Immer  muss  aber,  wenn  die  Gleichung  lösbar  sein  soll, 
„die  Ordnung  des  ihr  eigenen  conjugirten  Systems  nach  einer 
„gewissen  endlichen  Anzahl  von  Wurzelausziehungen  kleiner  ge- 
„worden  sein. 

„Hätten  wir,   hier   angelangt,   mehrere  Wege,   die  Ordnung 


*)  Die  unbedeutenden  Aenderungen,  die  hier  durch  den  ausschliess- 
lichen Gebrauch  der  Systeme  von  Substitutionen,  statt  der  Permutations- 
gruppen, erfordert  werden,  sind  durch  fette  Schrift  angedeutet. 
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„des  der  vorgelegten  Gleichung  eigenen  Systems  durch 
„eine  einfache  VVurzelausziehung  zu  verringern ,  so  würde  für  das 
„Folgende  von  allen  einfachen  Wurzel  grossen,  die  so  beschaffen 
„sind,  dass  die  Kenntniss  einer  jeden  derselben  die  Ordnung 
„des  der  Gleichung  eigenen  Systems  erniedrigt,  eine  Wur- 
,,zelgrösse  von  einem  möglichst  niedrigen  Grade  zu  betrachten 
„sein. 

„Es  sei  jo  die  Primzahl,  welche  diesen  kleinsten  Grad  darstellt, 
,,so  dass  durch  Ausziehung  einer  p*®"  Wurzel  die  Ordnung  des 
„der  Gleichung  eigenen  Systems  verringert  wird. 

„Wir  können  immer  voraussetzen,  wenigstens  in  Betreff  des 
,,der  Gleichung  eigenen  Systems,  dass  sich  unter  den  der 
,, Gleichung  schon  zuvor  adjungirten  Grössen  eine  p^^  Wurzel  der 
„Einheit  befindet.  Denn  da  dieser  Ausdruck  durch  Ausziehung 
,,von  Wurzeln  erhalten  wird,  deren  Grade  kleiner  als  p  sind,  so 
„wird  durch  die  Kenntniss  desselben  das  der  Gleichung  eigene 
„System  in  Nichts  geändert." 

Es  tritt  hier  die  volle  Bedeutung  der  Lehrsätze  III  und  IV 
zu  Tage.  Unter  der  gemachten  Voraussetzung  reducirt  sich  das 
der  Gleichung  eigene  conjugirte  System,  welches  gegenwärtig  G 
ist,  auf  ein  System  niedrigerer  Ordnung  F.  Daraus  folgt  mit 
Beziehung  auf  die  Lehrsätze  III  und  IV  (Zusatz),  dass  die  Ord- 
nung von  r  ein  Divisor  der  Ordnung  von  G  ist,  und  dass  dieses 
System  unverändert  bleibt,  wenn  man  in  den  Cyclen  aller  seiner 
Substitutionen  irgend  eine  der  Substitutionen  von  G  ausführt.  Ist 
umgekehrt  (Lehrsatz  VII)  G  das  der  Gleichung  eigene  System 
(/xp)'«""  Ordnung,  und  lässt  sich  ein  in  G  enthaltenes  System  /**''■■ 
Ordnung  F  ermitteln,  welches  unverändert  bleibt,  wenn  man  in 
den  Cyclen  aller  seiner  Substitutionen  die  Substitutionen  von  G 
ausführt,  so  wird  F  das  der  Gleichung  eigene  System  ,  dadurch 
dass  man  eine  p^'^  Wurzel  auszieht  und  die.se  Wurzel  adjungirt. 

Diese  von  Galois  entdeckten  Sätze,  die  wir  im  Vorstehen- 
den vollständig  und  streng  bewiesen  haben,  geben  somit  die 
Bedingung  an,  die  erforderlich  und  hinreichend  ist,  damit  die 
Ordnung  des  der  Gleichung  eigenen  conjugirten  Systems  ernie- 
drigt werde. 

Hat  man  diese  Ordnung  auf  die  angegebene  Weise  einmal 
erniedrigt,  so  kann  man  auf  das  neue  conjugirte  System  wieder 
das    dargelegte    Schlussverfahren   anwenden.      Dies  System  muss 

Scrrcl,  Algebra.     II.  33 


514  Fünftes  Kapitel. 

sich  ebenso  reduciren  lassen,  u.  s.  w,  und  man  muss  schliesslicli 
zu  einem  Systeme  gelangen,  welches  nur  die  der  Einheit  gleiche 
Substitution  enthält. 

574.  Es  ist  leicht,  wie  Galois  bemerkt  hat,  dies  Verfah- 
ren in  der  bekannten  Auflösung  der  allgemeinen  Gleichung  vier- 
ten Grades  zu  beobachten. 

Die  Wurzeln  seien 

a  y  6 ,  c ,  d. 

Das  der  Gleichung  eigene  System  G  ist  hier  das  System  der 
1  .  2  .  3  .  4  =  24  Substitutionen  der  Wurzeln,  und  man  erhält  es 
(No.  431)  durch  Multiplication  der  vier  Systeme 

1  ,  (ö  .  6)  [c  ,d), 

1  ,  [a  ,c)   [b  yd), 

1  ,  [b  ,  c  ,  d)  ,  [b  ,  d  ,  c)  , 

1  ,  {b,  c). 

Die  in  Rede  stehende  Gleichung  wird  mittels  einer  Gleichung 
dritten  Grades  gelöst,  welche  die  Ausziehung  einer  Quadratwur- 
zel erfordert.  Mit  dieser  Wurzel  hat  man  naturgemäss  zu  begin- 
nen. Wird  dieselbe  der  vorgelegten  Gleichung  adjungirt,  so  redu- 
cirt  sich  (Lehrsatz  VII)  die  Ordnung  des  der  Gleichung  eigenen 
Systems  auf  12,  und  dies  System  wird  gleich  dem  Produkte  der 
drei  Systeme 

1  ,  (a  ,  b)  [c  ,d), 

1  ,   [a  ,  c)   [b  ,  d) , 

1  ,  [b  ,  c  ,  d)  ,  [b  ,  d  ,  c). 

Jetzt  reducirt  man  durch  Ausziehung  einer  Kubikwurzel  die  Ord- 
nung des  der  Gleichung  eigenen  Systems  auf  4;  dasselbe  ist  das 
Produkt  der  beiden  Systeme 

1  ,  [a  ,b)  {c  ,  d)  , 
1  ,  (a  ,  c)  {b,d). 

Die  Ausziehung  einer  Quadratwurzel  erniedrigt  sodann  die  Ord- 
nung des  Systems  auf  2,   und  das  System  wird   auf  diese  Weise 

1  ,  {a,b)  {c  ,  d). 

Endlich  wird  durch  Ausziehung  einer  letzten  Quadratwurzel  das 
der  Gleichung  eigene  System  auf  die  Einheit  reducirt,  und  dann 
ist  die  Gleichung  aufgelöst. 
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Fortsetzung  der  Untersuchungen  von  Galois,  —   Anwen- 
dung auf  die  irredüctibelen  Gleiehungen ,  deren  Grad  eine 
Primzahl  ist. 

575.  Die  Anwendungen  der  dargelegten  Theorie  bieten  noch 
viele  Schwierigkeiten  dar*).  Wir  werden  uns  darauf  beschrän- 
ken, zu  betrachten,  wie  Galois  seine  Theorie  auf  die  irredücti- 
belen Gleichungen  anwendet,  deren  Grad  eine  Primzahl  ist. 

Hilfssatz.  —  Eine  irreductibele  Gleichung,  deren 
Grad  eine  Primzahl  ist,  kann  nicht  dadurch  reducti- 
bel  werden,  dass  man  ihr  eine  Wurzelgrösse  adjun- 
girt,  deren  Exponent  vom  Grade  der  Gleichung  ver- 
schieden ist. 

Wir  nehmen  an,   die  irreductibele  Gleichung 

(1).  f[x)  =  0, 

deren  Grad  n  eine  Primzahl  ist,  werde  reductibel,  wenn  man  ihr 
eine  W^urzelgrösse  adjungirt.  Da  die  Ausziehung  einer  Wurzel 
zusammengesetzten  Grades  sich  darauf  zurückführen  lässt,  nach 
einander  mehrere  Wurzeln  auszuziehen,  deren  Grade  Primzahlen 
sind,  so  darf  der  Exponent  der  in  Rede  stehenden  Wurzel  als 
Primzahl  vorausgesetzt  werden.  Nur  muss  man,  wenn  die  Grösse, 
aus  der  diese  Wurzel  gezogen  werden  soll,  nicht  zu  den  gegen- 
wärtig bekannten  Grössen  gehört,  dieselbe  als  der  Gleichung 
adjungirt  ansehen. 

Dies    vorausgesetzt,    sei  m    die    kleinste    Primzahl    von   der 
Beschaffenheit,  dass  die  Gleichung  (1)  reductibel  wird,  wenn  man 
eine  Wurzel  einer  Gleichung  von  der  Form 
(2).  z"*  =  Ä 

adjungirt;    darin    bedeutet  Ä    eine    bekannte    Grösse,    oder  eine 
Grösse,   welche,   der   Gleichung    adjungirt,    keine   Reduction  zur 
Folge  hat.     Die  Wurzeln  der  Gleichung 
(3).  z^  =  1 

können  als  zu  den  bekannten  Grössen  gehörig  angesehen  wer- 
den,  insofern  sie   durch  Ausziehung  von  Wurzeln  erhalten  wer- 


*)  In  der  letzten  Zeit  hat  Jordan  neue  Untersuchungen  über  diesen 
Gegenstand  der  Akademie  der  Wissenschaften  eingereicht.  Seine  Arbeit 
ist  aber  noch  nicht  veröffentlicht  worden. 

33* 
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den,  deren  Grade  kleiner  als  m  sind,  und  insofern  ihre  Kennt- 
niss  unserer  Voraussetzung  nach  nicht  dazu  genügt,  die  Reduction 
der  Gleichung  auszuführen. 

Bezeichnen  r  eine  Wurzel  der  Gleichung  (2)  und  a  eine 
primitive  Wurzel  der  Gleichung  (3),  so  sind 

r  ,   ar  ,   a^r  ,   .  .  .   ,   a"'~^r 
die    Wurzeln    von  (2),     Wenn   jetzt    die    Gleichung   (1)    reducirt 
wird,  dadurch  dass  man  ihr  r  adjungirt,  so  sei  (p  {x,  r)  der  irre- 
ductibele  Divisor  von  f  {x) ,  welcher  den  kleinsten  Grad  hat.    Dann 
ist  das  Polynom  f  ix)  durch  jede  der  Functionen 

(p  [x,  r)  ,  q)  [x,  ar)  ,  ...  ,  (p  [x ,  a"^~~^r) 
theilbar.  Das  Produkt  dieser  Divisoren  lässt  sich  als  symmetrische 
Function  der  Wurzeln  der  Gleichung  (2)  rational  durch  die  bekann- 
ten Grössen  ausdrücken.  Ausserdem  kann  dieses  Produkt  nur 
für  die  Werthe  von  x  verschwinden,  welche  der  Gleichung  (1) 
genügen.  Da  nun  diese  Gleichung  irreductibel  ist,  so  muss  das 
in  Rede  stehende  Produkt  eine  Potenz  von  f  {x)  sein,  und  man  hat 
(4).  [/"  (^)]*  =  cp  {x,  r)  q)  [x,  ar)   ...  (p  [x.,  cc"*~^r). 

Wenn  die  beiden  Gleichungen 

q)  {x,  a'V)  =  0  ,  (p  {x,  aJr)  =  0 
eine  Wurzel  gemeinschaftlich  haben,  so  haben  sie  alle  ihre  Wur- 
zeln gemeinschaftlich.  Denn  wenn  das  Gegentheil  der  Fall  wäre, 
so  würden  die  ersten  Glieder  dieser  Gleichungen  einen  in  Bezie- 
hung auf  die  bekannten  Grössen  rationalen  gemeinschaftlichen 
Divisor  ip  [x,  r)  haben,  und  (p  [x,  r)  wäre  nicht  der  Divisor 
niedrigsten  Grades  von  f  [x). 

Zieht  man  dann  die  §-"'  Wurzel  aus  beiden  Gliedern  der  For- 
mel (4),  so  erhält  man  ein  Resultat  von  der  Form 
(5).  f  [x)  =  (p  [x,  r)  (p  [x,  ar)  (p  [x,  ßr)   ...  (p  [x ,  zr)  ^ 

wo  a,  ß,  .  . .,  £  Wurzeln  der  Gleichung  (3)  bezeichnen.  Da  aber 
der  Grad  von  f  [x]  eine  Primzahl  ist,  so  kann  die  Formel  (5) 
nur  statthaben,  wenn  die  Polynome  cp  vom  ersten  Grade  sind, 
und  die  Formel  (4)  zeigt,  dass  m  durch  n  theilbar  ist.  Nun  ist 
m  eine  Primzahl;    man  hat  somit  m  =  n. 

Zusatz.  —  Eine  irreductibele  Gleichung,  deren 
Grad  eine  Primzahl  ist,  kann  nicht  rcductibel  werden, 
wofern    das    ihr   eigene   conjugirte   System   sich  nicht 
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auf  die  eine  der  Einheit  gleiclie  Substitution  redu- 
cirt. 

Wenn  die  vorgelegte  Gleichung  reducirt  wird,  so  zerfällt  ihr 
erstes  Glied  nach  dem  eben  bewiesenen  Hilfssatze  in  lineare  Fac- 
toren;  sie  wird  somit  aufgelöst. 

576.  Wir  haben  jetzt  noch  die  Lehrsätze  mitzutheilen,  durch 
welche  Galois  die  Bedingung  ausgedrückt  hat,  unter  welcher  die 
Gleichungen,  deren  Grad  eine  Primzahl  ist,  aufgelöst  werden 
können. 

Lekrsatz  I.  —  Wenn  eine  irreductibele  Gleichung 
f{x)  =  0,  deren  Grad  n  eine  Primzahl  ist,  durch  Wur- 
zelgrössen  gelöst  werden  kann,  so  lassen  sich  ihre  n 
Wurzeln  in  der  Weise  durch  x.  [der  Index  z  muss  nach 
dem  Modul  n  genommen,  also  auf  eine  der  Zahlen  0,1,2..., 
(w  — 1)  reducirt  werden]  darstellen,  dass  das  der  Gleichung 
gegenwärtig  eigene  conjugirte  System  nur  lineare 
und  ganze  Substitutionen,  d.  h.  S  ubstitutionen  von  der 

Form  /"""'"    I   enthält,  wo  a  und  b  Constante  sind. 

Das  der  Gleichung  eigene  conjugirte  System  reducirt  sich  der 
Voraussetzung  nach  auf  die  Einheit,  wenn  man  der  Gleichung 
der  Reihe  nach  gewisse  Wurzelgrössen  adjungirt,  und  diese  Glei- 
chung bleibt  nach  dem  vorhergehenden  Hilfssatze  so  lange  irre- 
ductibel,  bis  die  letzte  Wurzelgrösse  adjungirt  worden  ist.  Diese 
letzte  Operation,  die  sich  auf  eine  Wurzel  mit  dem  Exponenten 
n  bezieht,  vollführt  nicht  nur  die  Reduction,  sondern  auch  die 
Auflösung  der  Gleichung  (No.  575)  und  theilt  nach  dem  Lehrsatze 
der  No.  568  die  Ordnung  des  der  Gleichung  eigenen  conjugirten 
Systems  durch  n. 

Das  der  Gleichung  eigene  System  hat  also,  unmittelbar  bevor 
es  auf  die  Einheit  reducirt  wird,  die  Ordnung  n.  Wenn  aber  n 
eine  Primzahl  und  die  Ordnung  eines  auf  ii  Buchstaben  bezüg- 
lichen conjugirten  Systems  gleich  n  ist,  so  besteht  das  System 
aus  den  Potenzen  einer  cyclischen  Substitution  n**'"'  Ordnung 
(No.  414,  Zusatz  HI).  Das  vorletzte  der  Gleichung  eigene  System 
wird  also  durch  die  Potenzen  einer  Substitution  gebildet,  die 
durch 


D 
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dargestellt  wird,  wenn  die  n  Indices  passend  unter  die  n  Wur- 
zeln vertheilt  sind.  Mit  anderen  Worten,  das  in  Rede  stehende 
System  besteht  aus  den  n   linearen  Substitutionen  von  der  Form 


C"':)' 


wo  man  h  n  den  Zahlen 

0  ,  1  ,  2  ,...,(,«-  1) 
nach  dem  Modul  n  congruente  Werthe  ertheilen  muss;   die  Indi- 
ces werden,    wie  wir    schon  bemerkt  haben,    in  Beziehung  auf 
denselben  Modul  genommen. 

Dies  vorausgesetzt,  behaupten  wir,  dass,  wenn  man  von 
diesem  vorletzten  zu  dem  der  Gleichung  gegenwärtig  eigenen 
conjugirten  Systeme  emporsteigt,  in  jedem  Systeme  nur  lineare 
und  ganze  Substitutionen  von  der  Form 


r^') 


angetroffen  werden.  Da  dieser  Satz  für  das  vorletzte  System 
bereits  feststeht,  so  haben  wir  nur  darzuthun,  dass,  wenn  der- 
selbe für  irgend  ein  System  r  statt  hat,  er  auch  für  das  in  der 
Reihenfolge  der  Reductionen  F  unmittelbar  vorhergehende  System 
G  gültig  ist.  Zu  diesem  Zwecke  bemerken  wir,  dass,  wenn  F 
auch  nicht  das  vorletzte  System  ist,  es  doch  dessen  Substitutio- 
nen enthält.     Es  sei  Si  eine  derselben,  so  hat  man 


Si 


-r!) 


wo  j3  eine  der  Zahlen  1,2,3,...,  [n  —  1)  ist.  Rezeichnel 
jetzt  T  irgend  eine  der  Substitutionen  von  G,  so  ist  nach  dem 
Lehrsatze  der  No.  569  für  jeden  Werth  von  i 

TSiT~^  =  Sj  ,  oder  TSi  =  SjT , 

wo  Sj  eine  Substitution  von  r  ist.  Diese  Formel  drückt  aus, 
dass  Sj  ähnlich  Si,  folglich  eine  cyclische  Substitution  ist.  Nun 
enthält  das  System  F  unserer  Voraussetzung  nach  nur  lineare 
und  ganze  Substitutionen.  Daraus  folgt,  dass  dieses  System  nicht 
zwei  cyclische  Substitutionen  n^^''  Ordnung  S,-  und  Sj  enthalten 
kann,  von  denen  die  eine  nicht  eine  Potenz  der  andern  ist;  denn 
sonst  würde  es  die  n^  Produkte  von  der  Form  Sf  S^  enthalten, 
die  sämmtlich   verschieden  sein  würden,   und  dies  ist   aus  dem 
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Grunde  unuiöglicli,  weil  die  Gesammtzahl  der  linearen  Substitu- 
tionen nur  n  [n  —  1)  ist,  Sj  ist  also  eine  Potenz  von  S,,  und 
man  hat 


Sj  = 


Setzen  wir 


so  ist 


folglich 

F{z-{-ß)  =  F{z)-{-  a. 

Ersetzt  man  z  der  Reihe  nach  durch 

so  folgt 

F[z-{-2ß)  =  F{z  +  ß)  +  a  =  F  [z]  +  2«  , 

F{z  +  ^ß)  =  F{z  +  ß)  +2«  =  i^(t)  +  3«, 

F  [z  +  Zß)  =  F{z^ß)  +  (Z-1)  a  =  F{z)  +  Za. 
Wird  endüch  in  der  letzten  dieser  Formeln 
^=l,2  =  0,i^(0)  =  6 

gesetzt,  so  erhält  man 

F{Z)  =^  aZ  -\-h.       . 
wo  a  und   h  Constanten  sind.     Das  System   G  enthält   also   nur 
Substitutionen  von  der  Form 


Uz  +  b\ 


Dies  gilt  im  Besonderen  auch  für  das  der  Gleichung  gegenwärtig 
eigene  System. 

577.  Lehrsatz  H.  —  Wenn  umgekehrt  das  der  irre- 
ductibelen  Gleichung  f[x)  =  0,  deren  Grad  n  eine 
Primzahl  ist,  gegenwärtig  eigene  System  G  nur  Sub- 
stitutionen von  der  Form 


r^!) 


enthält,   so  ist  die  Gleichung  algebraisch  auflösbar. 
Es  seien  a  eine  Wurzel  der  Gleichung 
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{]).  5:^-^  =  0      ~ 

^  '  X    — 1 

und  r  eine  primitive  Wurzel  der  Primzahl  n.     Ausserdem  setzen 
wir 

'  X,       =  (a:^  +  a  iCi  -f  «^^2  +  •••  +  cc"-^x„-i)", 
(2).j  X,       =  [x,  +  ax^.,  +  a%^.,  H 1-  «-ia:(„_i)..)«, 

X^n-2  =  (a?o  +  «^r''-2  +  «^^,.«-2  + h  ««-^  ^^(„-i)/'-^)". 

Jede  Substitution  des  Systems  G  ist  das  Produkt  einer  Potenz  der 
Substitution 


(3).  ('+;) 

in  eine  Potenz  der  Substitution 


Die  Grössen 

(5).  X,  ,  ^,.  ,  X^.  .  ...  ,  Z„_2 

erleiden  durch  die  Substitution  (3)  (No.  482)  keine  Veränderung, 
werden  aber  durch  die  Substitution  (4)  cyclisch  versetzt.  Folglich 
ist  jede  Function  S  der  Grössen  (5),  welche  die  an  den  Indices 
der  Functionen  X  vollzogene  Substitution  (4)  ungeändert  lässl, 
eine  Function  der  Wurzeln  Xq  ,  x^  ,  .  .  .  ,  Xn-i,  die  durch  keine 
Substitution  des  Systems  G  verändert  wird.  Diese  Function  3 
darf  daher  (No.  566)  als  eine  bekannte  rationale  Grösse  ange- 
sehen werden. 

Bezeichnet  X  eine  Wurzel  der  Gleichung 

(6).  a;"-i-l  =  0, 

und  macht  man  im  Besonderen 

(Zi  +  K  z  +  ^2^,2  H h  r-'  x^n-^y-'  =  s,     - 

so  ist  die  Grösse  S  bekannt;  nach  Ausziehung  einer  Wurzel 
[n—iy^^  Grades  kennt  man  also  auch  die  Grösse 

X,  +  XX,.  +  r^z  a  +  •  •  •  +  A«-=^z  „_2  =  ''fs . 

Nimmt  man  für  X  der  Reihe  nach  jede  der  Wurzeln  der  Glei- 
chung x^'^ —  1  =  0,  so  erhält  man  «-7-I  Gleichungen,  welche 
die  Grössen  (5)  kennen  lehren.     Zieht  man  sodann  die  n'"  Wur- 
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zel  aus  den  Gleichungen  (2),  so  ergeben  sich  w  —  1  Gleichungen 
ersten  Grades,  welche,  da  noch  die  Summe  der  Wurzeln  x  be- 
kannt ist,  diese  Wurzeln  bestimmen.    • 

Die  vorgelegte  Gleichung  ist  somit  unter  der  gemachten 
Voraussetzung  algebraisch  lösbar. 

578.  Mittels  der  vorhergehenden  Sätze  hat  Galois  die 
Bedingung,  unter  welcher  eine  irreductibele  Gleichung,  deren 
Grad  eine  Primzahl  ist,  sich  algebraisch  auflösen  lässt,  folgen- 
dermassen  aussprechen  können: 

Lehrsatz  III. —  Damit  eine  irreductibele  Gleichung, 
deren  Grad  eine  Primzahl  ist,  durch  Wurzelgrössen 
gelöst  werden  könne,  ist  erforderlich  und  hinrei- 
chend, dass  die  Resolvente  von  Lagrange  eine  ratio- 
nale Wurzel  habe. 

Die  Wurzeln  dieser  Resolvente  vom  Grade  1.2.3...  (n— 2) 
sind  die  verschiedenen  Werthe,  welche  eine  symmetrische  Func- 
tion der  Grössen  (5)  der  No.  577,  z.  B.  die  Function 

(Z  -  Z,)  (X  -  Z  )  ...  (X  -  Z.„_2) , 
wo  X  eine  unbestimmte  Grösse  bedeutet,  in  Folge  der  Substitu- 
tionen der  Wurzeln  x  annimmt.  Nun  lehren  die  Sätze  I  und  If, 
dass,  wenn  die  vorgelegte  Gleichung  gelöst  werden  kann,  diese 
Grösse,  unabhängig  von  X,  bekannt  ist.  Folglich  muss  die 
Resolvente,  von  der  sie  abhängt,  eine  rationale  Wurzel  haben. 

Wenn  umgekehrt  die  Resolvente  eine  rationale  Wurzel  besitzt, 
so  ist  die  vorgelegte  Gleichung  lösbar.  In  diesem  Falle  ist  näm- 
lich die  eben  betrachtete  Function,  ganz  unabhängig  von  X, 
bekannt:  es  ist  dies  eben  die  rationale  Wurzel  der  Resolvente. 
Nun  bleibt  diese  Function   nur  durch  die  Substitutionen  von  der 

Form  {^~~^    \  unverändert.     Folglich  enthält  das  der  Gleichung 

eigene  System  (No.  571)  nur  solche  Substitutionen,  und  die  vor- 
gelegte Gleichung  ist  (No.  577)  lösbar. 

579.  Die  für  die  Auflösbarkeit  der  irreductibelen  Gleichun- 
gen soeben  ermittelte  Bedingung  lässt  sich  noch  auf  eine  andere 
Weise  aussprechen;  dies  ist  der  Gegenstand  der  folgenden  Sätze. 

Lehrsatz  IV. —  Wenn  eine  irreductibele  Gleichung, 
deren  Grad  eine  Primzahl  ist,  durch  Wurzelgrössen 
gelöst  werden  kann,  so  kann  man  alle  ihre  Wurzeln 
rational  durch  irgend  zwei  derselben  ausdrücken. 
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Nach  dem  Lehrsatze  I  enthält  das  der  Gleichung  gegenwär- 
tig eigene  conjugirle  System  nur  Substitutionen  von  der  Form 
/«z-h    \      ^^^^  versetzt  eine  solche  Substitution,   die  sich  nicht 

auf  die  Einheit  reducirt,  die  n  Indices,  wenn  a  =  l,  dagegen 
w — 1  Indices,  wenn  a  von  1  verschieden  ist.  Daraus  geht  hervor, 
dass,  wenn  man  der  Gleichung  zwei  Wurzeln 

adjungirt,  das  dieser  Gleichung  eigene  System  nur  noch  die  der 
Einheit  gleiche  Substitution  enthalten  kann;  denn  nach  dem  Lehr- 
satze der  No,  571  können  die  Substitutionen  dieses  Systems  die 
Indices  cc  und  ß  nicht  versetzen.  Wenn  also  die  Wurzeln  Xa  und 
Xß  als  bekannt  angesehen  werden,  so  sind  auch  alle  übrigen  in 
rationaler  Form  bekannt. 

580.  Lehrsatz  V. —  Wenn  man  umgekehrt  alle  Wur- 
zeln einer  irreductibelen  Gleichung,  deren  Grad  eine 
Primzahl  ist,  rational  durch  irgend  zwei  derselben 
ausdrücken  kann,  so  ist  die  Gleichung  durch  Wurzel- 
grössen  lösbar. 

Es  seien  Xa  ,  Xß  zwei  beliebige  Wurzeln  der  vorgelegten 
Gleichung 

(1).  fix)  =  0. 

Ferner   seien  G   das   der  Gleichung    gegenwärtig   eigene   System, 

r  das  System,   welches  an   die  Stelle  von  G  tritt,    nachdem  Xa, 

aber  bevor  Xß  adjungirt  worden  ist.     Endlich  sei 

(2).  F{V)  =  0 

die  irreductibele   Gleichung,    die  wir  Resolvente   genannt  haben, 

und  deren  Grad  die  Ordnung  des  Systems  G  ausdrückt. 

Die  Gleichung  (2)  wird  reductibel,  wenn  man  Xa  adjungirt; 
denn  ist  V^  eine  ihrer  Wurzeln,  so  kann  man  Xa  rational  durch 
r„  ausdrücken,  und  wenn  man 

Xa   =   ^  {  Fo) 

setzt,  so  darf  (No.  182)  i^;  als  eine  ganze  Function  angesehen 
werden,  deren  Grad  kleiner,  als  derjenige  von  F  {V)  ist.  Die 
Wurzel   Fq  ist  also  der  Gleichung 

^  {V)    —    Säa    =    0 

und  der  Gleichung  (2)  gemeinschaftlich ;  letztere  hört  folglich  auf, 
irreductibel  zu  sein.     Die  Reduclion  geschieht  dann   aber   durch 
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Zerlegung  von  F  {V)  in  p  Factoren  desselben  Gra«les,  wo  p  ein 
Divisor  des  Grades  der  irreductibelen  Hilfsgleichung  ist,  von  wel- 
cher die  adjungirte  Wurzel  abhängt.  Diese  Hilfsgleichung  ist  hier 
nichts  Anderes,  als  die  vorgelegte  Gleichung  selbst,  und  da  deren 
Grad  n  eine  Primzahl  ist,  so  hat  man  p  =  n.  Die  Ordnung  des 
Systems  r"  ist  mithin  der  n*^  Theil  der  Ordnung  von  G. 

Adjungiren  wir  jetzt  die  Wurzel  Xß.  Da  die  Wurzel  cca 
gegenwärtig  zu  den  bekannten  Grössen  gehört,  so  ist  die  noch 
zu  adjungirende  Grösse  Xß  Wurzel  einer  irreductibelen  Gleichung 

(3).  fi   {X  ,  Xa)    =    0, 

f  (x) 
deren   erstes   Glied  gleich   dem    Quotienten       _       >  oder  gleich 

einem  rationalen  Divisor  dieses  Quotienten  ist,  und  der  Voraus- 
setzung nach  muss  das  der  Gleichung  eigene  System,  welches 
gegenwärtig  F  ist,  sich  auf  die  Einheit  reduciren,  wenn  man  Xß 
der  Gleichung  adjungirt.  Durch  diese  Operation  wird  aber,  dem 
Lehrsatze  der  No.  568  zufolge,  die  Ordnung  des  der  Gleiciiung 
eigenen  Systems  durch  einen  Factor  m  des  Grades  der  Hilfsglei- 
chung dividirt,  der  höchstens  gleich  ti — 1  ist.  Folglich  ist  F 
von  der  Ordnung  m  und  G  von  der  Ordnung  nm. 

Das  System  G  kann  keine  Substitution  enthalten,  welche 
zwei  Indices  unverrückt  stehen  lässt.  Da  sich  nämlich  die  Wur- 
zeln rational  durch  irgend  zwei  derselben  ausdrücken  lassen,  so 
nehmen  wir  an,  es  sei 

Xy  =  q)  {Xa  ,  Xß)    ,    Xd=^X    {Xa  ,  X  )    ,    Xg  ==  CO    [Xa  ,  Xß) ,    ...    . 

Dann  sind  die  Differenzen 

Xy—  cp    [Xa  ,  Xß)    ,    XS  —  X  [Xa  ,  Xß)  ,    ... 

bekannt,  da  sie  den  Werth  Null  haben.  Wenn  nun  eine  von  der 
Einheit  verschiedene  Substitution  die  Indices  a  und  ß  nicht  ver- 
setzte, so  würde  sie  einige  dieser  Differenzen  ändern.  Eine  solche 
Substitution  kann  also  (No.  566)  in  G,  folglich  auch  in  F  nicht 
enthalten  sein. 

Das  System  F  besteht  jetzt  aus  denjenigen  der  Substitutio- 
nen von  G,  welche  den  Index«  nicht  versetzen  (No.  571).  Ausser 
der  Einheit  giebt  es  also  m  —  1  Substitutionen  in  G,  welche  den 
Index  a  unbewegt  lassen,  und  da  dasselbe  für  die  übrigen  Indices 
gilt,  so  sieht  man,  dass  {m  —  l)n-\-l  oder  mn  —  {n — 1)  Substitu- 
tionen in  G  enthalten  sind,  welche  die  n  Indices  nicht  gleichzeitig 
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versetzen.  Die  Anzahl  der  Substitutionen  von  G,  welche  alle  Indi- 
ces  versetzen,  ist  daher  gleich  n— 1.  Wir  behaupten  nun,  diese 
Substitutionen  seien  cyclisch,  und  es  seien  die  einen  Potenzen 
der  andern.  Es  sei  nämlich  T  eine  dieser  Substitutionen.  Wir 
zerlegen  T  in  Cyclen,  und  es  ergebe  sich 
T  =  C^  C2  C^  .  .  .  . 
Die  Ordnung  von  T  ist  ein  Divisor  von  nm.  Wenn  also  T  sich 
nicht  auf  einen  einzigen  Cyclus  n'^^  Ordnung  reducirt,  so  muss 
die  Ordnung  dieser  Substitution  gleich  einem  Divisor  d  von  m 
sein.  Unter  der  gemachten  Voraussetzung  versetzt  die  Substitu- 
tion T  alle  Wurzeln.  Sie  hat  also  keine  Cyclen  erster  Ordnung. 
Ausserdem  ist  sie  unregelmässig,  da  die  Anzahl  n  der  Buchsta- 
ben eine  Primzahl  ist.  Bezeichnet  6  die  Ordnung  des  niedrigsten 
Cyclus,  so  lässt  die  Substitution  T^  wenigstens  zwei  Buchstaben 
unversetzt;  dieselbe  kann  somit  dem  Systeme  G  nicht  angehören, 
und  folglich  kann  auch  T  nicht  in  G  enthalten  sein. 

Das  System  G  enthält  also  eine  cyclische  Substitution  n^"'^ 
Ordnung  T,  und  die  Potenzen  von  T  sind  die  einzigen  Substitu- 
tionen von  G,  welche  alle  Indices  versetzen.     Bezeichnen  dann 

(1).  1   ,   S^  ,   So  ,   .  .  .   ,   Sm—l 

die  Substitutionen  von  JT,  so  erhält  man  G,  wenn  man  die  Sub- 
stitutionen (1)  zur  Rechten,  oder  zur  Linken  mit  dem  aus  den 
Potenzen  von  T  gebildeten  conjugirten  Systeme 

(2).  1  ,  r ,  t'  ,  .  .  .  ,  r"-' 

multiplicirt.     Zwei  der  so   erhaltenen  Produkte  sind  in  der  That 

verschieden  und  Substitutionen  von  G. 

Man  kann  jetzt  die  Indices  0  ,  1,2,...  der  Buchstaben  x 
in  der  Weise  vertheilen,  dass 


ist.     Bezeichnet  dann 


irgend  eine  Substitution  von  G,  so  gehört  die  T  ähnliche  Sub- 
stitution UTU~^  dem  Systeme  G  an;  sie  ist  ferner  cyclisch  und 
fällt  nach  dem  Vorhergehenden  mit  einer  der  Potenzen  von  T 
zusammen.     Man  hat  also 

UTU~^  =  T"  oder  VT  =  T'U, 
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wo  a  ein  passend  gewählter  Exponent  ist.  Diese  Gleichung  drückt 
aus,  dass 

F{z-\-\)  =  F[z)-^  a 

ist.     Wird  hierin  z  der  Reihe  nach  durch 

Z+1   ,2  +  2...,   2  +  Z 

ersetzt,  so  folgt 

F  [z -\-  Z)  =  F  [z] -\-  aZ. 
Macht  man  endlich  z  =  0  ,  -F  (0)  =  & ,  so  erhält  man 

F  {Z)  =  aZ  -\-b; 
danach   enthält   das  System  G   nur  Substitutionen  von  der  Form 
az  -\-  h\  die  vorgelegte  Gleichung  ist  folglich  (Lehrsatz  II)  lösbar. 

581.  Die  im  Vorhergehenden  dargelegte  Theorie  liefert  einen 
neuen  Beweis  der  Unmöglichkeit,  die  allgemeinen  Gleichungen 
über  den  vierten  Grad  hinaus  algebraisch  zu  lösen.  Im  Falle  der 
allgemeinen  Gleichung  fünften  Grades  ist  nämlich  die  Bedingung 
des  Lehrsatzes  IV  nicht  erfüllt,  die  Gleichung  folglich  nicht  lösbar. 
Die  Unmöglichkeit,  die  allgemeine  Gleichung  fünften  Grades  zu 
lösen,  zieht  dieselbe  Unmöghchkeit  hinsichtlich  der  allgemeinen 
Gleichungen  höherer  Grade  nach  sich. 

Untersuchungen  von  Hermite. 

582.  Es  dürfte  von  Nutzen  sein,  eine  mir  von  Hermite 
mitgetheilte  Untersuchung  hier  vorzuführen,  deren  Zweck  ist,  den 
folgenden  Satz  von  Galois  zu  beweisen: 

Wenn  zwei  beliebige  Wurzeln  einer  algebraisch 
lösbaren  irreductibelen  Gleichung,  deren  Grad  eine 
Primzahl  ist,  gegeben  sind,  so  lassen  sich  die  übri- 
gen daraus  rational  herleiten. 

Hilfssatz  I.  —  Es  seien 

F[x)  =  0 
eine  irreductihele  Gleichung  beliebigen  Grades  ??,  und 

die  n  Wurzeln  dieser  Gleichung.  Wenn  alle  Functio- 
nen der  Wurzeln,  welche  durch  die  Substitutionen 
von  der  Form 
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(die  Indices  werden,  wie  bei  Galois,  in  Beziehung  auf  den  Modul 
n  genommen)  keine  Aenderung  erleiden,  in  rationaler 
Form  bekannt  sind,  so  kann  man  eine  ganze  Function 
(p  {x)  vom  Grade  w  —  1  rational  bestimmen,  fär  welche 
man 

x^  =  (p (a^o) ,  x^  =  cp [x^] ,  Xk^x  =  (p[ock),  .  .  . ,  Xq  =  cp (a:,,_i) 

hat. 

Es  ist  nämlich 

F  {x)  =  {x — Xq)  {x — x^)  . .  .  [x — x„—i) , 
und  wenn  man 

Cp  (^)   =      -^(^)       .         /^l  I         -^(^)       .  ^2  4_     .    .    . 

^  ^   ^  X  —  Xq       F'  (xq)   ~^  X  —  xi       F'  {Xi)     ' 

,         F  (x)  Xo 

-r  - 


setzt,  so  ist  ip  {x)  offenbar  eine  ganze  Function  {n  —  1)'''"  Grades 
in  X,  deren  Coefficienten  Functionen  der  Wurzeln  sind,  welche 
durch  die  Substitutionen  von  der  Form  x^  ,  sCf^,^  keine  Aende- 
rung erleiden.     Man  sieht  auch  sofort,  dass 

(p  (a;^)  =  x^  ,  (p  [xx)  ==  0^2  >  •  •  • 
ist,  w.  z.  b,  w. 

583.  Hilfssatz  E.  —  Esbezeichne  die  Primzahl  «den 
Grad  einer  irreductibelen  Gleichung  und  q  eine  pri- 
mitive Wurzel  von  n.  Rennt  man  dann  in  rationaler 
Form  alle  Functionen  der  Wurzeln  dieser  Gleichung, 
welche  durch  die  Substitutionen  von  den  Formen 
^k'  ^Ä+i  ^"^  ^k  '  ^Q^  keine  Aenderung  erleiden,  so  lässt 
sich  eine  ganze  Function  (?i  —  1)*^«  Grades  (p[x)  ratio- 
nal bestimmen,  für  welche  man 

[x^-\-lx^         +^2^;^.         -| \-r-^x^n-^Y-^        =(p{xq)  , 

(iTj  +  ^^^+l       -\-l'^Xfj''-j^x       -j \-l"~^X^n-2j^-^''-'^      =95(^1)   . 

[Xu  +  Xx^  +  n~l-\-  ^^'^Q^+n-l  +  -  +  ^"~^^p«-2+„:^i);'~^  =  9  {^„_^ 

hat;  darin  werden  die  Indices  immer  in  Beziehung 
auf  den  Modul  n  genommen,  und  es  bezeichnet  k  eine 
Wurzel  der  binomischen  Gleichung  A"~^  =  l. 

Dies  zu  beweisen,  werden  wir  darthun,  dass  das  System  der 
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linearen  Gleichungen,  die  zwischen  den  unbestimmten  Coefficien- 

ten  der  Function  cp  aufgestellt  sind,  sich  nicht  ändert,  wenn  man 

irgend   eine  Wurzel  x^.  durch   x,^.^,  und  ebenso,   wenn  man  x^ 

durch  X  k  ersetzt. 
Q 
Der  erste  Punkt  ist  ohne  Weiteres  einleuchtend ;    denn  jede 

Gleichung    geht    aus    der    vorhergehenden  dadurch   hervor,   dass 

man  den  Indices  der  Wurzeln  eine  Einheit  hinzufügt,  und  durch 

dasselbe  Verfahren    geht    die    erste    Gleichung    aus    der    letzten 

hervor. 

Der  zweite  Punkt  lässt  sich  gleichfalls  sehr  leicht  hinsichtlich 

der  Gleichung 

{x^  -{-  Ix^  -{-  X'^Xf.i  +  ••  •  +  l"~^  x^„-2)"~'^  =  cp  {x^)) 
bewahrheiten.     Die  {n  —  1)'«  Potenz  der  linearen  Function 

X^   -\-  Ix^  -\-  Px^i  +   •••  +  r~^^ß«-2 

bleibt  nämlich  unverändert,  wenn  man  diese  Function  mit  X  mul- 
liphcirt.  Dies  läuft  darauf  hinaus,  die  Indices  der  Wurzeln  mit  q 
zu  multipliciren,  wodurch  das  zweite  Glied  cp  {x^}  gleichfalls  nicht 
verändert  wird.  Anders  verhalten  sich  dagegen  die  übrigen  Glei- 
chungen des  Systems.     In  irgend  einer  derselben 

{Xi+a   +    Xx^+a    +   ^^^Q''+a    +   •••    +  X"~^  ^  ^n-2  ^  J"~^  =  (f  (Xa) 

machen  wir  a  ^  ^'"  {mod.  n);  es  ist  dies  möglich,  weil  a  nicht 
mehr  den  Werth  Null  annimmt.     Man  erhält  dadurch 


und  wenn  die  Indices  mit  q  multiplicirt  werden, 

(  +  X        X^n-lj^^+l)  =  (p  [X^fi+l)' 

Nun  ändert  sich  die  {n  —  1)*^  Potenz  der  linearen  Function 

nicht,    wenn    man  sie  mit  X  multipHcirt.     Man  kann   daher  statt 
der  Gleichung  (2)  die  folgende  schreiben: 

(X^n-l^^+l   +  ^X^^^+l  +  X'^X^,_^^+i  +   •  •  • 

Beachtet  man  aber,  dass  q"—^^  1  {mod.  n)  ist,  so  erkennt  man, 
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dass  die  letzte  Gleichung  aus  (1)  entsteht,  wenn  man  (ninf*-]-! 
verwandelt. 

Daraus  geht  hervor,  dass  die  Substitution  xk  ,  x  k  unsere 
Gleichungen  nur  cyclisch  permutirt,  wenn  die  Reihenfolge  der- 
selben die  im  Lehrsatze  angegebene  ist.  Löst  man  diese  Glei- 
chungen in  Beziehung  auf  die  Coefficienten  von  (p  auf,  so  gelangt 
man  zu  rationalen  Functionen  der  Wurzeln,  welche  durch  die 
Substitutionen  x,^  ,  Xf^_^^  und  x,.  ,  x  u  keine  Aenderung  erleiden. 
Diese  Coefficienten  lassen  sich  also,  wie  wir  behauptet  hatten, 
rational  ausdrücken.  Unser  Hilfssatz  ist  somit  bewiesen;  es  crgiebt 
sich  daraus  der  folgende  Salz: 

584.  Hilfssatz  HL  —  Wenn  eine  Gleichung,  deren 
Grad  n  eine  Primzahl  ist,  algebraisch  gelöst  werden 
kann,  so  gehört  die  durch  Unterdrückung  eines  linea- 
ren Factors  daraus  gebildete  Gleichung  (n  — 1)**"'  Gra- 
des zur  Klasse  der  Abel'schen  Gleichungen. 

In  der  That  ist  hinsichtlich  der  Gleichung  [n  —  1)^""  Grades, 
welche  durch  die  Unterdrückung  des  Factors  x  —  Xa  entsteht, 
und  deren  Wurzeln  durch 

Xl'^a    >    ^p+a    >    Xq'-^cc    ,    .  .  .    ,    X  n     2  i  ^^ 

dargestellt  werden,  die  resolvirende  Function 

in  rationaler  Form  bekannt. 

585.  Die  drei  vorstehenden  Hilfssätze  setzen  uns  in  den 
Stand,  den  Lehrsatz,  den  wir  im  Auge  haben,  sehr  leicht  zu 
beweisen.     Wir  machen  für  einen  Augenblick 

Da  wir  (Hilfssatz  HI)  den  Ausdruck 

als  rationale  Function  von  Xa  kennen,  so  dürfen  wir  auch  jede 
rationale  Function  der  Wurzeln  X^  als  bekannt  ansehen,  welche 
durch  die  Substitutionen  von  der  Form  X^  ,  ^/w-i  ^^^^^  Aende- 
rung erleidet.  Dies  versetzt  uns  in  die  Bedingungen  des  Hilfs- 
satzes L  Wir  können  also  eine  Function  (p  von  der  Beschaffen- 
heit bilden,  dass  allgemein 
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ist.  Ausserdem  lassen  sich  die  Coefficienten  dieser  Function  ratio- 
nal durch  die  bekannten  Grössen  und  die  Wurzel  a?«  ausdrücken; 
es  ist  also 

^k+i  =  9'  i^k  '  ^«)  '  oder  x^k+i^„  =  (p  {^^k+„  >  «:«). 
Man  kann  nun  q'' ^  ß  nehmen,  wo  ß  irgend  eine  von  Null  ver- 
schiedene ganze  Zahl  ist;  dann  folgt 

Diese  Gleichung  drückt  genau  die  Relation  aus,  die  v^ir  zu  bewei- 
sen hatten.  Sie  zeigt  sehr  leicht,  wie  alle  Wurzeln  nach  und  nach 
durch  zwei  beliebige  Wurzeln  a:«  und  Xa-\.ß  ausgedrückt  werden, 
und  lässt  unmittelbar  erkennen,  in  welcher  Reihenfolge  die  einen 
aus  den  anderen  hervorgehen. 

586.  Umgekehrt  lässt  sich  leicht  darthun,  dass  die  Glei- 
chung algebraisch  gelöst  werden  kann,  wenn  die  vorhergehende 
Relation  zwischen  drei  Wurzeln  a«  ,  x^+ß  ,  iTa+p^  besteht. 

Zu  diesem  Zwecke  sei  O'  eine  Wurzel  der  Isinoraischen  Glei- 
chung .t"  =  1  und 

F  (^)  =  (^0  +  -^^'i  +  ^""x^  -I h  '^""'^«-i)" 

die  resolvirende  Function  von  Lagrange.  Diese  Function  hat 
die  characteristische  Eigenschaft,  keine  Aenderung  zu  erleiden, 
wenn  man  den  Indices  der  Wurzeln  eine  beliebige  ganze  Zahl  « 
hinzufügt.     Man  kann  daher 

F  (^)  =  [X^  +  ^  Xa+V  -V  ^"^  Xa^-,  ^ h  ^""Va+n-i)" 

schreiben.  Dies  vorausgesetzt,  sei  ß  eine  zweite  willkürliche  ganze 
Zahl,  die  jedoch  von  Null  verschieden  ist,  und  es  werde  ß^  so  ge- 
wählt,  dass  man 

ßß^  =  1  [mod.  n) 

hat.     Dann  ergiebt  sich  unmittelbar 

F  {&!''')  =  [Xa  +  &X„+ß  +  &''x„+2ß  H h  '»""V«+(„_i,^)", 

und  es  ist  klar,  dass  man  durch  eine  Reihe  von  Substitutionen 
mittels  der  Relation 

Xqß^a   =    <P  [Xß+ic  ,  Xa) 

das  zweite  Glied  in  eine  rationale  Function  11  der  beiden  Wur-. 
zeln  Xa,Xa+ß  verwandeln  kann,  so  dass  für  einen  beliebigen  Werth 
des  willkürlichen  Index  a 

F  {e^")   =   Tl[Xa,  X„+ß) 

ist. 

Serret,  Alg-ebra.   II.  34 
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Ist   nun   wieder  l   eine  Wurzel   der  binomischen  Gleichung 
x^'~^  =  1,  so  behält  die  Function 

[TI  [Xa  ,  Xa+ß)  -\-  in  [Xa  ,  ^a+(yß) 

-\-  l'^  n[Xa  ,  ^a+^^/j)  +  •  •  •  +  A""^iT  {Xa  ,  ^^«+^"-2/?)  ]"~^ 

denselben  Werlh,  wenn  man  qß  an  die  Stelle  von  ß  setzt,  d.  h. 
sie  ist  von  dem  ß  ertheilten  Werthe  unabhängig.  Ausserdem  ist 
jeder  ihrer  Terme  von  a  unabhängig.  Wird  diese  Function  also 
mittels  der  Relation 

Xa+Qß   =    (p  {oCa+ß  ,   Xa) 

in  eine  rationale  Function  der  beiden  Wurzeln  Xa  ,  Xa+ß  trans- 
formirt,  so  muss  sie  sich  auf  eine  bekannte  Grösse  reduciren. 
Wenn  nämlich  eine  Function 

u  =  '^  [xa+ß  ,  ar„) 
für  alle  Werthe  der  Indices  a  ,  ß,  von  denen  der  letzte  von  Null 
verschieden  ist,  denselben  Werth  behält,  so  kann  man 

a=n—X  ß=n—l  » 

n  {n—  1)  U=   ^       ^      1p  [Xa+ß  >■  ^a) 
0=0        ß=l 

schreiben,  und  das  zweite  Glied  dieser  Relation  ist  eine  symme- 
trische Function  aller  Wurzeln  x^  ,  x^  ,  .  .  .  ,  x,i-i. 
Daraus  ergiebt  sich,  dass  die  n  —  1  Grössen 

n  {Xa  ,  Xa+ß)    ,    n  [Xa  ,  Xa+Qß)    ,    .  .  .    ,    TL  [Xa  ,  Xu+q^-^ß) 

als  die  Wurzeln  einer  durch  die  Ausziehung  einer  einzigen  Wur- 
zel [n  —  l)*''"  Grades  auflösbaren  Abel 'sehen  Gleichung  ange- 
sehen werden  können.  Hat  man  diese  Grössen  einmal  bestimmt, 
so  kennt  man  die  n}"  Potenz  der  resolvirenden  Function  F  (-&/*") 
für  alle  Werthe  von  ß,  den  Werth  j3  =  0  ausgenommen.  Durch 
Ausziehung  von  n  —  1  Wurzeln  w*^"  Grades  erhalten  wir  also 
diese  verschiedenen  resolvirenden  Functionen,  und  folglich  die 
Wurzeln  selbst.  Ausserdem  weiss  man  nach  einer  Remerkung 
von  Abel,  dass  man  diese  n — 1  Wurzeln  durch  rationale  Func- 
tionen einer  derselben  und  der  Grössen,  auf  die  sie  sich  bezie- 
hen, ausdrücken  kann;  die  letzteren  Grössen  sind,  wie  schon 
gesagt,  die  Wurzeln  einer  Abel' sehen  Gleichung. 

Untersuchungen  von  Kroneeker. 

587.     Zum   Schluss  dieses   Werkes   wollen  wir   eine  Arbeit 
von    Kro  necker    wörtlich    folgen    lassen,    welche    Lejeune- 


Ueber  die  algebraisch  auflösbaren  Gleichungen.  531 

Dirichlet  der  Berliner  Akademie  der  Wissenschaften  am  20.  Juni 
1853  vorlegte. 

„Die  bisherigen  Untej-suchungen  über  die  Auflösbarkeit  von 
Gleichungen,  deren  Grad  eine  Primzahl  ist  —  namentlich  die 
Abel'schen  und  Galois' sehen,  welche  die  Grundlage  aller  wei- 
teren Forschungen  in  diesem  Gebiete  bilden  —  haben  im  Wesent- 
lichen als  Resultat  zwei  Kriterien  ergeben,  vermittelst  deren  oian 
beurtheilen  könnte,  ob  eine  gegebene  Gleichung  auflösbar  sei 
oder  nicht.  Indessen  gaben  diese  Kriterien  über  die  Natur  der 
auflösbaren  Gleichungen  selbst  eigentlich  nicht  das  geringste 
Licht.  Ja  man  konnte  eigentlich  gar  nicht  wissen,  ob  (ausser 
den  von  Abel  im  IV'®"  Bande  des  Cr  eile 'sehen  Journals  behan- 
delten und  den  einfachsten  mit  den  binomischen  Gleichungen  zu- 
sammenhängenden) überhaupt  noch  irgend  welche  Gleichungen 
existiren,  welche  die  gegebenen  Auflösbarkeits- Bedingungen  erfül- 
len. Noch  weniger  konnte  man  solche  Gleichungen  bilden,  und 
man  ist  auch  durch  sonstige  mathematische  Untersuchungen  nir- 
gends auf  solche  Gleichungen  geführt  worden.  Dazu  kommt  noch, 
dass  jene  beiden  erwähnten  und  wohl  allgemein  bekannten,  von 
Abel  und  Galois  gegebenen  Eigenschaften  der  auflösbaren  Glei- 
chungen zufälliger  Weise  solche  waren,  die  die  wahre  Natur  die- 
ser Gleichungen  eher  zu  verdecken,  als  aufzuklären  geeignet  sein 
dürften,  wie  ich  das  namentlich  von  dem  einen  jener  beiden 
Kriterien  späterhin  zeigen  werde.  Und  so  blieben  die  auflösbaren 
Gleichungen  selbst  in  einem  gewissen  Dunkel,  welches  nur  durch 
die  übrigens,  wie  es  scheint,  wenig  beachtete  und  ganz  specielle 
Notiz  Abel's  über  die  Wurzeln  ganzzahliger  Gleichungen  fünften 
Grades  ein  wenig  erhellt  wurde,  und  welches  nur  durch  die  Auf- 
lösung des  Problems:  „Alle  auflösbaren  Gleichungen  zu 
finden"  vollständig  aufgeklärt  werden  konnte.  Denn  alsdann 
hat  man  nicht  blos  unendlich  viele  neue  auflösbare  Gleichungen, 
sondern  eben  alle  möglichen  gewissermassen  vor  Augen  und 
kann  an  der  entwickelten  Form  ihrer  Wurzeln  alle  ihre  Eigen- 
schaften auffinden  und  erweisen. 

„Diesen  wenigen  Bemerkungen  über  den  Zielpunkt  meiner 
Untersuchungen  und  den  wesentlichen  Inhalt  der  vorliegenden 
Notizen  habe  ich  nur  hinzuzufügen,  dass  das  eben  erwähnte 
Problem,  welches  ich  mir  von  vornherein  gestellt  hatte,  freilich 
noch  gänzlich   umzuformen   war,    um  es  für  eine  Untersuchung 

34* 
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geeignet  zu  machen.  Die  genaue  Formulirung  des  Problems 
selbst  ist  aber  hier  von  so  grosser  Wichtigkeit,  dass  ich  in  den 
folgenden  Mittheiliingen  gerade  in  dieser  Hinsicht  etwas  weit- 
läufiger sein  muss,  um  nicht  durch  die  Kürze  der  Klarheit  Ab- 
bruch zu  thun. 

„Abel  hat  in  seiner  fragmentarischen  Abhandlung  über  die 
algebraische  Auflösung  der  Gleichungen  (No.  XV  des  II.  Bandes 
der  gesammelten  AVerke)  unter  anderen  Problemen  wörtlich  fol- 
gendes aufgestellt:  „Den  allgemeinsten  algebraischen 
Ausdruck  zu  finden,  welcher  einer  Gleichung  von 
einem  gegebenen  Grade  genügen  könne."  Fügt  man 
diesem  Problem  Dasjenige  hinzu,  welches  erforderlich  ist,  um 
es  zu  einem  bestimmten  zu  machen,  so  enthält  es  in  der  That 
alle  Probleme  in  sich,  die  man  in  Bezug  auf  die  Auflösbarkeit 
der  Gleichungen  stellen  kann,  und  ist  namentlich  die  wichtigste 
Verallgemeinerung  des  (als  in  gewissem  Sinne  zu  speciellen)  un- 
lösbaren Problems:  „Die  Wurzel  einer  Gleichung  irgend 
eines  Grades  als  algebraische  Function  ihrer  Coef- 
ficienten  auszudrücken,"  Es  ist  nun  aber,  wie  gesagt,  bei 
obigem  Probleme  noch  erforderlich,  den  Zusammenhang  zwischen 
dem  gesuchten  algebraischen  Ausdrucke  und  den  Coefficienten  der 
Gleichung  zu  bestimmen;  deshalb  ist  die  Aufgabe  vielmehr  dahin 
zu  stellen: 

„Die  allgemeinste  algebraische  Function  irgend 
w  elcher  Grössen  A,  B,  C,  \\.&.vi.  zu  finden,  welche  einer 
Gleichung  von  einem  gegebenen  Grade  genügt,  deren 
Coefficienten  rationale  Functionen  jener  Grössen 
sind. 

„Es  ist  hierbei  zu  bemerken,  dass  man  die  Irreductibilität 
der  Gleichung  in  Bezug  auf  A,  B,  C  u.  s.  w.  vorauszusetzen  hat; 
d.  h.  die  Gleichung  soll  (so  lange  man  für  A,  B,  C,  u.  s.  w.  nicht 
irgend  welche  specielle  Werthe  substituirt)  nicht  in  Factoren  nie- 
deren Grades  zerlegt  werden  können,  deren  Coefficienten  wie- 
derum rationale  Functionen  von  A,  B,  C,  u.  s.  w.  sind.  Das  obige 
Problem  kann  danach  auch  folgendermassen  ausgedrückt  werden: 

„Für  eine  gegebene  Zahl  n  die  allgemeinste  alge- 
braische Function  von  J^  ^>  C*,  u.  s.  w.  zu  finden,  welche 
durch  die  Variirung  der  darin  enthaltenen  AVurzel- 
zeichen  verschiedene  Ausdrücke  ergiebt,  unter  denen 
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n  so  beschaffen  sind,  dass  ihre  symmetrischen  Func- 
tionen sämmtlich  rationale  Functionen  jener  Grössen 
Ä,  B,  C,  u.  s.  w.  sind. 

„Für  den  Fall  nun,  dass  der  gegebene  Grad  der  Gleichung 
resp.,  nach  der  zweiten  Ausdrucksweise,  die  Anzahl  der  Werlhe 
eine  Primzahl  ist,  hat  Abel  die  Untersuchung  in  der  angeführ- 
ten Abhandlung  im  Wesentlichen  so  weil  geführt,  dass  er  die 
folgenden  beiden  Formen  angab,  welche  die  gesuchten  algebrai- 
schen Functionen  haben  müssen : 

i_  —  /u  — 1 

(1).       Po  +  ^'^  +  A  (^)  •  f'^H-  — h  r,-^  (*)  •  ^  '^ 

(pag.  204  des  II.  Bandes  der  gesammelten  Werke) ,  wo  unter  der 
Primzahl  (i  der  gegebene  Grad  der  Gleichung,  unter  p^  eine 
rationale  Function,  unter  s  eine  algebraische  Function  von  A,  B,  C, 
u.  s.  w.  und  unter  f^.  {s)  eine  rationale  Function  von  s  und  von 
J,  B,  C,  u.  s.  w.  zu  verstehen  ist.  —  Die  zweite  Form  findet  sich 
pag.  190  desselben  Bandes  und  Werkes  und  ist: 
J_  iL  i." 

(2).       .  />o  +  ä/'+  Ro/'h h  V-i ' 

wo  />,)  eine  rationale  Function  von  A,  B,  C,  u.  s.  \v.  ist,  und 
ß,  ,  i?.,  ,  .  .  .  Wurzeln  einer  Gleichung  {(i  —  1)^*'"  Grades  bedeu- 
ten, deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  A,  B,  C,  u.  s.  w. 
sind.  —  Für  diese  beiden  Formen  bat  Malmsten  einen  aus- 
führlichen Beweis  im  34.  Bande  des  Grelle 'sehen  Journals  gege- 
ben, der  jedoch,  wie  ich  glaube,  einige  Vervollständigungen  noch 
wünschenswerth  erscheinen  lässt. 

„Jene  beiden  Formen  muss  nun  zwar  nothwendig  jede  alge- 
braische Function  haben,  wenn  sie  dem  Probleme  Genüge  lei- 
sten soll;  aber  die  Formen  sind  noch  zu  allgemein,  d.  h.  sie 
schliessen  noch  solche  algebraische  Functionen  in  sich,  die  dem 
Probleme  nicht  Genüge  leisten.  Ich  habe  deshalb  jene  beiden 
Formen  näher  untersucht  und  zuvörderst  gefunden,  dass  diejeni- 
gen in  der  Form  (2)  enthaltenen  algebraischen  Functionen,  welche 
dem  Probleme  genügen,  die  Eigenschaft  haben  müssen,  dass 
nicht  nur  (wie  Abel  bemerkt  hat)  die  symmetrischen  Functionen 
der  Grössen  iJj  ,  i?2  >  •  •  •  »  sondern  auch  —  wenn  man  diese  in 
einer  gewissen  Ordnung  nimmt  —  die   cyclischcn  Functionen*) 


*)  Unter  einer  cyclischen  Function  von  a^i ,  a^g  ,  .  • . ,  x^  versteht 
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derselben  rationale  Functionen  der  A,  B ,  C,  u.  s.  vv.  sein  müssen, 
d..  li.  dass  die  Gleichung  (ft —  i)ten  Grades,  deren  Wur- 
zeln die  Grössen  R^  ,  R.2  ,...  sind,  eine  Abel'sclie  ist. 
Ich  verstehe  hier  unter  Abel'schen  Gleichungen  immer  jene 
besondere  Klasse  auflösbarer  Gleichungen,  welche  Abel  in  dem 
memoire  XI  des  ersten  Bandes  der  gesammelten  Werke  behandelt 
hat,  und  welche  (wenn  man  annimmt,  dass  ihre  Coefficienlen 
rationale  Functionen  von  A,  B,  C,  u.  s.  w.  und  ihre  Wurzeln  nach 
einer  bestimmten  Ordnung  genommen  x^  ,  x^  ,  -  ■  •  ,  Xn  sind)  eben- 
sowohL dadurch  definirt  werden  können,  dass  die  cyclischen  Func- 
tionen der  Wurzeln  rationale  Functionen  von  A,  B,  C,  u.  s.  w. 
sind,  als  dadurch,    dass  die  Gleichungen 

x\  =  ^  (xj),  x^  =  &  [x^) ,  ...  ,x^  =  &  {x^_^  ,x^  =  Q'  {x^) 

statt  haben,  wo '9'(a;)  eine  ganze  rationale  Function  von  a;  bedeu- 
tet, deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  A,  B,  C,  u.  s.w. 
sind.  Auf  diese  besondere  Klasse  von  Gleichungen,  die  übrigens 
von  dem  grössten  Interesse  für  die  Analysis  und  Zablentheorie 
und,  wie  man  hier  sieht,  auch  für  die  Algebra  selbst  ist,  werde 
ich  unten  noch  zurückkommen. 

„Eine  weitere  Untersuchung  der  obigen  Formen  (1)  und  (2) 
ergiebt  aber  noch    folgende   nähere   Bestimmung   für    diejenigen 
Grössen  R,  welche  die  Form  (2)   zu  einer   dem  Probleme  genü- 
genden machen.     Es  muss  nämlich 
(3).  R,  =  F  (rj^  .  r/-i  .  r^-^  .  r^",^  .  .  .  r,^^_, 

sein,  wo  r^, ,  r^,  ^  ,  .  .  .  die  f*  —  1  Wurzeln  irgend  einer  Abel'- 
schen Gleichung  (ft  —  1.)'""  Grades  sind,  d.  h.  wo  sowohl  die  sym- 
metrischen als  die  cyclischen  Functionen  der  Grössen  r  (die  An- 
ordnung derselben  nach  den  Indices  genommen)  rationale  Func- 
tionen von  A,  B,  C,  U.S.W,  sind;  wo  ferner  F  [r)  irgend  eine 
rationale  Function  von  r  und  von  A,  B,  C,  u.  s.  w.,  und  wo  end- 
lich y„,  den  kleinsten  positiven  Rest'von  g"*  mod.  fi  bedeutet,  wenn 
g  eine  primitive  Wurzel  von  (i  ist.  Substituirt  man  diesen  Aus- 
druck von  R,.  in  (2) ,  so  erhält  man  eine  Form,  welche  nicht  nur 
jeder  dem  Probleme  genügende  Ausdruck  haben  muss,  sondern 
welche  auch  (und  das  ist  die  Hauptsache)  nur  solche  Ausdrücke 


man  den  Ausdruck  {xi  -\-  axz  -\-  a^x^  -}-■■  +  cC—^xn)",  in  welchem  cc 
eine  Wurzel  von  a"  =  1  ist. 


Ueber  die  algebraisch  auflösbaren  Gleichungen.  535 

enthält,  die  dem  Probleme  genügen;  d.  h.  die  so  entstandene 
Form  erfüllt  als  Wurzel  identisch  eine  Gleichung  ft*«"  Grades, 
deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  A,  B,  C,  u.  s.  w.  sind. 
Die  übrigen  Wurzeln  werden  durch  Aenderung  des  nt*""»  Wurzel- 
zeichens in  (2)  erhalten,  und  zwar  in  der  Weise,  dass  die  m'" 
Wurzel  z,„  durch  folgende  Gleichung  bestimmt  wird: 

JL                 Jl                 Jl  J_ 

(4).     z„  =p^  +  CO'"  .  i?i '  +  coi"" .  R,  V  oj^-«  .R.^-\ f-  aff^'-^"'.  i?^,'li. 

wo  für  die  Grössen  R  die  Ausdrücke  aus  (3)  zu  nelimen  sind 
und  CO  eine  imaginäre  fi^"  Wurzel  der  Einheit  bedeutet. 

„Hieraus  geht  zuvörderst  hervor,  dass,  während  die  symme- 
trischen Functionen  der  Grössen  z  eben  rationale  Functionen  von 
A,  B,  C,  u.  s.  w,  sind,  die  cyclischen  Functionen  derselben  (wenn 
man  die  Ordnung  nach  den  Indices  nimmt)  rationale  Functionen 
von  A,  B,  C,  \x.  s.  w.  und  von  r^  ,  r^  ,  .  .  .  und  von  co  sind.  Da 
aber  die  Grössen  r  selbst  Wurzeln  einer  Abel' sehen  Gleichung 
und  also  r,  ,  rg  ,  . . ,  rationale  Functionen  von  r^  und  A,  B,  C, 
U.S.W,  sind,  so  heisst  dies  nichts  Anderes,  als:  Jede  auflös- 
bare Gleichung  von  einem  Primzahlgrade  {i  ist  eine 
Abel'sche,  wenn-  man  eine  Grösse  q^  als  bekannt  an- 
nimmt, welche  selbst  Wurzel  einer  Abel'schen  Glei- 
chung (ft— 1)*^"  Grades  ist;  oder  auch:  Die  ^  Wurzeln 
einer  auflösbaren  Gleichung  sind  immer  dergestalt 
unter  einander  verbunden,  dass 

wo/'(z,^j)  eine  rationale  Function  von  z,  von  q^  und 
von  A^  B,  C,  u.  s.  w.  bedeutet,  und  Qi  die  Wurzel  einer 
Abel'schen  Gleichung  ist,  deren  Coefficienten 
rationale  Functionen  von  A,  B,  C,  u.  s.  w.  sind*). 
Diese  Relation  zwischen  den  Wurzeln  einer  jeden  auflösbaren 
Gleichung   ist  übrigens  die  wahre   Quelle  jener  vpii  Abel    und 


*)  Es  sind  hier  einige  von  Kronecker  selbst  angegebene  Berichti- 
gungen gemacht.  Die  durch  pj  dargestellte  Grösse  ist  in  den  Jahresbe- 
richten der  Berliner  Akademie  mit  rj  bezeichnet.  Diese  neue  Wurzel  p, 
steht  zwar  in  einem  sehr  einfachen  Zusammenhange  mit  r, ;  beide  Grös- 
sen sind  jedoch  von  einander  verschieden. 
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Galois  als  charakteristisches  Merkmal  der  Wurzeln  auflösbarer 
Gleichungen  von  Primzahlgraden  angegebenen  Eigenschaft,  dass 
eine  Wurzel  rationale  Function  zweier  anderen  sein 
müsse.  Im  üebrigen  hebe  ich  unter  vielen  interessanten  Folge- 
rungen, die  man  aus  den  gegebenen  Resultaten  ziehen  kann,  nur 
noch  die  eine  hervor,  dass,  da  r^  als  Wurzel  einer  Abel 'sehen 
Gleichung  (ji*  —  1)*^"  Grades  nur  solche  Wurzelzeichen  als  noth- 
wendige  enthalten  kann,  deren  Exponenten  Theiler  von  ju.  —  1 
sind,  auch  nur  eben  solche  Wurzelzeichen  und  {i^°  Wurzel- 
zeichen selbst  in  der  Wurzel  jeder  auflösbaren  Gleichung  als 
nothvvcndige  vorkommen.  Abel  hat  die  betreffende  Bemerkung 
(soweit  mir  bekannt  ist)  nur  für  fi=  5  gemacht  und  für  diesen 
Fall  auch  die  allgemeinste  Wurzelform  einer  auflösbaren  Gleichung 
gegeben  (Band  II,  p.  253  der  gesammelten  Werke).  Erbat  aber 
dabei  —  was  wohl  zu  bemerken  ist  —  die  Beschränkung  hinzu- 
gefügt, dass  die  Coefficienten  der  Gleichung  rationale  Zahlen  sein 
sollen. 

,,Das  Hauptproblem  ist  nun  durch  die  Gleichung  (3)  darauf 
zurückgeführt,  dass  man  die  allgemeinste  Form  einer  Grösse, 
oder,  besser  gesagt,  eines  Ausdrucks  r^  zu  suchen  hat.  Dieses 
zweite  Problem  stellt  sich  daher  nach  den  oben  über  r^  ,  r.^  ,  .. . 
gemachten  Bestimmungen  also: 

„Für  eine  bestimmte  Zahl  w  die  allgemeinste  Form 
einer  algebraischen  Function  von  J,  5,"  C,  u.  s.  w.  zu 
finden,  welche  durch  die  Variirung  der  darin  enthal- 
tenen Wurzelzeichen  verschiedene  Ausdrücke  ergiebt, 
unter  denen  n  so  beschaffen  sind,  dass  deren  symme- 
trische und  cyclische  Functionen  (wenn  man  eine 
bestimmte  Ordnung  fixirt)  rationale  Functionen  von 
A,  B,  C,  u.  s.  w.  sind. 

„Und  so  bedeutet  dieses  zweite  Problem,  so  zu  sagen,  roh 
ausgedrückt,  nichts  anderes  als  alle  Abel 'sehen  Gleichun- 
gen zu  finden,  ebenso  wie  das  Hauptproblem  gewissermassen 
alle  auflösbaren  Gleichungen  finden  hiess. 

„In  Beziehung  auf  dieses  zweite  Problem  wird  man  nun 
ebenfalls  wieder  auf  eine  Untei*scheidung  geführt,  je  nachdem  w 
Primzahl,  l*rimzahlpotenz  oder  allgemein  zusammengesetzte  ZaJil 
ist;  und  zwar  wird  das  Problem   für   ein   allgömeines  n  dadurch 
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erledigt,  dass  man  dasselbe  nur  für  alle  diejenigen  Fälle  zu  lösen 
hat,  wo  der  Grad  der  Abel' sehen  Gleichung  eine  der  in  n  ent- 
haltenen Primzahlpotenzen  ist.  In  diesen  Fällen  aber  bietet  das 
Problem,  mit  Ausnahme  einiger  blossen  Complicationen,  auch 
keine  grössere  Schwierigkeit  dar,  als  wenn  n  eine  Primzahl  selbst 
ist.  Nur  in  dem  anscheinend  einfachsten  Falle,  wo  n  die  dritte 
oder  eine  höhere  Potenz  von  2  ist,  reicht  die  Methode,  die  ich 
in  allen  anderen  Fällen  mit  Erfolg  angewendet  habe,  zur  voll- 
ständigen Lösung  des  Problems  nicht  aus,  und  ich  habe  die  als- 
dann erforderliche  Modification  derselben  noch  nicht  ergründet. 
Da  nun  die  vollständige  Lösung  des  Hauptproblems  für  eine  Prim- 
zahl (i  die  Lösung  des  zweiten  Problems  für  n  =  ft  —  1  erfor- 
dert, so  würde  ich  immerhin  für  jetzt  das  vollständige  Resultat 
nur  für  diejenigen  Primzahlen  fi,  welche  nicht  von  der  Form 
8  Ä  -|-  1  sind,  angeben  können.  Es  dürfte  aber  ohnehin  für  den 
Zweck  dieser  vorläufigen  Mittheilung  genügen,  wenn  ich  zur 
leichteren  Uebersicht  der  Sache  hier  nur  denjenigen  Fall  des 
zweiten  Problems  erörtere,  wo  n  eine  ungerade  Primzahl  ist. 
Und  zwar  müI  ich  für  diesen  Fall  nicht  blos  das  Resultat  selbst, 
sondern  auch  die  bei  Erlangung  desselben  angewendete  Methode 
kurz  angeben,  zumal  dieselbe  ungemein  einfach  ist  und  das 
wesentliche  Mittel  zur  Auflösung  dieses  zweiten  Problems  in  allen 
anderen  Fällen  und  auch  des  Hauptproblems  selbst  bildet. 

„Wenn  man  sich  der  von  Abel  (in  der  oben  angeführten 
Abhandlung  No.  XI  des  I.  Randes  der  gesammelten  Werke)  ange- 
wendeten Ausdrucksweise  bedient,  so  kann  man  mit  Rücksicht 
auf  die  oben  gegebenen  Definitionen  der  Abel' sehen  Gleichun- 
gen das  in  Rede  stehende  Problem  folgendermassen  ausdrücken: 

„Die  allgemeinste  algebraische  Function  von  Ä,B,C, 
u.  s.  w.  zu  finden,  welche  einer  Gleichung  m*^"  Grades 
genügt,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von 
^,  ^,  C,  u.  s.  w.  sind,  und  deren  übrige  VVjurzeln  (wenn 
man  dieselben  mit  z^  ,  Zj  .  •  •  •  .  ^n—i  und  die  gesuchte  Function 
selbst  mit  Zq  bezeichnet)  die  Gleichungen  erfüllen: 

Zi  =  &  (zq)  ,  Z2=-  'd-  (z,)  ,  .  .  .   ,  Zq  =='&  (Z«_i) , 

WO  &  (z)  eine  rationale  Function  von  z  und  von  A,  B,  C, 
u.  s.  w.  bedeutet. 

„Setzt  man  nun,  unter  der  Annahme,  dass  w  Primzahl,  nach 

Serret,  Alg^ebra.    II.  34** 
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der  von  Jacobi  bei  der  Kreistheilung  eingeführten  Bezeichnung 
den  Ausdruck 

Zq  +  z^a  +  22 «2  +  .  .  .  +  z^-^a'^-^  =  («  ,  z), 

wo  a  eine  n^^  Wurzel  der  Einheit  bedeutet,  so  ist 

(5).  nzk={l,z)  +  «-*{«  ,  2)  +  a-2^(a2  ,  2)  -| f-  a-(«-i)*(a»-i.2). 

Man  kann  ferner  nach  der  von  Abel  angegebenen  Weise  zeigen, 
dass  für  jede  beliebige  ganze  Zahl  k  die  Gleichungen  statthaben: 

{(«  ,  z)''  =  («^ ,  z)  cp  (cc)  ,  («2  ,  2)*  ==  («2*  ^  2:)  93  (a^j^ 
_    («3  ,  2)*  =  («3^  ,  2)  9  («3)  ,   .    .   .  , 

WO  g)  («)  eine  rationale  Function  von  cc  und  von  A,  B,  C,  u.  s.  w. 
bedeutet. 

„Wenn  man  nun  für  k  eine  primitive  Wurzel  g  der  Prim- 
zahl n  und  zwar  eine  solche  setzt,  für  die  gr"~^  —  1  durch  keine 
höhere  Potenz  von  n  als  durch  n  selbst  theilbar  ist,  so  wird  man 
Gleichungen  von  folgender  Form  erhalten: 

[a  ,  z)ff  =  [uS  ,  z)  f{a)  ,  {äff  ,  zY  =  (a^2  ^  ^^  ^(„<,j     _^ 

Erhebt  man  von  diesen  Gleichungen  die  erste  zur  Potenz  g"'^, 
die  zweite  zur  Potenz  g""-^,  u.  s.  f.,  und  multiplicirt  sie  alsdann 
sämmtlich  mit  einander,  so  erhält  man 

(7).       {a,zy"-'-'  =  f{c,y"-\f{affy"-'' . ..  /-K-'). 

Setzt  man  nun 

g"~^  —  1  =  m .  n , 

wo  m  nach  der  in  Bezug  auf  g  gemachten  Voraussetzung  nicht 
durch  n  theilbar  ist,   so  hat  man  mit  Hilfe  der  Gleichung  (6) 

[a  ,  zy~^-^  =  i<x  ,  zf"  =  (ß'" ,  zY  (p  {ay  , 
und  dies  in  (7)  eingesetzt 

ein  Resultat,  welches,  wie  mSh  genau  zeigen  kann,  für  jedes  « 
richtig  bleibt,  und  welches  leicht  in  folgende  Fori»  umgewandelt 
wird: 

(8).   {a'",z)  =  F  («"')  1  /■(a'»)  .  f  («2»')    .  /-(ßS«)     . .  ./-(„("-D'«) 
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WO  unter  den  gebrochenen  Exponenten  innerhalb  der  Paren- 
these nicht  diese  selbst,  sondern  die  kleinsten  positiven  Reste 
dieser  Brüche  mod.  n  zu  verstehen  sind,  und  wo  /"(«)  sowohl  als 
F {a)  rationale  Functionen  von  a  und  von  A,  B,  C,  u.  s.  w.  bedeu- 
ten. Setzt  man  diesen  Ausdruck  für  («•"  ,  z)  in  der  Gleichung  (5) 
ein,  so  erhält  man  eine  Form,  die  z^  haben  muss,  die  aber 
auch  in  allen  Fällen  (d.  h.  wenn  man  für  /(«)  und  F{a)  irgend 
welche  rationale  Functionen  von  «  und  ^,  ^,  C,  u.  s.  w.  setzt) 
in  der  That  dem  Probleme  genügt. 

„Auch  aus  diesem  Resultate  lassen  sich  namentlich  im  Ver- 
gleich mit  der  oben  gegebenen  allgemeinsten  Form  der  Wurzel 
einer  auflösbaren  Gleichung  f**^"  Grades  interessante  Folgerungen 
herleiten;  das  bei  weitem  grösste  Interesse  aber  gewährt  die  Ver- 
gleichung  des  Ausdrucks  (8)  (unter  der  Annahme,  dass  A,  B,  C. 
u.  s.  w.  ganze  Zahlen  seien)  mit  seinem  entsprechenden  Ausdrucke 
für  gewisse  specielle  in  der  Theorie  der  Rreistheilung  vorkom- 
mende Abel 'sehe  Gleichungen,  namentlich  mit  der  überaus  wich- 
tigen, von  Kummer  (in  Crelle's  Journ.,  Bd.  35,  p.  363^  gege- 
benen Form  für  {a  ,  x).  Diese  Vergleichung  ergiebt  nämlich  das 
bemerkenswerthe  und  nicht  bloss  für  den  Fall  eines  Primzahl- 
grades,  sondern  ganz  allgemein  geltende  Resultat: 

dass   die   Wurzel   jeder    Abel'schen    Gleichung   mit 
ganzzahligen  Coefficienten   als    rationale  Function 
von  Wurzeln  der  Einheit  dargestellt   werden  kann, 
so   dass   diese  allgemeinen   Abel'schen  Gleichungen    im  Wesent- 
lichen nichts  Anderes  sind,  als  die  Kreislheilungs- Gleichungen. 

„Auch  zwischen  den  Wurzeln  derjenigen  Abel'schen  Glei- 
chungen, deren  Coefficienten  nur  ganze  complexe  Zahlen  von  der 
Form  a  -\-  b  ]/  —  1  enthalten ,  und  den  Wurzeln  derjenigen  Glei- 
chungen, welche  bei  der  Theilung  der  Lemniscate  auftreten,  exi- 
stirt  eine  ähnliche  Relation,  und  man  kann  das  obige  Resultat 
endlich  noch  weiter  für  die  Abel'scben  Gleichungen  verallgemei- 
nern, deren  Coefficienten  bestimmte  algebraische  Zahlenirratio- 
nalitäten enthalten. 

,,Ich  will  noch  bemerken,  dass  die  Anwendung  des  obigen 
Satzes  über  die  Wurzeln  ganzzahliger  Abel'schen  Gleichungen 
auf  die  oben  unter  (3)  angegebene  Form  ergiebt,  dass  die  Wur- 
zel einer  jeden  auflösbaren  Gleichung  vom  (tt*'="  Grade  mit  ganz- 
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zahligen  Coefficienten  als  eine  Summe  von  ft'«"  Wurzeln  aus  ratio- 
nalen (aus  Wurzeln  der  Einheit  gebildeten)  complexen  Zahlen  dar- 
gestellt« werden  kann;  und  es  lässt  sich  sogar  mit  Hilfe  solcher 
complexen  Zahlen  die  allgemeinste  nothwendige  und  hinrei- 
chende Form  jeder  Wurzel  einer  ganzzahligen  auflösbaren  Glei- 
chung jit*®"  Grades  recht  einfach  darstellen,  jedoch  würden  die 
zur  genauen  Angabe  dieser  Form  erforderhchen  zahlentheoreti- 
schen Vorbemerkungen  die  Grenzen  dieser  Mitlheilung  über- 
schreiten. 


Druckfehler. 


Bd.  I.  p.  314.  Z.  4  von  oben:  f  {a:)  hat  statt  —  1  das  Zeichen +. 

Bd.  II,  p.  436.  Z.  14  von  unten  lies :  „der  No.  531"  statt  „der  vorhergehenden  Nummer." 
„     „     p.  436.  Z.  13  von  unten  lies:  +10 x^  statt  —  10a:'. 
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